tduaMỳLÓYl/ 



parcvtoxloỲ 


páATí- %oÂo4' no es un proyecto lucrativo, sino 
un esfuerzo colectivo de estudiantes y profesores de la UNAM 
para facilitar el acceso a los materiales necesarios para la 
educación de la mayor cantidad de gente posible. Pensamos 
editar en formato digital libros que por su alto costo, o bien 
porque ya no se consiguen en bibliotecas y librerías, no son 
accesibles para todos. 

Invitamos a todos los interesados en participar en este proyecto a 
sugerir títulos, a prestamos los textos para su digitalización y a 
ayudamos en toda la labor técnica que implica su reproducción. 
E1 nuestro, es un proyecto colectivo abierto a la participación de 
cualquier persona y todas las colaboraciones son bienvenidas. 

Nos encuentras en los Talleres Estudiantiles de la Facultad de 
Ciencias y puedes ponerte en contacto con nosotros a la siguiente 
dirección de correo electrónico: 


eduktodos@gmail.com 


http ://eduktodos. dvndns. org 





Calculus 




Tom M. Apostol 


CALCULUS 

VOLUMEN I 

Cálculo con funciones de una variable, con una 
inlroducción al álgebra lineal 


Segunda edición 



EDITORIAL REVERTÉ, S. A. 

Barcelona-Bogotá-Buenos Aires- Caracas -México 




Título de la obra original: 

CALCULUS, One -Variable Calculus, 
with an introduction to Linear Algebra 

Edición original en lengua inglesa publicada por: 

Blaisdell Publishing Company, Waltham, Massachusetts 

Copyright © by Blaisdell Publishing Company, 1967 

Versión espafiola por: 

Dr. D. Francisco Vélez Cantarell 

Profesor adjunto de la Facultad de Ciencias de Barcelona 

Revisada por: 

Dr. D. Enrique Linés Escardó 

Catedrático de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Madrid 

Propiedad de: 

EDITORIAL REVERTÉ, S. A. y REVERTÉ EDICIONES, S.A. DE C.V 
Loreto, 13-15, Local B Río Pánuco 141 Col Cuauhtémoc 

08029 Barcelona - ESPANA C.P. 06500 México, D.F. - MÉXICO 

E-mail:reverte@reverte.com E-mail: resavbp@data.net.mx 

Internet: http://www.reverte.com 101545.2361@compuserve.com 

Reservados todos los derechos. La reproducción total o parcial de esta obra, por 
cualquier medio o procedimiento, comprendidos la reprografía y el tratamiento 
informático, y la distribución de ejemplares de ella mediante alquiler o préstamo públi- 
cos, queda rigurosamente prohibida sin la autorización escrita de los titulares del copy- 
right, bajo las sanciones establecidas por las leyes. 

Edición en espanol 

© EDITORIAL REVERTÉ, S. A., 1984 
© REVERTÉ EDICIONES, S. A. de C.V., 1999 

9“ Reimpresión 2001 

Impreso en Espana - Printed in Spain 

ISBN - 84 - 291 - 5002 - 1 (Espana) 

ISBN - 968 - 6708 - 10 - 3 (México) 

Depósito Legal: B - 32464 - 2001 

Impreso por Imprimeix S.L. 

Eduard Maristany, 100 
08912 Badalona (Barcelona) 



Jane y Stephen 




PRÓLOGO 


Extracto del prólogo a la primera edición 

Parece que no hay acuerdo sobre lo que ha de constituir un primer curso 
de Cálculo y Geometría Analítica. Unos sostienen que el camino verdadero para 
entender el Cálculo principia con un estudio completo del sistema de los números 
reales desarrollándolo paso a paso de manera lógica y rigurosa. Otros insisten 
en que el Cálculo es ante todo un instrumento para los ingenieros y físicos; y por 
consiguiente, que un curso debe llevar a las aplicaciones del Cálculo apelando a la 
intuición, para después, por el ejercicio en la resolución de problemas, alcanzar 
destreza operatoria. En ambos puntos de vista hay mucha parte de razón. 
E1 Cálculo es una ciencia deductiva y una rama de la Matemática pura. A1 mismo 
tiempo es muy importante recordar que el Cálculo tiene profundas raíces en pro- 
blemas físicos y que gran parte de su potencia y belleza deriva de la variedad de 
sus aplicaciones. Mas es posible combinar un desarrollo teórico riguroso con una 
sana formación técnica, y este libro representa un intento de establecer un sensible 
equilibrio entre las dos tendencias. Aunque se trate el Cálculo como ciencia deduc- 
tiva, no por eso se abandonan las aplicaciones a problemas físicos. Las demos- 
traciones de todos los teoremas importantes se consideran como una parte esencial 
en el desarrollo de las ideas matemádcas, y con frecuencia van precedidas de una 
discusión geométrica o intuitiva para dar al estudiante una visión más penetrante 
del porqué de la demostración. Aunque estas discusiones intuitivas pueden ser 
suficientes para el lector que no esté interesado en los detalles de la demostración, 
también se incluye la demostración completa para aquellos que prefieran una 
exposición más rigurosa. 

La disposición de este libro ha sido sugerida por el desarrollo histórico y 
filosófico del Cálculo y la Geometría Analítica. Por ejemplo, se estudia la integra- 
ción antes de la diferenciación. Aunque esta manera de ordenar la materia del 
curso sea poco frecuente, es históricamente correcta y pedagógicamente adecuada. 
Además, es el mejor camino para hacer patente la verdadera conexión entre la 
derivada y la integral. 

E1 concepto de integral se define en primer lugar para funciones escalonadas. 
Puesto que la integral de una función escalonada no es más que una suma, la 
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teoría de la integración es extremadamente sencilla en este caso. Mientras el estu- 
diante aprende las propiedades de la integral para funciones escalonadas, adquiere 
experiencia en el uso de la notación sumación y al mismo tiempo se familiariza 
con el simbolismo de la integral. De esta manera se van construyendo los peldanos 
para que la transición de funciones escalonadas a otras funcicnes más generales 
parezca fácil y natural. 


Prólogo a la segunda edición 

La segunda edición difiere de la primera en muchos aspectos. Se ha anadido 
el Álgebra lineal; los teoremas del valor medio y las aplicaciones del Cálculo se 
han introducido en los primeros capítulos, y se ha anadido buen número de 
nuevos y sencillos ejercicios. Una inspección del índice revela que el libro se ha 
dividido en capítulos de menor extensión, desarrollándose cada uno sobre un 
concepto importante. Varias secciones han sido escritas de nuevo y reorganizadas 
para proporcionar una mejor fundamentación y mejorar la fluidez de las ideas. 

A1 igual que en la primera edición, cada concepto nuevo importante viene 
precedido de una introducción histórica, que describe su desarrollo desde una 
primera noción física intuitiva hasta su formulación matemática precisa. E1 estu- 
diante descubre en parte los esfuerzos del pasado y los triunfos de los hombres 
que más han contribuido al tema. De este modo el estudiante se convierte en 
participante activo en la evolución de las ideas y no queda como mero observador 
pasivo de los resultados. 

La segunda edición, como la primera, está dividida en dos volúmenes. Las dos 
terceras partes primeras del Volumen I tratan del Cálculo con funciones de una 
variable, incluyendo las series y una introducción a las ecuaciones diferenciales. 
La última tercera parte del Volumen I introduce el Álgebra lineal con aplicaciones 
a la Geometría y al Análisis. Gran parte de estos temas se apoya sólidamente en 
el cálculo de ejemplos que ilustran la teoría general. Ello proporciona una mezcla 
de Álgebra y de Análisis y contribuye a preparar el camino para la transición 
del Cálculo con una variable al Cálculo con varias variables, que se trata en el 
Volumen II. Un desarrollo más amplio de Álgebra lineal se hará necesario en la 
segunda edición del Volumen II. 

Una vez más reconozco con agrado mi deuda con los profesores H. F. Boh- 
nenblust, A. Erdélyi, F. B. Fuller, K. Hoffman, G. Springer, y H. S. Zuckerman. 
Su influencia en la primera edición ha continuado en la segunda. En la prepara- 
ción de la segunda edición, recibí también Ia ayuda del profesor Basil Gordon, 
que sugirió muchas mejoras. Estoy también agradecido a George Springer y 
William P. Ziemer, que leyeron las últimas pruebas. E1 personal de Blaisdell 
Publishing Company, como siempre, ha prestado una gran ayuda; aprecio su 
simpática aceptación de mis deseos en lo relativo al formato y a la tipografía. 
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Por último, tengo especial satisfacción en expresar mi gratitud a mi esposa 
por haber contribuido en diversas formas a la preparación de las dos ediciones. 
En testimonio de mi agradecimiento le dedico este libro. 

T. M. A. 

Pasadena, California 
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INTRODU CCIÓN 


Parte I. - Introducción histórica 


I 1.1 Los dos conceptos básicos del Cálculo 

E1 considerable progreso habido en la ciencia y en la técnica durante los 
últimos cien anos procede en gran parte del desarrollo de las Matemáticas. 
La rama de la Matemática conocida por Cálculo integral y diferencial es un 
instrumento natural y poderoso para atacar múltiples problemas que surgen en 
Física, Astronomía, Ingeniería, Química, Geología, Biología, y en otros campos, 
incluyendo recientemente algunos de Ciencias sociales. 

Para dar una idea al lector de los muy diversos tipos de problemas que 
pueden tratarse por los métodos de Cálculo se expone a continuación una pe- 
quena muestra de cuestiones seleccionadas entre los ejercicios que aparecen en 
capítulos posteriores de este libro. 

i,Con qué velocidad debería ser impulsado un cohete para que nunca volviera 
a la Tierra? ^Cuál es el radio del menor disco circular que cubra a todo triángulo 
isósceles de perímetro L? ^Cuál es el volumen de material extraído de una esfera 
de radio 2r al atravesarla por un orificio cilíndrico de radio r cuyo eje pase por 
el centro de la esfera? Si un cultivo de bacterias crece en razón directa a la can- 
tidad que hay en cada instante, y la población se duplica en una hora, £en cuánto 
se habrá incrementado al cabo de dos horas? Si una fuerza de diez libras estira 
una cuerda elástica una pulgada, Lqué trabajo se necesita para estirarla un pie? 

Estos ejemplos, elegidos en distintos campos, ilustran algunas de las cues- 
tiones técnicas que pueden ser resueltas como aplicaciones más o menos ruti- 
narias del Cálculo. 

E1 Cálculo no sólo es un instrumento técnico, sino que contiene una colec- 
ción de ideas fascinadoras y atrayentes que han ocupado el pensamiento humano 
durante centurias. Estas ideas están relacionadas con velocidad, área, volumen, 
razón de crecimiento, tangente a una línea, y con otros conceptos referentes a 
otros dominios. E1 Cálculo obliga a detenerse y a pensar cuidadosamente acerca 
del significado de estos conceptos. Otro carácter notable del Cálculo es su poder 

1 
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unificador. Muchos de estos problemas pueden ser formulados de manera que se 
reduzcan a otros problemas de naturaleza puramente geométrica. A continuación 
se procede a una breve descripción de tales problemas. 

Considérese una curva C situada encima de una línea horizontal base, como 
se indica en la figura 1.1. Se supone que esta curva tiene la propiedad de ser 
cortada por cada vertical, en un punto a lo más. La parte sombreada de la 
figura está formada por aquellos puntos situados por debajo de la curva C, enci- 
ma de la horizontal, y entre dos segmentos verticales paralelos que unen C con 
la base. E1 primer problema fundamental del Cálculo es el siguiente: Determinar 
un número que mida el área de esta región sombreada. 

Considérese después una recta que sea tangente a la curva, tal como se 
ve en la figura 1.1. E1 segundo problema fundamental puede formularse de la 
siguiente manera: Determinar un número que mida la pendiente de esta recta. 



Figura 1.1 

Fundamentalmente, el Cálculo se ocupa en la formulación precisa y la reso- 
lución de estos dos problemas considerados. En el Cálculo se definen los con- 
ceptos de área y tangente y se calculan el área de una región dada y la pen- 
diente de la tangente a una curva dada. E1 Cálculo integral se ocupa del problema 
del área y será discutido en este eapítulo 1. E1 Cálculo diferencial se ocupa del 
problema de la tangente y será introducido en el capítulo 4. 

E1 estudio del Cálculo exige una cierta preparación matemática. E1 presente 
capítulo trata de estos conceptos básicos y está dividido en cuatro partes: La l. a 
parte da una perspectiva histórica; la 2. a se refiere a la notación y terminología 
en la matemática de conjuntos; la 3. a trata del sistema de números reales; la 
4. a ofrece la inducción matemática y lanotación sumatoria. Si el lector está infor- 
mado de estos temas, puede abordar directamente el desarrollo del Cálculo inte- 
gral en el capítulo 1. Si no, deberá familiarizarse con las materias contenidas 
en esta introducción antes de iniciar el capítulo 1. 
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I 1.2 Introducción histórica 

E1 origen del Cálculo integral se remonta a más de 2000 anos, cuando los 
griegos intentaban resolver el problema del área ideando el procedimiento que 
llamaron método de exhaución. Las ideas esenciales de este método son real- 
mente muy simples y se pueden describir brevemente como sigue: Dada una 
región cuya área quiere determinarse, se inscribe en ella una región poligonal 
que se aproxime a la dada y cuya área sea de fácil cálculo. Luego se elige otra 
región poligonal que dé una aproximación mejor y se continúa el proceso to- 
mando polígonos con mayor número de lados cada vez, tendiendo a llenar la 
región dada. La figura 1.2 es una ilustración del método en el caso de una región 
semicircular. Este método fue usado satisfactoriamente por Arquímedes (287- 
212 A.C.) para hallar fórmulas exactas de las áreas del círculo y de algunas 
otras fìguras especiales. 

Desde Arquímedes, el desarrollo del método de exhaución tuvo que esperar 
casi 18 siglos, hasta que el uso de símbolos y técnicas algebraicas se hizo pre- 
ciso en los estudios matemáticos. E1 Álgebra elemental que hoy día es familiar 
a la mayoría de los alumnos de los últimos cursos de ensenanza secundaria, era 
totalmente desconocida en tiempos de Arquímedes, lo que hacía imposible exten- 
der el método a cualquier clase de regiones, sin poseer manera adecuada de 
poder expresar los largos cálculos en forma simplificada. 


Figura 1.2 El método de exhaución aplicado a una región semicircular. 

Un cambio lento pero revoluctonario, en el desarrollo de las notaciones ma- 
temáticas, empezó en el siglo xvi D.C. E1 engorroso sistema de numeración 
romano fue desplazado gradualmente por los caracteres arábigos utilizados hoy 
día; los signos + y — fueron introducidos por primera vez, y se empezaron a 
reconocer las ventajas de la notación decimal. Durante este mismo período, los 
brillantes resultados de los matemáticos italianos Tartaglia, Cardano y Ferrari 
que dieron soluciones algebraicas a las ecuaciones cúbica y cuártica, estimuló 
el desarrollo de la Matemática y animó a la aceptación del lenguaje algebraico 
nuevo y superior. Con la introducción muy extendida de los bien elegidos sím- 
bolos algebraicos, revivió el interés por el antiguo método de exhaución y en 
el siglo xvi descubrieron múltiples resultados parciales, los que como Cava- 
lieri, Toricelli, Roberval, Fermat, Pascal y Wallis fueron pioneros. 
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Gradualmente, el método de exhaución fue transformándose en lo que hoy 
se conoce como Cálculo integral, nueva y potente disciplina que tiene numero- 
sísimas aplicaciones no sólo en problemas relativos a áreas y volúmenes, sino 
también en problemas de otras ciencias. Este método, que mantiene alguno de 
los caracteres originales del método de exhaución, recibió su mayor impulso 
en el siglo xvn, debido a los esfuerzos de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried 
Leibniz (1646-1716), y su desarrollo continuó durante el siglo xix, hasta que 
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-1866) le dieron 
una base matemática firme. Posteriores afinamientos y extensiones de la teoría 
han llegado hasta la Matemática contemporánea. 


I 1.3 E1 método de exhaución para el área de un segmento de parábola 

Antes de proceder al estudio sistemático del Cálculo integral, será instruc- 
tivo aplicar el método de exhaución directamente a una de las fìguras particu- 
lares tratadas por el mismo Arquímedes. La región en cuestión está presentada 
en la figura 1.3 y puede describirse como sigue: Si se elige un punto arbitrario 
de la base de la figura y se designa por x su distancia a 0, la distancia vertical 
de este punto a la curva es x 2 . En particular, si la longitud de la base es b la 
altura de la figura es b 1 . La distancia vertical de x a la curva se denomina «orde- 
nada» de x. La curva así descrita se denomina parábola y la región limitada por 
ella y por los dos segmentos rectilíneos, se llama segmento parabólico. 




Figura 1.3 Segmento parabólico 


Figura 1.4 
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Esta figura puede encerrarse en un rectángulo de base b y altura b 1 , como 
se ve en la figura 1.3. Observando la figura parece natural afìrmar que el área 
del segmento parabólico es menor que la mitad del área del rectángulo. Arquí- 
medes hizo el sorprendente descubrimiento de que el área del segmento para- 
bólico es exactamente un tercio de la del rectángulo; es decir, A = b 3 /3, donde 
A designa el área del segmento parabólico. Se verá a continuación cómo se 
llega a este resultado. 

Se hace notár que el segmento parabólico dibujado en la figura 1.3 no está 
elegido exactamente tal como lo dibujó Arquímedes y que los detalles que 



Figura 1.5 Cálculo del área de un segmento parabólico. 

siguen no son exactamente los utilizados por él. Sin embargo, las ideas esenciales 
son las de Arquímedes; lo que aquí se expone puede considerarse como el mé- 
todo de exhaución expuesto con la notación moderna. 

E1 método consiste simplemente en lo siguiente: se divide la figura en un 
cierto número de bandas y se obtienen dos aproximaciones de la región, una 
por defecto y otra por exceso, utilizando dos conjuntos de rectángulos como 
se indica en la figura 1.4. (Se utilizan rectángulos mejor que polígonos arbitrarios 
para simplifìcar los cálculos.) E1 área del segmento parabólico es mayor que el 
área total de los rectángulos interiores pero menor quc la de los rectángulos 
exteriores. 

Si cada banda se subdivide a su vez, se obtiene una nueva aproximación 
con mayor número de bandas, la reunión de las áreas de los rectángulos inte- 
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riores crece, mientras que el total de las áreas de los rectángulos exteriores 
decrece. Arquímedes vio que se podía lograr el área con el grado de aproximación 
deseado sin más que tomar un núiôero suficiente de bandas. 

E1 cálculo efectivo en este caso se realiza como se indica a continuación. 
Con objeto de simplificar se subdivide la base en n partes iguales, cada una de 
longitud b/n (véase fig. 1.5). Los puntos de subdivisión corresponden a los si- 
guientes valores de x: 


b 2b 3b (n - l)b nb 
n n n n n 


La expresión general de un punto de la subdivisión es x—kb/n, donde k toma 
los valores sucesivos k = 0, 1, 2, 3, .., n. En cada punto kb/n se construye el 
rectángulo exterior de altura (kb/n) 2 como se indica en la figura 1.5. E1 área 
de este rectángulo es él producto de la base por la altura y es igual a: 


Si se designa por S„ la suma de las áreas de todos los rectángulos exteriores, 
puesto que el área del rectángulo A:-simo es ( b 3 /n 3 )k 2 se tiene la fórmula: 


(1.1) 


S„ = — (l a + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 ). 


De forma análoga se obtiene la fórmula para la suma s„ de todos los rectángulos 
interiores: 


( 1 . 2 ) 


= - [l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + (n - l) 2 ]. 


La forma de estas sumas es de gran importancia para su cálculo. Nótese 
que el factor que multiplica a b 3 /ri s en la ecuación (1.1) es la suma de los cua- 
drados de los n primeros números naturales: 

l 2 + 2 2 + • • • + n 2 . 

(E1 factor correspondiente en la ecuación (1.2) es análogo salvo que la suma 
tiene únicamente n— 1 sumandos.) Para valores grandes de n la obtención de 
esta suma por adición directa de sus sumandos es pesada, pero afortunada- 
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mente existe una interesante identidad que hace posible obtener esta suma por 
un camino más simple, y es la siguiente: 

(1.3) l 2 + 2 2 + -- - + n 2 = — + — + ^. 

Esta identidad es válida para todo entero n ^ 1 y puede demostrarse del siguien- 
te modo: Se parte de la fórmula (k+l) 3 = k 3 + 3k 2 + 3k+í y se pone en la forma 

3k* + 3k+l=(k+ l) 3 - k s . 

Haciendo k= 1, 2, .... n— 1, obtenemos las n— 1 fórmulas 
3 • l 2 + 3 • 1 + 1 = 2 3 — l 3 
3 • 2 2 + 3 • 2 + 1 = 3 3 — 2 3 

3(n - l) 2 + 3(n - 1) + 1 = n 3 - (n - l) 3 . 

A1 sumar estas fórmulas, todos los términos del segundo miembro se reducen 
excepto dos y se obtiene 

3[1 2 + 2 2 + • • • + (n - l) 2 ] + 3[1 + 2+ • • • + (n - 1)] + (n - 1) = n 3 - l 3 . 

La segunda suma del primer miembro es la suma de los términos de una pro- 

gresión aritmética cuyo valor es \ n(n— 1). Por tanto la última igualdad nos da 

(1.4) l 2 + 2 2 + ••• + („- l) 2 = £ - £ + 5 

3 2 6 

Sumando n 2 a los dos miembros, obtenemos (1.3). 

Las expresiones exactas dadas en los segundos miembros de (1.3) y (1.4) no 
son necesarias para el objeto que aquí se persigue, pero sirven para deducir 
fácilmente las dos desigualdades que interesan 

(1.5) l 2 + 2 2 + • • • + (n - l) 2 < j < l 2 + 2 2 + • • • + n 2 

que son válidas para todo entero n ^ 1. Estas desigualdades pueden deducirse 
fácilmente como consecuencias de (1.3) y (1.4), o directamente por inducción. 
(Véase la Sección I 4.1.) 
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Multiplicando ambas desigualdades en (1.5) por b 3 /n 3 y haciendo uso de 
(1.1) y (1.2) se tiene: 

(1.6) s n <j<S n 

para cada n, y observándose que se presenta por primera vez el número b 3 /3. 
Las desigualdades en (1.6) expresan que para cada n el número b 3 / 3 está com- 
prendido entre s„ y S„. Pero ahora es fácil probar que b 3 / 3 es el único número 
que goza de esta propiedad; es decir, que si A es un número que verifica las 
desigualdades 

(1.7) s n <A<S n 

para cada entero positivo n, ha de ser necesariamente A = b 3 /3. Por esta razón 
dedujo Arquímedes que el área del segmento parabólico es b 3 / 3. 

Para probar que A = b 3 /3 se utilizan una vez más las desigualdades (1.5). 
Sumando n 2 a los dos miembros de la desigualdad de la izquierda en (1.5) se 
obtiene: 


Multiplicando por b 3 /n 3 y utilizando (1.1) se tiene 

(1.8) 


*<?♦?■ 


Análogamente, restando n 2 de los dos miembros de la desigualdad de la derecha 
en (1.5) y multiplicando por b 3 /n 3 se Ilega a la desigualdad: 


(1.9) 


b 3 b» 

- -<«» 

3 n 


Por tanto, cada número A que satisfaga (1.7) ha de satisfacer también: 

(U°) + ^ 


para cada entero n ^ 1. Ahora bien, hay sólo tres posibilidades: 
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Si se prueba que las dos primeras conducen a una contradicción habrá de ser 
A = b 3 /3, ya que, al estilo de Sherlock Holmes, se agotan así todos las posibili- 
dades. 

Supóngase que la desigualdad A > b 3 /3 fuera cierta. De la segunda desi- 
gualdad en (1.10) se obtiene: 



para cada entero n > 1. Puesto que A — b 3 /3 es positivo, se pueden dividir 
ambos miembros de (1.11) por A — b 3 /3 y muldplicando después por n se 
obtiene la desigualdad 

. b 3 

n< J^W3 

para cada n. Pero esta desigualdad es evidentemente falsa para n>b 3 /{A — b 3 / 3). 
Por tanto, la desigualdad A>b 3 /3 conduce a una contradicción. De forma aná- 
loga se demuestra que la desigualdad A<b 3 /3 conduce a su vez a una contra- 
dicción y por tanto debe ser A = b 3 /3 como se ha afirmado antes. 


*I 1.4 Ejercicios 

1. (a) Modificar la región en la figura 1.3 tomando como ordenada para cada x el valor 2x 2 
en vez de x 2 . Dibujar la nueva íìgura. Síganse en este caso los pasos principales del 
apartado anterior y compárense ambos, estudiando la repercusión del cambio en el cál- 
culo de A. Efectúese lo mismo si la ordenada en cada x es: 

(b) 3x 2 , (c) lx 2 , (d) 2x 2 + 1, (e) ax 2 + c. 

2. Modifíquese la región en la figura 1.3 tomando como ordenada para cada x, x s en vez 
de x 2 . Dibújese la nueva figura. 

(a) Úsese una construcción análoga a la dibujada en la fìgura 1.5 y pruébese que las 
sumas interior y exterior S„ y s„ están dadas por 

S n =^( l 3 + 2 3 + • • • + n 3 ), s„ = ^[l 3 + 2 3 + ••+(« - l) 3 ]. 

(b) Utilícense las desigualdades (que pueden probarse por inducción completa; véase 
Sección I 4.2). 


( I12 ) l 3 + 2 3 + • • • + (n - l) 3 < < l» + 2 3 + • • • + n 3 

para demostrar que s„ < f> 4 /4 < S„ para cada n, y probar que b 4 /4 es el único número 
comprendido entre s„ y S„ para cada n, 

(c) iQué número sustituye a b 4 /4 si la ordenada en cada x es 


ax 3 + c? 
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3. Las desigualdades (1.5) y (1.12) son casos particulares de las desigualdades más generales 


(1.13) 1‘ + 2* + • • • + (« - 1)* < < lfc + 2 * + ■■■+"* 

que son válidas para cada entero n > 1 y cada entero k > 1. Supuestas válidas (1.13) 
generalícense los resultados del ejercicio 2. 


I 1.5 Análisis crítico del método de Arquímedes 

Mediante cálculos análogos a los realizados en el apartado I 1.3, Arquímedes 
llegó a la conclusión de que el área del segmento parabólico considerado es b 3 / 3. 
Este hecho se aceptó como un teorema matemático, hasta que pasados unos 
2000 anos se pensó que debían analizarse los resultados desde un punto de vista 
más crítico. Para comprender por qué hubo quien puso en duda la validez de las 
conclusiones de Arquímedes, es necesario tener presente los cambios importantes 
que han tenido lugar en la reciente historia de la Matemática. 

Cada rama del conocimiento es un conjunto de ideas descritas por medio 
de palabras y símbolos, y no se pueden comprender estas ideas sin un conoci- 
miento exacto de las palabras y símbolos que se utilizan. Ciertas ramas del cono- 
cimiento conocidas por sistemas deductivos, se distinguen de otras porque en 
ellas se elige a priori un número de conceptos «no defmidos» y todo otro concepto 
en el sistema se define a partir de aquéllos. Ciertas relaciones entre estos conceptos 
no definidos se toman como axiomas o postulados y otras relaciones que pueden 
deducirse de estos axiomas se denominan teoremas. E1 ejemplo más familiar de 
sistema deductivo es la Geometría elemental euclidiana. que ha sido estudiada 
por toda persona culta desde la época de la Grecia antigua. 

E1 espíritu de la Matemática griega, siguiendo el método de postulados y 
teoremas como en la Geometría de los Elementos de Euclides, dominó el pen- 
samiento de los matemáticos hasta la época del Renacimiento. Una fase nueva 
y vigorosa en el desarrollo de la Matemática empezó con la aparición del Álgebra 
en el siglo xvi; y los 300 anos que siguieron fueron testigos de gran cantidad de 
descubrimientos importantes. E1 razonamiento lógico preciso del método deductivo 
con el uso de axiomas, definiciones y teoremas, estuvo manifiestamente ausente 
en este período. Los matemáticos de los siglos xvi, xvn y xvm recurrían a una 
mezcla curiosa de razonamiento deductivo combinado con Ia intuición y la pura 
conjetura; y no es extraiío que algunos de sus resultados se haya visto posterior- 
mente que eran incorrectos. No obstante, un número sorprendente de descubri- 
mientos importantes ocurren en este período, y una gran parte de esta obra ha so- 
brevivido la prueba de la Historia, representando un tributo a la destreza y 
talento de aquellos científicos. 
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Cuando empezó a disminuir el caudal de nuevos descubrimientos, apareció 
un nuevo período de análisis crítico; y poco a poco, los matemáticos se vieron 
obligados a volver a las ideas clásicas del método deductivo, al intentar poner 
fundamentos fìrmes a la nueva Matemática . Esta fase del desarrollo, que empezó 
a principios del siglo xix y ha continuado hasta el momento presente, ha alcanzado 
un grado de abstracción y pureza lógica que ha superado todas las tradiciones de la 
ciencia griega. A la vez, ha proporcionado una comprensión más clara de los 
fundamentos no sólo del Cálculo, sino de todas las ramas de la Matemática. 

Hay muchas formas de estructurar el Cálculo como sistema deductivo. Una 
manera posible, es tomar los números reales como conceptos no defmidos o primi- 
tivos. Algunas de las reglas que rigen las operaciones con los números reales 
pueden tomarse como axiomas. Este sistema de axiomas se ha incluido en la 
parte 3 de esta introducción. Nuevos conceptos, tales como integral, límite, conti- 
nuidad, derivada, pueden definirse a partir de los númerosreales.Las propiedades 
de estos conceptos se deducen como teoremas a partir de los axiomas. 

Considerando el Cálculo como una parte del sistema deductivo, el resultado 
de Arquímedes para el área del segmento parabólico no puede aceptarse como 
un teorema si no se da previamente una defmición satisfactoria de área. No es 
claro que Arquímedes hubiera formulado alguna vez una definición precisa de 
lo que él entendía por área. Parece haber tomado como convenio que cada región 
tiene una área asociada a ella. Con esta hipótesis se ocupa de calcular áreas de 
regiones particulares. En sus cálculos utiliza propiedades del área que no se 
pueden probar mientras no se precise qué se entiende por área. Por ejemplo, 
supone que si una región es interior a otra, el área de la región menor no puede 
exceder a la de la región mayor; y también que si una región se descompone 
en dos o más partes, la suma de las áreas de cada parte es igual al área de toda 
la región. Todas estas propiedades se atribuyen al área, y en toda defmición que se 
dé del área estas propiedades han de poder deducirse como teoremas. Es verosímil 
que el mismo Arquímedes tomara el área como concepto primitivo, utilizando 
las propiedades mencionadas como axiomas. 

Actualmente se considera la obra de Arquímedes como importante más que 
por calcular áreas de figuras particulares, porque ha sugerido un camino razonable 
para definir el concepto de área para figuras más o menos arbitrarias. A su vez, 
el método de Arquímedes sugiere un método para defìnir un concepto mucho más 
general, que es la integral; y a su vez, la integral no sólo se utiliza para definir 
y calcular áreas, sino también para establecer conceptos como longitud de un 
arco, volumen, trabajo y otros. 

Anticipándosé a futuros desarrollos, y utilizando la terminología del Cálculo 
integral, el resultado del cálculo efectuado en la Sección I 1.3, para el segmento 
parabólico, se expresa frecuentemente como sigue: 

«La integral de x 2 de 0 a b es b 3 / 3.» 
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y se escribe simbólicamente: 



E1 símbolo f (una S alargada) se llama signo integral y fue introducido por 
Leibniz en 1675. E1 proceso que determina el número b 3 /3 se denomina integra- 
ción. Los números 0 y b que afectan al signo integral se denominan límites de inte- 
gración. E1 signo x 2 dx se ha de considerar como un todo. Su definición debe 
darse de la misma manera que el diccionario describe la palabra «Marte» sin hacer 
referencia a «mar» ni a «te». 

E1 símbolo de Leibniz para la integral fue aceptado pronto por muchos mate- 
máticos, porque veían en la integración un tipo de «proceso de sumación» que 
permitía sumar infinitas «cantidades infinitamente pequenas». Por ejemplo, en el 
caso del segmento parabólico, el área se concebía como la «suma» de una infinidad 
de rectángulos infinitamente pequenos de altura x 2 y base dx. E1 signo integral 
representa el proceso de sumación de todos estos rectángulos. Esta forma de 
razonar es muy sugestiva y útil frecuentemente. Desde el punto de vista lógico, 
adolece del defecto de no poder atribuir un significado exacto al concepto «can- 
tidad infinitamente pequena». Actualmente se sabe cómo introducir la integral 
mediante el número real, sin utilizar conceptos misteriosos e inexplicables, como 
«infinitesimal». Esta definición se dará en el capítulo 1. 


I 1.6 La introducción al Cálculo que se utiliza en este libro 

Una exposición rigurosa y completa tanto del Cálculo integral como del dife- 
rencial, depende esencialmente de un estudio cuidadoso del sistema de los números 
reales. E1 estudio en sí de este sistema llevado a cabo en su totalidad, es un tema 
muy interesante pero un tanto largo, de forma que requiere un pequeno volumen 
para su completa exposición. E1 método seguido en este libro es empezar con los 
números reales como elementos primitivos y tomar simplemente algunas de sus 
propiedades fundamentales como axiomas. Estos axiomas y algunos de los teoremas 
más sencillos que pueden deducirse de ellos se discutirán en la parte 3 de este 
capítulo. Muchas de las propiedades de los números reales que se han tomado 
como axiomas son probablemente familiares al lector, por sus estudios de Álgebra 
elemental. Sin embargo, hay algunas propiedades de los números reales que no se 
suelen tener en cuenta en el Álgebra elemental, pero que juegan un papel impor- 
tante en el Cálculo. Estas propiedades son consecuencia del llamado axioma del 
extremo superior (conocido también por axioma de la continuidad) que se estudiará 
aquí con detalle. E1 lector puede parar su atención en ía parte 3 antes de entrar 
en el cuerpo fundamental del texto, o bien dejar la lectura de esta materia para 
más adelante cuando se encuentre con aquellas partes de la teoría en las que se 
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utilizan propiedades del extremo superior. Las materias en el texto que dependan 
del axioma del extremo superior se senalarán claramente. 

Para desarrollar el Cálculo como una teoría matemática completa, sería 
necesario exponer, junto al sistema de axiomas del número real, un conjunto 
de «métodos de demostración» que permitieran deducir los teoremas a partir de 
los axiomas. Cada afirmación en la teoría tendría que ser justificada o como 
«una ley establecida» (es decir, un axioma, una definición o un teorema previa- 
mente probado), o como el resultado de aplicar a leyes establecidas uno de los 
métodos de demostración aceptados. Un programa de esta naturaleza resultaría 
extremádamente largo y trabajoso, y ayudaría muy poco a la comprensión de la 
materia por el principiante. Afortunadamente no es necesario proceder de esta 
forma para llegar a una buena comprensión y manejo del Cálculo. En este libro se 
introducen las cuestiones prescindiendo de un formalismo exagerado y se hace 
amplio uso del razonamiento geométrico cuando se cree conveniente; pero al 
mismo tiempo, se procura que la exposición de las materias goce de la precisión y 
claridad propias de la ciencia moderna. Todos los teoremas importantes de la 
teoría en cuestión, están explícitamente expuestos y rigurosamente demostrados. 

Para evitar interrumpir la sucesión de ideas, algunas de las demostraciones 
aparecen en secciones separadas senaladas con asterisco. Por la misma razón, 
algunos de los capítulos van acompanados de secciones suplementarias en las 
cuales se tratan con detalle algunos temas importantes relacionados con el Cálculo. 
Algunos de ellos están también senalados con asterisco para indicar que pueden 
omitirse o posponerse sin que se interrumpa la continuidad de la exposición. 
E1 que se tomen más o menos en consideración los apartados con asterisco, de- 
pende en parte de la preparación del lector y en parte de su interés. La persona 
que desee un curso completo de Cálculo tanto en teoría como en la práctica, 
tendrá que leer toda la materia. E1 que se interese primeramente por las ideas 
básicas y la práctica, podrá suprimir los apartados con asterisco. 

Parte II. - Conceptos bás/cos de la Teoría de conjuntos 

I 2.1 Introducción a la Teoría de conjuntos 

En el estudio de cualquier rama de la Matemática, sea Análisis, Álgebra o 
Geometría, resulta útil emplear la notación y la terminología de la Teoría de con- 
juntos. Esta teoría, que fue desarrollada por Boole y Cantor (f) a fines del siglo xix, 
ha tenido una profunda influencia en el desarrollo de la Matemática en el si- 

(t) George Boole (1815-1864) fue un lógico-matemático inglés. Su libro, Investigación de las 
leyes del pensamiento, publicado en 1854, senala la creación del primer sistema práctico de 
Lógica simbólica. George F. L. P. Cantor (1845-1918) y su escuela crearon la moderna Teoría 
de conjuntos en el período 1874-1895. 
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glo xx. Ha unificado muchas ideas aparentemente inconexas y ha contribuido a 
reducir gran número de conceptos matemáticos a sus fundamentos lógicos por un 
método elegante y sistemádco. Un estudio riguroso de la Teoría de conjuntos re- 
queriría una amplia discusión que consideramos fuera del alcance de este libro. 
Por fortuna, las nociones básicas son en número reducido, y es posible desarrollar 
un conocimiento práctico de los métodos e ideas de la Teoría de conjuntos a 
través de una discusión informal. En realidad. no vamos a hacer una discusión 
de la moderna Teoría de conjuntos, sino precisar la terminología que deberemos 
aplicar a las ideas más o menos familiares. 

En Matemáticas, la palabra «conjunto» se emplea para representar una co- 
lección de objetos considerada como una sola entidad. Las colecciones designadas 
con nombres tales como «rebano», «tribu», «muchedumbre», «equipo» y «elec- 
torado» son todas ejemplos de conjunto. Los objetos que constituyen la colección 
se llaman elementos o miembros del conjunto, y de ellos se dice que pertenecen 
o que están contenidos en el conjunto. A su vez, se dice que el conjunto contiene 
o está compuesto de sus elementos. 

Nos ocuparemos principalmente de conjuntos de entes matemáticos: conjuntos 
de números, de curvas, de figuras geométricas, etc. En muchas aplicaciones con- 
viene considerar conjuntos en los que no se supone nada acerca de la naturaleza 
de sus elementos. Tales conjuntos se llaman abstractos. La Teoría de conjuntos 
abstractos ha sido desarrollada para tratar con tales colecciones de objetos arbi- 
trarios, y precisamente a esa generalidad se debe el gran alcance de tal teoría. 


I 2.2. Notaciones para designar conjuntos 

Corrientemente los conjuntos se designan con letras mayúsculas: A, B,C,. .., 
X, Y, Z; y los elementos con minúsculas: a,b,c ,... ,x, y, z. Utilizamos la notación 
x e S 

para indicar que «x es un elemento de S» o que «x pertenece a S». Si x no perte- 
nece a S esoribimos x £ S. Cuando convenga, desigharemos conjuntos escribiendo 
los elementos entre corchetes; por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos 
pares menores que 10 se expresa con el símbolo {2, 4, 6, 8} mientras que el de 
todos los enteros positivos se representa con {1, 2, 3, ...}; los tres puntos signi- 
fican «y así sucesivamente». Los puntos suspensivos tan sólo se utilizan cuando 
el significado de «y así sucesivamente» sea claro. E1 método de citar los elementos 
de un conjunto entre corchetes se llama frecuentemente la notación en lista. 

E1 primer concepto fundamental que relaciona un conjunto con otro es la 
igualdad de conjuntos: 

definición de igualdad de conjuntos. Se dice que dos conjuntos A y B 
son iguales (o idénticos) si constan exactamente de los mismos elementos, en cuyo 
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caso escribiremos A — B. Si uno de los conjuntos contiene algún elemento que no 
está en el otro, decimos que los conjuntos son distintos y escribimos AAB. 

ejemplo 1. De acuerdo con esta definición, los dos conjuntos {2, 4, 6, 8} 
y {2, 8, 4, 6} son iguales, ya que ambos constan de los cuatro elementos 2, 4, 6, 
y 8. De este modo, cuando usamos la notación en lista para expresar un conjunto, 
el orden en que aparecen los elementos es indiferente. 

ejemplo 2. Los conjuntos {2, 4, 6, 8} y {2, 2, 4, 4, 6, 8} son iguales a 
pesar de que en el segundo conjunto los elementos 2 y 4 están citados dos veces. 
Ambos conjuntos contienen los cuatro elementos 2, 4, 6, 8 y no otros, así que 
la definición exige que consideremos iguales esos conjuntos. Este ejemplo pone 
de manifiesto que no debemos exigir que los elementos citadós en la notación en 
lista sean todos distintos. Análogamente el conjunto de letras en la palabra 
Mississippi es idéntico al conjunto {M, i, s, p} que consta de las cuatro letras 
distintas M, i, s, y p. 


I 2.3 Subconjuntos 

A partir de un conjunto dado podemos formar nuevos conjuntos, llamados 
subconjuntos de aquél. Por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos menores 
que 10 y divisibles por 4 (que es el conjunto {4, 8}) es un subconjunto de los 
enteros positivos pares menores que 10. En general, daremos la defìnición siguiente: 

definición de subconjunto. Se dice que un conjunto A es un subconjunto 
del conjunto B, y escribimos 

As B, 

cuando todo elemento de A pertenece también a B. Decimos también que A está 
contenido en B o que B contiene a A. El símbolo £ se utiliza para representar 
la relación de inclusión de conjuntos. 

La relación A £ B no excluye la posibilidad de que B £ A. En realidad, po- 
demos tener las dos relaciones A £ B y B £ A pero esto se presenta tan sólo si 
A y B tienen los mismos elementos. En otras palabras, 

A = B si y sólo si A £ B y B £ A . 

Este teorema es consecuencia inmediata de las definiciones anteriores de igualdad 
e inclusión. Si A £ BperoA # B, decimos que A es un subconjunto propio de S; 
indicamos esto escribiendo A c B. 

En todas nuestras aplicaciones ocurrirá que tendremos fijado de antemano un 
cierto conjunto S, y sólo nos interesarán subconjuntos de aquél. E1 conjunto fun- 
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damental S puede variar de una aplicación a otra; y será considerado como el 
conjunto universal de cada teoría particular. La notación 

{x | x 6 S y x satisface P} 

designará el conjunto de todos los elementos x de S que satisfacen la propiedad P. 
Cuando el conjunto universal al que nos refìramos se sobrentiende, omitiremos 
el citarlo abreviando la notación poniendo {x | x satisface P}. Esto se lee «el con- 
junto de todos los x que satisfacen P». Los conjuntos representados de este modo 
quedan caracterizados por una propiedad definidora. Por ejemplo, el conjunto de 
todos los números reales positivos podría designarse por {x | x>0}; el conjunto 
universal S en este caso se sobrentiende que es el conjunto de todos los números 
reales. Del mismo modo, el conjunto de todos los números pares positivos 
{2, 4, 6, . . .} puede designarse con {x j x entero par positivo}. Naturalmente, la 
letra x puede reemplazarse por otro signo adecuado. Así, se puede escribir 


{*|*>0}-{y|y>0}-{í|í>0} 


etcétera. 

Puede ocurrir que un conjunto no contenga elementos. Un tal conjunto se 
llama conjunto vacío, y se representa mediante el símbolo 0. Consideremos el 0 
como subconjunto de cualquier conjunto. Hay quien imagina un conjunto como 
un recipiente (tal como una bolsa o una caja) que contiene ciertos objetos, sus 
elementos. Entonces, el conjunto vacío sería un recipiente vacío. 

Para evitar dificultades y confusiones, debemos distinguir entre el elemento x 
y el conjunto {*} cuyo único elemento es x. (Una caja con un sombrero dentro, es 
conceptualmente distinto del sombrero considerado solo.) En particular el con- 
junto vacío 0 no es lo mismo que el conjunto { 0 }. En realidad el conjunto vacío 
0 no contiene elementos, mientras que el conjunto { 0 } contiene un elemen- 
to, 0 (Una bolsa que contiene una bolsa vacía no está vacía.) Los conjuntos que 
contienen un solo elemento se llaman conjuntos de un elemento. 

Con frecuencia nos ayudamos de diagramas para hacer intuitivas las relaciones 
entre conjuntos. Por ejemplo, podemos pensar que el conjunto universal S es una 
región en el plano, y cada uno de sus elementos un punto. Los subconjuntos de S 
pueden imaginarse como colecciones de puntos interiores a S. Por ejemplo, en la 
figura I.6(b) la porción sombreada es un subconjunto de A y también de B. 
Las ayudas gráficas de este tipo se llaman diagramas de Venn y se utilizan para 
comprobar la validez de ciertos teoremas de la Teoría de conjuntos o para sugerir 
métodos de demostración de Ios mismos. Naturalmente, tales demostraciones se 
basan en las definiciones y conceptos y su validez dependerá de un razonamiento 
correcto y no precisamente de los diagramas. 
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I 2.4 Reuniones, intersecciones, complementos 

A partir de dos conjuntos dados A y B, siempre podemos formar un nuevo 
conjunto llamado reunión de A y B. Este nuevo conjunto se representa con el 
símbolo 


A u B (se lee «A reunión B») 



Figura 1.6 Reuniones e intersecciones. 


y se defìne como el conjunto de los elementos que pertenecen a A o a B o a 
ambos. Es decir, A u B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen 
por lo menos a uno de los conjuntos A, B. En la figura I.6(a) la parte sombreada 
representa Au B. 

Análogamente, la intersección de A y B que se representa con el símbolo 
A O B (se lee: «A intersección B») 

se define como el conjunto de los elementos comunes a A y a B. En la figura I.6(b) 
se representa la intersección de A y B. En la figura I.6(c) se ve que la intersec- 
ción de A y B es el conjunto 0, puesto que AyBno tienen elementos comunes. 
Dos conjuntos A y B se llaman disjuntos si A O B = 0. 

Dados dos conjuntos A y B, se define la diferencia A — B (que también se 
llama complemento de B relativo a A) como el conjunto de los elementos de A 
que no pertenecen a B. Así pues, según la definición 

A — B={x\xeA y x$B) . 

En la figura I.6(b) la porción no sombreada de A representa A — B; la no som- 
breada de B representa B — A. 

Las operaciones de reunión e intersección poseen muchas analogías formales 
con la adición y multiplicación ordinarias de números reales. Por ejemplo, puesto 
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que no existe cuestión de orden en las defìniciones de reunión e intersección, se 
deduce que A V B = B \J A y que An B = B n A. Es decir, la reunión y la in- 
tersección son operaciones conmutativas. Asimismo dichas definiciones están dadas 
de tal modo que las operaciones son asociativas: 

(A u B) u C = A u (B u C) y (A B) n> C = A r\ (B n C). 

Estos y otros teoremas relativos al «álgebra de conjuntos» se citan como Ejercicios 
en la Sección I 2.5. Uno de los mejores métodos para que el lector se familiarice 
con la terminología y las notaciones antes introducidas es deducir las demostra- 
ciones de cada una de estas leyes formales. Una muestra del tipo de razonamiento 
que se necesita aparece inmediatamente después de los Ejercicios. 

Las operaciones de reunión e intersección pueden extenderse a colecciones 
finitas o infinitas de conjuntos, de la manera siguiente: Sea & una clase (t) no 
vacía de conjuntos. La reunión de todos los conjuntos de & se define como el 
conjunto de todos aquellos elementos que pertenecen por lo menos a uno de los 
conjuntos de IF, y se representa con el símbolo 



Si J^es una colección finita de conjuntos, sea por ejemplo & = {A X> A 2 , ..., 
A n }, escribimos 

U A = Û A k = A x U A 2 U • • • U A n . 

Ae? *=1 

Análogamente, la intersección de todos los conjuntos de & se define como el 
conjunto de aquellos elementos que pertenecen a todos los conjuntos de J 27 ; se 
representa con el símbolo 

Í)A. 

Ac.F 

A1 igual que antes, para colecciones finitas de conjuntos escribimos: 

n A = n A k = A x n a 2 n • • • O A„ . 

AeJT k=l " 

(t) Para simplificar el lenguaje llamamos clase a una colección de conjuntos. Para representar 
clases empleamos letras mayúsculas cursivas. La terminología y la notación usuales de la 
Teoría de conjuntos se aplica, naturalmente, a las clases. Así, por ejemplo, A 6 & significa que 
A es uno de los conjuntos de la clase y s/ç ât significa que todo conjunto de s4 pertenece 
a St , y así sucesivamente. 
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La reunión y la intersección se han definido de manera que las leyes asociati- 
vas se satisfacen inmediatamente. En consecuencia no existirá ambigiiedad cuando 
escribimos A x u A 2 U • • • u A n o A^ n A 2 n • - • n A n . 

I 2.5 Ejercicios 

1. Ut'ilizar la notación en lista para representar los siguientes conjuntos de números reales. 

A ={x | x 2 - 1 = 0} . D = {x | - 2x 2 + x = 2} . 

2Í ={x|(*-l) 8 =0}. £ = {vr|(x + 8) 2 =9 2 }. 

C = {x | a: + 8 = 9} . F = {x | (x 2 + 16*) 2 = 17 2 } . 

2. Para los conjuntos del Ejercicio 1, obsérvese que B Z A. Citar todas las relaciones de 
inclusión £ que son válidas entre los conjuntos A, B, C, D, E, F. 

3. Sean A — {1}, B = { 1, 2}. Discutir la validez de las afirmaciones siguientes (probar 
que unas son ciertas y explicar por qué las otras son falsas). 

(a ) A <= B. (d)leA. 

(b) AçB. (e) 1 ç A. 

(c) A e B. (0 1 <=B. 

4. Resolver el Ejercicio 3 si A = {l}yB = {{l}, 1}. 

5. Dado el conjunto S = {1, 2, 3, 4}. Expresar todos los subconjuntos de S. Hay en total 
16, si contamos 0 y S. 

6. Dados los cuatro conjuntos siguientes 

><“{1.2}. 5={{1},{2}}, C = {{1}, {1,2}}, D = {{1}, {2}, {1, 2}}, 

discutir la validez de las afirmaciones siguientes (probar que unas son ciertas y explicar 
por qué las otras no lo son). 

(a) A = B. (d) + e C. (g) B <= D. 

(b) A s B. (e) + <= D. (h) BeD. 

(c) A <= C. (f ) B <= C. (i) AeD. 

7. Demostrar las propiedades siguientes de la igualdad de conjuntos. 

(a) {«, «}={«}• 

(b) {a, b} = {b, a). 

(c) {a} = {b, c } si y sólo si a = b = c. 

Demostrar el conjunto de relaciones de los Ejercicios 8 al 19. (A1 final de esta Sección se 
dan ejemplos de estas demostraciónes). 

8. Leyes conmutativas. 


A u B = B u +, A r\ B = B r\ A. 
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9. Leyes asociatìvas: A u (B u C) = (A u B) u C, A n (3 n C) = (A n B) r C. 

10. Leyes distributivas: A n (B u C) = (A n 3) u (A ri C), 

Ayj(BnC) =(Av B)n(Av C). 

11. A u A = A, A n A = A, 

12. A £ A u B, A nBçA. 

13. A u 0 =A, A n 0 = 0 . 

14. A u (A n B) = A, A n(AvB) = A. 

15. Si A S C y B ç C, entonces /1 u B ç C. 

16. Si C Ç A y C £ entonces Cg^ ní. 

17. (a) Si /4 = 3 y B <= C, probar que A <= C. 

(b) Si/4 ç B y B ç C, probar que A £ C. 

(c) ôQué puede afirmarse si A c. B y BçC? 

(d) Si * £ A y A ç B, ie s cierto necesariamente que x e B? 

(e) Si x € A y A e B, ies cierto necesariamente que x e B? 

18. A - (B n C) = (A - B) u (A - C). 

19. Sea 3? una clase de conjuntos. Entonces 

B -\JA =Ç\(B - A) y B -Ç\A = \J(B - A). 

AeP AeF AeF AeP 

20. (a) Demostrar que una de las dos fórmulas siguientes es siempre correcta y la otra algu- 
nas veces es falsa: 

(i) A - (B - O = (A - B) U C, 

(ii) A - (B u O = (A - B) - C. 

(b) Establecer una condición necesaria y suficiente adicional para que la fórmula que 
sea incorrecta sea siempre válida. 


Demostración de la ley conmutativa A U B=B u A. Sean X=A U B, 
Y=B U A. Para demostrar que X = Y se demuestra que X s Y e Y £ X. Su- 
póngase que x e X. Entonces x está por lo menos en A o en B. Luego, x está por 
lo menos en B o en A; de modo que x e Y. Así.pues, todo elemento de X está 
también en Y, con lo que X £ Y. Análogamente, encontramos que Y £ X, de 
modo que X=Y. 


Demostración de A O B s A. Si x e A n B, x está simultáneamente en A 
y en B. En particular, x e A. Así, pues, todo elemento de A n B está también 
en A; por lo tanto, AnBçA 
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Parte III. - Un conjunto de axiomas para el sistema 
de números reales 


I 3.1 Introducción 

Hay muchos métodos para introducir el sistema de los números reales. Un 
método corriente es el de empezar con los enteros positivos 1, 2, 3, ... y utilizarlos 
como base para construir un sistema más amplio que tenga las propiedades 
deseadas. Brevemente, la idea de este método es tomar los enteros positivos como 
base para formar un sistema más amplio, que es el de los números racionales 
positivos (cocientes de enteros positivos). Los números racionales positivos se 
utilizan a su vez como base para construir los irracionales positivos (números 
reales como Vl y tt que no son racionales). E1 paso final es la introducción de 
los números reales negativos y el cero. La parte más difícil del proceso total es el 
paso de los números racionales a los números irracionales. 

Aunque la necesidad del número irracional se había presentado ya a los 
matemáticos de la antigua Grecia en sus estudios geométricos, no se introdujeron 
métodos satisfactorios de construcción de los números reales a partir de los racio- 
nales hasta entrado el siglo xix. En esta época se perfilaron tres teorías distintas 
por Karl Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) y Richard Dede- 
kind (1831-1916). En 1889, el matemático italiano Giuseppe Peano (1858-1932) 
dio cinco axiomas para los enteros positivos que se utilizaron como punto de 
partida para la construcción total. Una exposición detallada de esta construcción 
empezando por los axiomas de Peano y utilizando el método de Dedekind para 
introducir el número irracional, se encuentra en el libro de E. Landau, Funda- 
mentos del Análisis (Nueva York, Chelsea Publishing Co., 1951). 

E1 punto de vista adoptado aquí no es constructivo. Se inicia el proceso en 
un punto bastante avanzado, considerando los números reales como conceptos 
primitivos que satisfacen a un cierto número de propiedades que se toman como 
axiomas; es decir, se supone que existen ciertos objetos, llamados números reales, 
que satisfacen los 10 axiomas enunciados en las cinco Secciones que siguen. 
Todas las propiedades de los números reales que se utilizarán en este libro, o están 
entre los axiomas o se pueden deducir de ellos. Cuando los números reales se 
defìnen mediante un proceso constructivo, las propiedades que se toman como 
axiomas tendrán que demostrarse como teoremas. 

Mientras no se diga lo contrario, las letras a, b, c, ... x, y, z que aparecen 
en los axiomas representan números reales cualesquiera. Los axiomas se agrupan 
en forma natural en tres grupos, que son, axiomas de cuerpo, axiomas de orden 
y axioma del extremo superior (llamado también axioma de continuidad o axioma 
de completitud). 
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I 3.2 Axiomas de cuerpo 

Junto con el conjunto de los números reales se supone la existencia de dos 
operaciones llamadas adición y multiplicación, tales que para cada par de números 
reales x e y se puede formar la suma de x e y, que es otro número real designado 
por x+y y el producto de x por y designado por xy o x y. La suma x+y y el 
producto xy están unívocamente determinados por x e y. A los signos + y • no 
se les asigna otro significado especial que el precisado en los axiomas. 

AXIOMA 1. PROPIEDAD CONMUTATIVA. X + y~y + X, Xy~yX. 

axioma 2. propiedad asociativa. x+(y+z)=(x+y)+z, x(yz) = (xy)z. 

AXIOMA 3. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA. X(y + z) = Xy + XZ. 

axioma 4. existencia de elementos neutros. Existen dos números rea- 
les distintos, que se indican por 0 y 1 tales que para cada número real x se tiene: 
0+x=x+0=x y 1 x=x ■ 1 =x. 

axioma 5. existencia de negativos. Para cada número real x existe un 
número real y tal que x+y=y+x=0. 

axioma 6. existencia del recíproco. Para cada número real x¥=0 existe 
un número real y tal que xy=yx= 1. 

Nota: Los números 0 y 1 de los axiomas 5 y 6 son los mismos que los del axioma 4. 

De los axiomas anteriores se puede deducir todas las leyes usuales del Álgebra 
elemental. Las más importantes de ellas se recogen a continuación como teoremas. 
En todos estos teoremas Ias letras a, b, c, d, representan números reales cuales- 
quiera. 

TEOREMA 1.1. LEY DE SIMPLIFICACIÓN PARA LA SUMA. Si a + b = a+C, 

entonces b = c. (En particular esto prueba que el número 0 del axioma 4 es único.) 

teorema 1.2. posibilidad de la sustracción. Dados a y b existe uno y 
sólo un x tal que a+x=b. Este x se designa por b—a. En particular 0—ase es- 
cribe simplemente —ayse denomina el negativo de a. 

teorema 1.3. b — a = b + (— a). 

TEOREMA 1.4. — (— a) - a. 

teorema 1.5. a(b — c) = ab — ac. 

teorema 1.6. 0 • a = a ■ 0 = 0. 
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TEOREMA 1.7. LEY DE SIMPLIFICACIÓN PARA LA MULTIPLICACIÓN. Si 
ab = ac y a ¥= 0, entonces b = c. (En particular esto demuestra que el número 1 del 
axioma 4 es único.) 

teorema 1.8. posibilidad de la división. Dados ay b con aA=0, existe 
uno y sólo un x tal que ax=b. La x se designa por b/a o ~ y se denomina cociente 
de b y a. En particular \/a se escribe también a -1 y se designa recíproco de a. 


teorema 1.9. 
teorema 1.10. 

TEOREMA 1.11. 
TEOREMA 1.12. 
TEOREMA 1.13. 
TEOREMA 1.14. 
TEOREMA 1.15. 


Si a 0, entonces b/a = b • a -1 . 

Si a # 0, entonces (a -1 ) -1 = a. 

Si ab= 0 entonces o a= 0 o b = 0. 

(— a)b = —( ab) y (—a)(—b) = ab. 

(a/b) + (c/d) = (ad + bc)l(bd) si b ^ 0 y d ^ 0. 
(alb)(cld) = (ac)l(bd) si b* 0 y d * 0. 
(a/b)l(cld) = (ad)l(bc) si M0,c^0, y d * 0. 


Para poner de manifiesto cómo estos teoremas pueden obtenerse como con- 
secuencia de los axiomas, se dan las demostraciones de 1.1 hasta 1.4, y sería ins- 
tructivo para el lector tratar de demostrar los restantes. 


Demostración de 1.1. Dado a+b=a+c. En virtud del axioma 5, se puede 
elegir y de manera que y+a=0, con lo cual y+(a+b)=y+(a+c), y aplicando 
la propiedad asociativa (y+a) + b = (y+a)+c, o sea, 0+6 = 0+c. Pero en virtud 
del axioma 4, se tiene 0 +b = b y 0+c=c, o sea, b—c. Obsérvese que este teore- 
ma demuestra que existe un solo número real que tiene la propiedad del 0 en el 
axioma 4. En efecto, si 0 y 0' tuvieran ambos esta propiedad, entonces, 
0 + 0'= 0 y 0 + 0 = 0; por tanto, 0 + 0'=0+0 y por la ley de simplificación 0 = 0'. 


Demostración de 1.2. Dados a y b se elige y de manera que a + y = 0 
y sea x=y+b. Entonces, a+x=a+(y+b) = (a+y) + b=0+b—b. Por tanto, hay 
por lo menos una x tal que a+x = b. Pero en virtud del teorema 1.1, hay a lo 
sumo una. Luego hay una y sólo una x en estas condiciones. 

Demostración de 1.3. Sea x = b — a y sea y=(? + (— a). Se trata de probar 
que x = y. Por definición de b — a, x+a = b y 


y + a = [b + (—a)] + a = b + [(-a) + a] = b + 0 = b. 
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Por tanto, x+a = y+a, y en virtud de 1.1, x=y. 

Demostración de 1.4. Se tiene a+( — a)=0 por definición de —a. Pero esta 
igualdad dice que a es el opuesto de (— d), es decir, que a=—(—a) como se 
afirma en el teorema. 

*I 3.3 Ejercicios 

1. Demostrar los teoremas del 1.5 al 1.15, utilizando los axiomas 1 al 6 y los teoremas 
1.1 al 1.4. 

En los ejercicios del 2 al 10, demostrar las afirmaciones indicadas, o establecer las igual- 
dades dadas. Aplíquense los axiomas 1 al 6 y los teoremas del 1.1 al 1.15. 

2 . -0 = 0 . 

3. r 1 = ì. 

4. E1 cero no tiene recíproco. 

5. - (a + b) = - a - b. 

6. - (a - b) = - a + b. 

7. (a - b) + (b - c) = a - c. 

8. Si a ^ 0 y b ^ 0, entonces (ab) 1 = a' 1 fe' 1 . 

9. - (a/b) = ( - a/b) = a/( - b) si b * 0. 

10. (a/b) - (c/d) = (ad - bc)/(bd) si b ^ 0 y d ^ 0. 

I 3.4 Axiomas de orden 

Este grupo de axiomas se refiere a un concepto por el que se establece una 
ordenación entre los números reales. Según esta ordenación se puede decidir si un 
número real es mayor o menor que otro. Se introducen aquí las propiedades de 
orden, como un conjunto de axiomas referentes al nuevo concepto primitivo de 
positivo, para definir después los conceptos de mayor que y menor que a partir 
del de positivo. 

Supondremos que existe un cierto subconjunto R <= R, llamado conjunto de 
números positivos, que satisfacen los tres axiomas de orden siguientes: 

axioma 7. Si x e y pertenecen a R + , lo mismo ocurre a x+y y xy. 

axioma 8. Para todo real x =+ 0, o x e R + o —x e R + , pero no ambos. 

AXIOMA 9. 0 $ R + . 

Ahora se pueden definir los símbolos <, >, y S: llamados respectivamente 
menor que, mayor que, igual o menor que, e igual o mayor que, de la manera 
siguiente: 


x<y significa que y—x es positivo. 
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y>x significa que x<y. 

x—y significa que o x<y o x=y. 

y<x significa que x<y. 

Por lo tanto, se tiene x > 0 si y sólo si x es positivo. Si x < 0 se dice 
que x es negativo; si x ^ 0 se dice que x es no negativo. E1 par de desigualda- 
des simultáneas x < y,y < z se escriben frecuentemente en la forma más breve x < 
< y < z; interpretaciones análogas se dan a las desigualdades compuestas 
x ^ y < z, x < y ^ z, x ^ y ^ z. 

De los axiomas de orden se pueden deducir todas las reglas usuales de cálculo 
con' desigualdades, las más importantes de las cuales se dan a continuación como 
teoremas. 

teorema 1.16. propiedad de tricotomía. Para a y b números reales 
cualesquiera se verifica una y sólo una de las tres relaciones a < b, b < a, a = b. 

TEOREMA 1.17. PROPIEDAD TRANSITIVA. Si a < b y b < C, es fl < C. 

teorema 1.18. Sia<besa + c<b + c. 

teorema 1.19. Si a < b y c > 0 es ac < bc. 

teorema 1.20. Si 0 es a 2 > 0. 

teorema 1.21. 1 > 0. 

teorema 1.22. Si a < b y c < 0,es ac > bc. 

teorema 1.23. Si a <b,es —a > — b.En particular si a < 0, es — a > 0. 

teorema 1.24. Si ab > 0 entonces a y b son o ambos positivos o ambos 
negativos. 

teorema 1.25. Si a < c y b < d.entonces a + b < c + d. 

También aquí se demostrarán sólo algunos de estos teoremas, como ejemplo 
de cómo se procede en la demostración. Los demás se dejan como ejercicio al 
lector. 

Demostración de 1.16. Sea x = b — a. Si x = 0, entonces b — a = a — 
b = 0 y, por tanto, en virtud del axioma 9 no puede ser ni a > b ni b > a. 
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Si x¥= 0, el axioma 8 afirma que o ï > 0 o r < 0, pero no ambos; por consi- 
guiente, o es a < b o es b < a, pero no ambos. Por tanto se verifica una y sólo 
una de las tres relaciones a = b, a < b, b < a. 

Demostración de 1.17. Si a < b y b < c, entonces b — a > 0 y c — b > 0. 
En virtud del axioma 7 se puede sumar obteniéndose (b — a) + (c — b) > 0. 
Es decir, c — a > o, y por tanto, a < c. 

Demostración de 1.18. Sea x — a + c, y — b + c. Entonces y — x — b — a. 
Pero b — a > 0, por tanto, a < b. De donde y — x > 0, lo que significa x < y. 

Demostración de 1.19. Si à < b entonces b — a > 0. Si c > 0 en virtud 
del axioma 7, se puede multiplicar c por (b — a) obteniéndose (b — a) c > 0. 
Pero (b — a)c = bc — ac, por tanto, bc — ac > 0 y esto significa bc > ac como 
se quería demostrar. 

Demostración de 1.20. Si a > 0, en virtud del axioma 7 a • a > 0. Si 
a < 0, entonces — a > 0 y, por tanto, (— á) • (— a) > 0 en virtud del axioma 7. 
En ambos casos se tiene a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 0. 

Demostración de 1.21. Aplicando el teorema 1.20 al caso a = 1. 

*I 3.5 Ejercicios 

1. Demostrar los teoremas 1.22 al 1.25 utilizando los teoremas anteriores y los axiomas 
del 1 al 9. 

En los ejercicios del 2 al 10 demostrar las proposiciones y establecer las desigualdades 
dadas. Se pueden utilizar los axiomas del 1 al 9 y los teoremas del 1.1 al 1.25. 

2. No existe ningún número real tal que x 2 + 1 = 0. 

3. La suma de dos números negativos es un número negativo. 

4. Si a > 0' también \/a > 0; si a < 0, entonces 1/a < 0. 

5. Si 0 < a < b, entonces, 0 < < tf* 1 . 

6. Si a < b y b < c, es a < c. 

7. Sia<6yò<cya = c, entonces b = c. 

8. Para números reales a y b cualesquiera, se tiene a 2 + b 2 > 0. Si ab ^ 0, entonces 
es a 2 + b 2 > 0. 

9. No existe ningún número real a tal que x < a para todo real x. 

10. Si x tiene la propiedad que 0 < x < h para cada número real positivo h, entonces x = 0. 

1 3.6 Números enteros y racionales 

Hay ciertos subconjuntos de R que se distinguen porque tienen propiedades 
especiales de que no gozan todos los números reales. En esta Sección se discutirán 
dos de estos subconjuntos, los números enteros y los números racionales. 
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Para introducir los enteros positivos se empieza con el número 1, cùya 
existencia queda asegurada por el axioma 4. E1 número 1 + 1 se representa por 
2, el 2 + 1 por 3, y así sucesivamente. Los números 1, 2, 3, .. ., obtenidos de 
este modo por la adición repetida del 1 son todos positivos, y se llaman enteros 
positivos. En rigor, esta descripción de los enteros positivos no es del todo precisa 
pues no hemos explicado con detalle lo que entendemos por «y así sucesivamente» 
o por «adición repetida del 1». Si bien la significación intuitiva puede parecer 
clara, en un estudio cuidadoso del sistema de los números reales es necesario dar 
una definición más precisa de los enteros positivos. Hay varios modos de hacerlo. 
Un método consiste en introducir primero la noción de conjunto inductivo. 

definición de conjunto inductivo. Un conjunto de números reales se de- 
nomina conjunto inductivo si tiene las propiedades siguientes: 

a) El número 1 pertenece al conjunto. 

b) Para todo x en el conjunto, el número x + 1 pertenece también al 
conjunto. 

Por ejemplo, R es un conjunto inductivo. También lo es el conjunto R + . Definire- 
mos los enteros positivos como aquellos números reales que pertenecen a todo 
conjunto inductivo. 

definición de enteros positivos. Un número real se llama entero positivo 
si pertenece a todo conjunto inductivo. 

Sea P el conjunto de todos los enteros positivos. Es un conjunto inductivo 
ya que a) contiene el 1, y b) contiene a x + 1 siempre que contenga x. Puesto que 
los elementos de P pertenecen a todo conjunto inductivo, nos referiremos a P 
como el menor conjunto inductivo. Esta propiedad del conjunto P constituye la 
base lógica para un tipo de razonamiento que los matemáticos denominan demos- 
tración por inducción, que se expone con detalle en la parte 4 de esta Introducción. 

Los opuestos de los enteros positivos se llaman enteros negativos. Los enteros 
positivos junto con los enteros negativos y el 0 (cero), constituyen un conjunto Z 
que se llama simplemente conjunto de los enteros. 

En un estudio completo del sistema de los números reales, sería necesario al 
llegar aquí demostrar ciertos teoremas acerca de los enteros. Por ejemplo, la suma, 
la diferencia o el producto de dos enteros es un entero, pero el cociente de dos 
enteros no es necesariamente entero. Sin embargo, no entraremos en los detalles 
de tales demostraciones. 

Los cocientes de enteros a/b (siendo b += 0) se llaman números racionales. 
E1 conjunto de los números racionales, representado por Q, contiene a Z como 
subconjunto. E1 lector debería comprobar que Q satisface todos los axiomas de 
cuerpo y de orden. Por esta razón se dice que el conjunto de los números racio- 
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nales es un cuerpo ordenado. Los números reales que no pertenecen a Q se llaman 
irracionales. 

I 3.7 Interpretación geométrica de los números reales como puntos de una recta 

Sin duda que el lector debe estar familiarizado con la representación de los 
números reales por medio de los puntos de una recta. Se elige un punto para 
representar el 0 y otro a la derecha del 0 para representar el 1, como se indica 
en la figura 1.7. Esta elección determina la escala. Si se adopta un conjunto de 
axiomas apropiados para la Geometría euclídea, cada número real corresponde 
a uno y sólo un punto de la recta y, recíprocamente, cada punto de la recta a un 
número real y sólo uno. Por esta razón la recta se denomina frecuentemente recta 
real o eje real, y es costumbre utilizar las palabras número real y punto como 
sinónimos. Por eso se dice muchas veces el punto x en vez del punto corres- 
pondiente al número real x. 

La relación de orden entre los números reales tiene una interpretación geomé- 
trica simple. Si x < y, el punto x está a la izquierda del punto y, como se ve en la 
fìgura 1.7. Los números positivos están a la derecha del 0 y los negatjvos a la 
izquierda del 0. Si a < b, un punto x satisface las desigualdades a < x < b, 
si y sólo si x está entre a y b. 

Esta posibilidad de representar geométricamente los números reales es un 
auxiliar poderoso, pues permite descubrir y comprender mejor ciertas propiedades 
de los números reales. Aunque el lector debe observar que todas las propiedades 
de los rtúmeros reáles que se han dado como teoremas deben deducirse de los 
axiomas sin ninguna referencia geométrica, esto no prejuzga que no deba hacerse 
uso de la Geometría en el estudio de las propiedades de los números reales. Por el 
contrario, la Geometría sugiere a menudo el método de demostración para un 
teorema particular, y algunas veces un argumento geométrico es más sugestivo 
que la demostración puramente analítica (dependiente exclusivamente de los axio- 
mas del número real). En este libro, se utiliza con frecuencia la intuición geomé- 


0 1 x y 

Figura 1.7 Números reales representados geométricamente en una línea 

trica para aclarar determinadas cuestiones o para inducir a discusiones de otras. 
No obstante, las demostraciones de todos los teoremas importantes se presentan en 
forma analítica. 

I 3.8 Cota superior de un conjunto. elemento máximo, extremo superior 

Los nueve axiomas expuestos hasta ahora contienen todas las propiedades 
de los números reales estudiados ordinariamente en Álgebra elemental. Hay otro 
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axioma de importancia fundamental en el Cálculo que de ordinario no se estudia 
en los cursos de Álgebra elemental. Este axioma (u otro equivalente) es necesario 
para establecer la existencia del número irracional. 

En Álgebra elemental se presentan números irracionales cuando se trata de 
resolver ciertas ecuaciones cuadráticas. Por ejemplo, se desea tener un número 
real x tal que x 2 = 2. A partir de los nueve axiomas anteriores no se puede probar 
que exista un x en el sistema de los números reales que verifique tal ecuación, ya 
que estos nueve axiomas son satisfechos también por los números racionales y no 
hay ningún número racional cuyo cuadrado sea 2. (En el Ejercicio 11 de la Sec- 
ción I 3.12 se esboza una demostración de esta afirmación.) E1 axioma 10 permite 
introducir números irracionales en el sistema de los números reales. Se verá 
también que atribuye al conjunto de los números reales una propiedad de conti- 
nuidad que es especialmente importante en el estudio del Cálculo. 

Antes de exponer el axioma 10, conviene introducir alguna terminología 
y notación especiales. Sea S un conjunto no vacío de números reales y supongamos 
que existe un número B tal que 


x^B 

para todo x de S. Entonces se dice que S está acotado superiormente por B. E1 nú- 
mero B se denomina una cota superior para S. Decimos una cota superior debido 
a que todo número mayor que B también es una cota superior. Si una cota supe- 
rior B pertenece también a S, entonces B se llama el elemento máximo de S. A lo 
sumo puede existir un B que sea elemento máximo. Si existe, se escribe 

B = max S. 

Así que, B = max SsiBeSyx<,B para todo x de S. Un conjunto sin cota su- 
perior se dice que es no acotado superiormente. 

Los ejemplos que siguen ilustran el significado de estas denominaciones. 

ejemplo 1. Sea S el conjunto de todos los números reales positivos. Es un 
conjunto no acotado superiormente. No tiene cotas superiores ni elemento máximo. 

ejemplo 2. Sea S el conjunto de todos los números reales x tales que 
0 <*< 1. Este conjunto está acotado superiormente por el 1. Su elemento máxi- 
mo es el 1. 

ejemplo 3. Sea T el conjunto de todos los números reales x tales que 
0 < x < 1. Es parecido al conjunto del ejemplo 2 salvo que el punto 1 no está 
incluido. Este conjunto está acotado superiormente por el 1 pero no tiene elemen- 
to máximo. 
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Algunos conjuntos, parecidos al del ejemplo 3, están acotados superiormente 
pero no tienen máximo. Para ellos existe un concepto que sustituye al del máximo. 
Este se llama extremo superìor del conjunto y se define como sigue: 


defxnición de extremo superior. Un número B se denomina extremo su- 
perior de un conjunto no vacío S si B tiene las dos propiedades siguientes: 

a) B es una cota superior de S. 

b) Ningún número menor que B es cota superior para S. 


Si S tiene máximo, éste es también extremo superior de S. Pero si S no posee 
máximo, puede tener extremo superior. En el ejemplo 3 precedente, el número 1 
es extremo superior para T si bien T no tiene máximo. (Ver figura 1.8.) 


/ 


^cotas superiores de T 

^s///////////////////////. 


' extremo superior de T 


a) S tiene máximo: b) T no tiene máximo, pero sí 

max S = 1 extremo superior: sup T = 1 

Figura 1.8 Cotas superiores, máximo y extremo superior. 

teorema 1.26. Dos números distintos no pueden ser extremos superiores 
para el mismo conjunto. 

Demostración. Sean B y C dos extremos superiores para un conjunto S. 
La propiedad b) implica que C > B puesto que B es extremo superior; análoga- 
mente, B > C ya que C es extremo superior. Luego, tenemos B = C. 

Este teorema nos expresa que si existe extremo superior para un conjunto S, 
hay solamente uno y puede decirse el extremo superior. 

Con frecuencia se emplea el término supremo de un conjunto en vez de 
extremo superior utilizando la abreviatura sup, escribiendo entonces: 

B = sup S . 


I 3.9 Axioma del extremo superior (axioma de completitud) 

Podemos ahora establecer el axioma del extremo superior para el sistema de 
números reales. 
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Axioma 10. Todo conjunto no vacío S de números reales acotado superior- 
mente posee extremo superior; esto es, existe un número real B tal que B = sup S. 

Insistamos una vez más en que el extremo superior de S no pertenece nece- 
sariamente a S. En realidad sup S pertenece a S si y sólo si S posee máximo, en 
cuyo caso max S = sup S. 

Las defìniciones de cota inferior, acotado inferiormente, mínimo, se formulan 
en forma parecida. E1 lector debería hacerlo como ejercicio. Si S tiene mínimo, 
se expresa poniendo min S. 

Un número L se llama extremo inferior (o ínfimo) de S si a) L es una cota 
inferior para S, y b) ningún número mayor que L es cota inferior para S. E1 extre- 
mo inferior de S, cuando existe, es único y se designa por inf S. Si S posee mínimo, 
entonces min S = inf S. 

Con el axioma 10, se puede demostrar el siguiente 

teorema 1.27. Todo conjunto no vacío S acotado inferiormente posee extre- 
mo inferior; esto es, existe un número real L tal que L = inf S. 

Demostración. Sea — S el conjunto de los números opuestos de los de S. 
Entonces — S es no vacío y acotado superiormente. E1 axioma 10 nos dice que 
existe un número B que es extremo superior de — S. Es fácil ver que — B = inf S, 

Consideremos una vez más los ejemplos de la Sección anterior. En el ejem- 
plo 1, el conjunto de todos los números reales positivos, tiene el 0 como extremo 
inferior. Ese conjunto no tiene mínimo. En los ejemplos 2 y 3, el 0 es el mínimo. 

En todos esos ejemplos resulta fácil decidir si el conjunto S es o no acotado 
superior o inferiormente, y también es fácil determinar los números sup S e inf S. 
E1 ejemplo siguiente muestra que averiguar la existencia de las cotas superior o 
inferior puede resultar difícil. 

ejemplo 4. Sea S el conjunto de todos los números de la forma (1 + 1 /«)", 
donde n = 1, 2, 3, . . . . Si, por ejemplo, hacemos n = 1, 2, y 3, encontramos que 
los números 2, |, y pertenecen a S. Todo número del conjunto es mayor que 1, 
con lo que el conjunto está acotado inferiormente y por tanto tiene un extremo 
inferior. Con un pequeno esfuerzo podemos probar que 2 es el menor elemento 
de S de modo que inf S = min S = 2. También el conjunto S está acotado supe- 
riormente, aunque no es tan fácil demostrarlo. (ilnténtese!) Una vez sabido que S 
está acotado superiormente, el axioma 10 nos asegura la existencia del extremo 
superior de S. En este caso no resulta fácil determinar el valor del extremo superior 
de S a partir de la defmición de este conjunto. En un próximo capítulo veremos 
que el sup S es un número irracional aproximadamente igual a 2,718. Es un nú- 
mero importante en Cálculo llamado número de Euler o número e. 
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I 3.10 La propiedad arquimediana del sistema de los números reales 

Esta Sección contiene algunas propiedades importantes del sistema de los 
números reales que son consecuencia del axioma del extremo superior. 

teorema 1.28. El conjunto P de los enteros positivos 1, 2, 3 , no está 
acotado superiormente. 

Demostración. Supóngase P acotado superiormente. Demostraremos que 
esto nos conduce a una contradicción. Puesto que P no es vacío, el axioma 10 
nos dice que P tiene extremo superior, sea éste b. E1 número b — 1, siendo menor 
que b, no puede ser cota superior de P. Luego, existe un mínimo entero positivo n 
tal que n > b — 1. Para este n tenemos n + 1 > b. Puesto que n + 1 pertenece 
a P, esto contradice el que b sea una cota superior para P. 

Como corolarios del teorema 1.28, se obtienen inmediatamente las conse- 
cuencias siguientes: 

teorema 1.29. Para cada real x existe un entero positivo n tal que n > x. 

Demostración. Si no fuera así, x sería una cota superior de P, en contra- 
dicción con el teorema 1.28. 

teorema 1.30. Si x > 0 e y es un número real arbitrariò, existe un entero 
positivo n tal que nx > y. 

Demostración. Aplicar el teorema 1.29 cambiando x por y/x. 

La propiedad descrita en el teorema 1.30, se denomina frecuentemente 
propiedad arquimediana del sistema de los números reales. Geométricamente signi- 
fica que cada segmento, tan largo como se quiera, puede ser recubierto por un 
número finito de segmentos de longitud positiva dada, tan pequena como se 
quiera. En otras palabras, una regla corta puede medir distancias tan largas como 
se quiera colocándola consecutivamente. Arquímedes, considerando ésta como 
una propiedad fundamental de la línea recta, la consideró como uno de los axio- 
mas de la Geometría. En los siglos xix y xx se han construido geometrías no 
arquimedianas en las que se prescinde de este axioma. 

A partir de la propiedad arquimediana, podemos demostrar el teorema si- 
guiente que nos será útil en Cálculo integral. 

teorema 1.31. Si tres números reales a, x, e y satisfacen las desigualdades 
(114) a^x<,a+l 

para todo entero n ^ 1, entonces x — a. 
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Demostracìón. Si x > a, el teorema 1.30 nos dice que existe un entero 
positivo n que satisface n(x — a) > y, en contradicción con (1.14). Luego no 
puede ser x > a, con lo que deberá ser x = a. 


I 3.11 Propiedades fundamentales del extremo superior 

En esta Sección se consideran tres propiedades fundamentales de los extremos 
superior e inferior que se utilizarán en lo sucesivo. La primera de ellas establece 
que todo conjunto de números con extremo superior contiene números tan próxi- 
mos como se quiera a dicho extremo; del mismo modo, un conjunto con extremo 
inferior contiene números tan próximos a él como se quiera. 

teorema 1.32. Sea h un número positivo dado y S un conjunto de núme- 
ros reales. 

a) Si S tiene extremo superior, para un cierto x de S se tiene 

x > sup S — h . 

b) Si S tiene extremo inferior, para un cierto x de S se tiene 

x<in(S + h. 

Demostración de a). Si es x <, sup S — h para todo ï de S, entonces 
sup S — h sería una cota superior de S menor que su extremo superior. Por con- 
siguiente debe ser x > sup S — h por lo menos para un x de S. Esto demuestra a). 
La demostración de b) es parecida. 

teorema 1.33. propiedad aditiva. Dados dos subconjuntos no vacios 
A y B de R, sea C el conjunto 

C={a + b\ aeA, beB}. 

a) Si A y B poseen extremo superior, entonces C tiene extremo superior, y 

sup C = sup A + sup B . 

b) Si A y B tienen extremo inferior, entonces C tiene extremo inferior, e 

inf C = inf A + inf B . 

Demostración. Supongamos que A y B tengan extremo superior. Si c e C, 
entonces c = a + b, donde a e A y b e B. Por consiguiente c < sup A + sup B; 
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de modo que sup A + sup B es una cota superior de C. Esto demuestra que C tiene 
extremo superior y que 


sup C < sup A + sup B . 

Sea ahora n un entero positivo cualquiera. Según el teorema 1.32 (con h = 1 /n) 
existen un a en A y un b en B tales que 

a > sup + - ì , b > sup B - ì . 

Sumando estas desigualdades, se obtiene 

2 2 2 
a + b > sup A + sup B — - , o sup + + sup B < a + b + - < sup C + -, 

puesto que a + b < sup C. Por consiguiente hemos demostrado que 

sup C < sup A + sup B < sup C + | 

para todo entero n > 1. En virtud del teorema 1.31, debe ser sup C = sup A + 
sup B. Esto demuestra a), y la demostración de b) es parecida. 

teorema 1.34. Dados dos subconjuntos no vacíos S y T de R tales que 

s < t 

para todo s de S y todo t de T. Entonces S tiene extremo superior, y T extremo 
inferior, y se verifica 


sup S < inf T. 

Demostración. Cada t de T es cota superior para S. Por consiguiente S tiene 
extremo superior que satisface la desigualdad sup S < t para todo t de T. Luego 
sup S es una cota inferior para T, con lo cual T tiene extremo inferior que no 
puede ser menor que sup S. Dicho de otro modo, se tiene sup S < inf T, como 
se afirmó. 

*I 3.12 Ejercicios 

1. Si x e y son números reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un 
número real z tal que x < z < y. 
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2. Si x es un número real arbitrario, probar que existen enteros m y n tales que m <x <n. 

3. Si x > 0, demostrar que existe un entero positivo n tal que \/n < x. 

4. S i x es un número real arbitrario, demostrar que existe un entero n único que verifica 

las desigualdades n < x < n + 1. Este n se denomina la parte entera de x y se designa 
por [x]. Por ejemplo, [5] = 5,[f] =2., [ —f] = - 3. 

5. Si x es un número real arbitrario, probar que existe un entero único n que satisface la 
desigualdad n < x < n + 1. 

6. Si x e y son números reales arbitrarios, x < y, probar que existe por lo menos un nú- 
mero racional r tal que x < r < y y deducir de ello que existen infinitos. Esta propiedad 
se expresa diciendo que el conjunto de los números racionales es denso en el sistema 
de los números reales. 

7. Si x es racional, x / 0, e y es irracional, demostrar que x + y, x — y, xy, x/y, y/x son 
todos irracionales. 

8. i,La suma o el producto de dos números irracionales es siempre irracional? 

9. Si x e y son números reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un 

número irracional z tal que x < z < y y deducir que existen infinitos. 

10. Un entero n se llama par sì n — 2m para un cierto entero m, e impar si n + 1 es par. 

Demostrar Ias aftrmaciones siguientes: 

a) Un entero no puede ser a la vez par e impar. 

b) Todo entero es par o es impar. 

c) La suma o el producto de dos enteros pares es par. cQué se puede decir acerca de 
la suma o del producto de dos enteros impares? 

d) Si n 2 es par, también lo es n. Si a 2 = 2 b 2 , siendo a y b enteros, entonces a y b son 
ambos pares. 

e) Todo número racional puede expresarse en la forma a/b, donde a y b son enteros, 
uno de los cuales por lo menos es impar. 

31. Demostrar que no existe número racional cuyo cuadrado sea 2. 

[ Indicación. Utilizar el razonamiento de reducción al absurdo. Supóngase (a/b) 2 = 2, 
siendo a y b enteros, uno de ellos por lo menos impar. Utilizar partes del Ejercicio 10.] 

12. La propiedad arquimediana del sistema de números reales se dedujo como consecuencia 
del axioma del extremo superior. Demostrar que el conjunto de los números racionales 
satisface la propiedad arquimediana pero no la del extremo superior. Esto demuestra 
que la propiedad arquimediana no implica el axioma del extremo superior. 


*I 3.13 Existencia de raíces cuadradas de los números reales no negativos 

Se ha visto anteriormente que la ecuación x 2 = 2 no tiene solución entre los 
números racionales. Con auxilio del axioma 10 se puede demostrar que la ecua- 
ción x 2 = a tiene solución entre los números reales si a > 0. Tal x se denomina 
raíz cuadrada de a. 

En primer lugar, sin tener en cuenta el axioma 10, se pueden hacer las 
siguientes consideraciones. Los números negativos no pueden tener rafces cuadra- 
das, pues si x 2 = a, al ser a un cuadrado ha de ser no negativo (en virtud del teo- 
rema 1.20). Además, si a = 0, x = 0esla única raíz cuadrada (por eLteoremal.ll). 
'upóngase, pues, a > 0. Si x 2 = a entonces x/Oy ( — xf = a, por tanto, x y 
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su opuesto son ambos raíces cuadradas. Pero a lo sumo tiene dos , porque si 
x 2 = a e y 2 = a , entonces x 2 = y 2 y (x + y) (x — y) = 0, y en virtud del teore- 
mal.ll, ox = yo* = — y. Por tanto, si a tiene raíces cuadradas, tiene exacta - 
mente dos . 

La existencia de una raíz cuadrada por lo menos se deducirá posteriormente 
de un teorema importante de Cálculo, conocido por el teorema del valor inter- 
medio para las funciones continuas, pero es instructivo ver como la existencia 
de la raíz cuàdrada se puede probar directamente a partir del axioma 10. 

teorema 1.35. Cada número real no negativo a tiene una raíz cuadrada no 
negativa única . 

Nota: Si a > 0, su raíz cuadrada no negativa se indicará por a 1 / 2 o por Vû. Si 
a > 0, la raízcuadrada negativa es — c 1 / 2 o — \fa. 


Demostración. Si. a = 0, entonces 0 es la única raíz cuadrada. Supóngase 
pues que a > 0. Sea S el conjunto de todos los números reales positivos x tales que 
x 2 <, a. Puesto que (1 + af > a, el número (1 + a) es una cota sUperior de S. 
Pero, S es no vacío, pues a/(l + a) pertenece a S; en efecto a 2 a( 1 + a) 2 
y por tanto a 2 /(l + a) 2 <, a. En virtud del axioma 10, S tiene un extremo 
superior que se designa por fc. Nótese que b a/(l + a) y por tanto b > 0. 
Existen sólo tres posibilidades: b 2 > a, b 2 < a, b 2 = a. 

Supóngase b 2 > a y sea c = b — (b 2 — a)/(2b) =i(b + a/b). Entonces 
0 <c<b y c 2 = b 2 — (b 2 - a) + (b 2 - a) 2 l(4b 2 ) = a + (b 2 - a) 2 /(4b 2 ) > a.. 
Por tanto, c 2 > x 2 para cada x en S, es decir, c > x para cada x en S; luego c 
es una cota superior de S, y puesto que c < b se tiene una contradicción con el 
hecho de ser b el extremo superior de S. Por tanto, la desigualdad fc 2 > a es 
imposible. 

Supóngase fc 2 < a. Puesto que fc > 0 se puede elegir un número positivo c 
tal que c < fc y tal que c < (a — b 2 )/(3b). Se tiene entonces: 

(fc + c) 2 = fc 2 + c(2fc + c) < fc 2 + 3fcc < fc 2 + (a - fc 2 ) = a. 

Es decir, 6 + c pertenece a S. Como fc + c > fc, esta desigualdad está en 
contradicción con que fc sea una cota superior de S. Por tanto, la desigualdad 
fc 2 < a es imposible y sólo queda como posible b 2 = a. 

*I 3.14 Raíces de orden superior. Potencias racionales 


E1 axioma del extremo superior se puede utilizar también para probar la 
existencia de raíces de orden superior. Por ejemplo, si n es un entero positivo 
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impar, para cada real x existe un número real y, y uno solo tal que y n = x. 
Esta y se denomina raíz n-sima de x y se indica por: 

( 1 - 15 ) y =3 X lln O y = -ŷx. 

Si n es par, la situación es un poco distinta. En este caso, si x es negativo, no 
existe un número real y tal que y n = x, puesto que y” > 0 para cada número 
real y. Sin embargo, si x es positivo, se puede probar que existe un número 
positivo y sólo uno tal que y n = x. Este y se denomina la raíz n-sima positiva 
de x y se indica por los símbolos (1.15). Puesto que n es par, (—y)” = y n y, 
por tanto, cada xj> 0 tiene dos raíces n-simas reales, y y -y. Sin embargo, los 
símbolos x 1/n y se reservan para la raíz n-sima positiva. No exponemos aquí 
las demostraciones de estas afirmaciones porque se deducirán más adelante como 
consecuencia del teorema del valor intermedio para las funciones continuas (ver 
Sección 3.10). 

Si r es un número racional positivo, sea r = m/n, donde m y n son enteros 
positivos, se define x r como (x m ) 1/n , es decir como raíz n-sima de x m , siempre que 
ésta exista. Si x ¥= 0, se define x~ r = \/x r con tal que x r esté definida. Partiendo 
de esas definiciones, es fácil comprobar que las leyes usuales de los exponentes son 
válidas para exponentes racionales: x T x a = X r+S , (x r ) s = x rs , y (xy) r = x r y r . 


*I 3.15 Representación de los números reales por medio de decimales 


Un número real de Ia forma 


(1.16) 


donde a 0 es un entero no negativo, y a u a 2 , ..., a„ son enteros que satisfacen 
0 < ai < 9, se escribe corrientemente en la forma más breve siguiente: 
r = a 0 ûi «2 ‘'' a„ ■ 

Se dice que ésta es la representación decimal finita de r. Por ejemplo: 


- = — = 0,5 , — = — = 0,02, 

i m sn in 2 


Números reales de esta clase son necesariamente racionales y todos ellos son de 
la forma r = a/ 10" donde a es un entero. Sin embargo, no todos los números 
racionales pueden expresarse por medio de una representación decimal finita. 
Por ejemplo, si j se pudiera expresar así, se tendría \ = a/ 10 n o 3 a = 10” para 
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algún entero a. Pero esto es imposible, puesto que 3 no es divisor de ninguna 
potencia de 10. 

No obstante, cualquier número real x > 0 puede aproximarse con un error 
tan pequeno como se desee por medio de una suma de la forma (1.16) si se 
toma n suficientemente grande. La razón de ello puede verse mediante el si- 
guiente argumento geométrico: si x no es entero, x está comprendido entre dos 
enteros consecutivos, es decir, a 0 < x < a 0 + 1. E1 segmento que une a 0 y 
a 0 + 1 puede subdividirse en diez partes iguales. Si x no coincide con uno de estos 
puntos de subdivisión, x debe estar comprendido entre dos de ellos. Esto da lugar 
a un par de desigualdades de la forma 


<*i + 1 
10 ’ 


donde a t es un entero (0 ^ a x 9). Se divide ahora, el segmento que une 

Ci Oi + 1 

Oo -j-y a 0 -i-en diez partes iguales (cada una de longitud 10“ 2 ) y 

10 10 

se continúa el proceso. Si después de un número finito de subdivisiones, uno de 
los puntos coincide con x, x es un número de la forma (I.Ì6). Si no es así, el 
proceso se continúa indefìnidamente y se engendra un conjunto de infinitos enteros 
a u a 2 , a 3 ,... En este caso se dice que x tiene la representación decimal infinita 


Después de n subdivisiones, x satisface las desigualdades 


< x < a 0 + ^ + • 


las cuales dan dos aproximaciones de x, una por exceso y otra por defecto, 
por medio de decimales finitos que difieren en 10 _n . Por tanto, se puede lograr 
un grado de aproximación deseado sin más que tomar n suficientemente grande. 

Si x = i , es fácil comprobar que a 0 = 0 y a„ = 3 para cada n > 1, y por 
tanto la aproximación decimal correspondiente es: 

i = 0,333 • • •. 

Cada número irracional tiene una representación decimal infinita. Por ejemplo, 
si x= V2 se pueden calcular por tanteo tanto dígitos como se deseen de su 
aproximación decimal. Pues V2 está comprendido entre 1,4 y 1,5 ya que (1,4) 2 < 
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2 < (1,5) 2 . Análogamente, elevando al cuadrado y comparando con 2 se obtienen 
las siguientes aproximaciones sucesivas: 

1,41 <V2 < 1,42, 1,414 < V2< 1,415, 1,4142 < V2 < 1,4143 . 


Obsérvese que el proceso anterior engendra una sucesión de intervalos de 
longitud 10~\ 10 -2 , 10 -3 , ..., cada uno contenido en el anterior y conteniendo 
cada uno el punto x. Esto es un ejemplo del llamado encaje de intervalos, con- 
cepto que se utiliza algunas veces como base para construir los números irra- 
cionales a partir de los racionales. 

Puesto que en este libro se hará poco uso de los decimales, no se estudiarán 
sus propiedades con todo detalle, y sólo se verá cómo se pueden defmir analítica- 
mente expresiones decimales, con auxilio del axioma del extremo superior. 

Si x es un número real positivo dado, sea û 0 el mayor entero < x. Toma- 
do a a , sea a x el mayor entero tal que: 


a 0 + 


£x. 


En general, determinados a 0 , a u ..., a„- ly sea a„ el mayor entero tal que 


(1.17) 


Sea S el conjunto de todos los números: 


(1.18) 


obtenidos de esta forma para n = 0, 1, 2.Puesto que S es no vacío y aco- 

tado superiormente, tiene un extremo superior que es fácil comprobar que coin- 
cide con x. Los enteros a n , a u a 2 , ... así obtenidos se pueden utilizar para definir 
una expresión decimal de x, poniendo: 


donde el dígito a„ que ocupa el lugar n es el mayor entero que satisface (1.17). 
Por tanto, se puede escribir: 


J = 0,125000 • • •. 

Si en (1.17) se sustituye el signo de desigualdad < por <, se obtiene una 
definición de la expresión decimal algo distinta. E1 extremo superior de todos 
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los números de la forma (1.18) es también x ; sin embargo, los enteros a 0 , a lt a 2 ,... 
no han de ser necesariamente los mismos que satisfacen (1.17). Por ejemplo, si 
se aplica la segunda defìnición a x = i, se encuentra a 0 = 0, = 1, a s = 2, 

ûs = 4, y a„ = 9 para cada n ;> 4. Esto conduce a la representación decimal 
infinita 

i = 0,124999 • • •. 

E1 que dos números reales puedan tener dos representaciones decimales 
distintas es un simple ejemplo del hecho de que dos conjuntos distintos de números 
reales pueden tener un mismo extremo superior. 


Parte IV. - Inducciórt matemátlca. símbolos sumatorlos y 
cuestìones relaclonadas 


I 4.1 Ejemplo de demostración por inducción matemática 

Puesto que sumando 1 al entero k se obtiene k + 1 que es mayor que k, no 
existe ningún entero que sea el mayor de todos. Sin embargo, partiendo del núme- 
ro 1, se pueden alcanzar todos los enteros positivos, después de un número finito 
de pasos, pasando sucesivamente de k a k + 1. Êsta es la base de un método de 
razonamiento que los matemáticos llaman demostración por inducción. Se ilustrará 
la aplicación de este método, demostrando el par de desigualdades usadas en el 
apartado I 1.3 para el cálculo del área del segmento parabólico, es decir: 

(1.19) l 2 + 2 a + • • • + (n - 1)* < j < 1* + 2* + • • • + n 2 . 

En primer lugar, se considera la desigualdad de la izquierda, fórmula que abre- 
viadamente se indicará por A(n) (afirmación referida a n). Es fácil comprobar esta 
afirmación directamente para los primeros valores de n. Pues para n = 1, 2, 3, 
por ejemplo, se tiene: 


A( D:0<j, >1(2):1 2 <|, .4(3): l 2 + 2 2 < ^, 


supuesto que se interpreta que la suma del primer miembro es 0 cuando n = 1. 
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Se trata de probar que A(n) es cierta para cada entero positivo n. Se procede 
como sigue: se supone que la afîrmación se ha probado para un valor particular 
de n, sea n = k. Es decir, se supone que se ha probado 

A(k): l 2 + 2 2 + • • • + (fc - l) 2 < | 

para k > 1 fijo. Partiendo de ello se ha de deducir que se verifica para k + 1, 
es decir: 


A(k + 1): l 2 + 2 2 + • • • + fe 2 < ^ 1)3 . 

Sumando k 2 a los dos miembros de A(k) (que se supone que se ha probado) se 
obtiene la desigualdad 


1* + 2 2 + • • • + fc 2 < — + fc 2 • 


y para deducir como consecuencia de ella la A(k +1), basta demostrar 

| + 2 . 

Pero esto es consecuencia inmediata de la igualdad: 

(fc + 1) s _ fc 8 + 3fc 2 + 3fc + 1 


Por tanto, se ha demostrado A(k + 1) como consecuencia de A(k). Puesto que 
4(1) se ha comprobado directamente, se sigue que también 4(2) es cierto. Sa- 
biendo que 4(2) es cierto, se sigue que también lo es 4(3), y así sucesivamente. 
Puesto que cada entero puede alcanzarse por este proceso, 4(n) es cierto para 
todo valor de n. Esto demuestra la desigualdad a la izquierda en (1.19). La desigual- 
dad a la derecha puede demostrarse del mismo modo. 

I 4.2 E1 principio de la inducción matemática 


Reflexione el lector sobre el esquema de la demostración anterior. Primero se 
comprueba la afirmación 4(n) para n = 1. Luego se prueba que si la afirmación es 
cierta para un entero particular, también es cierta para el entero siguiente. De esto 
se concluye que la afirmación es cierta para todos los enteros positivos. 
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La idea de inducción se puede ilustrar de muchas maneras no matemáticas. 
Por ejemplo, supóngase una íìla de soldados de plomo numerados consecutiva- 
mente, y dispuestos de tal forma que si uno de ellos cae, por ejemplo, el senalado 
con el símbolo k, choca con el siguiente senalado con el símbolo k + 1. En se- 
guida se intuye lo que ocurrirá si el soldado número 1 se hace caer hacia atrás. 
También es claro que si fuera empujado hacia atrás un soldado que no fuera el 
primero, por ejemplo, el seiialado con n u todos los soldados posteriores a él 
caerían. Este ejemplo ilustra una ligera generalización del método de inducción 
que puede expresarse en la forma siguiente. 

Método de demostración por inducción. Sea A(n) una afìrmación que con- 
tiene el entero n. Se puede concluir que A(n) es verdadero para cada n > «j si 
es-posible: 

a) Probar que A(n,) es cierta. 

b) Probar, que supuesta A(k) verdadera, siendo k un entero arbitrario pero 
fijado > «!, que A(k + 1) es verdadera. 

En la práctica, «j es generalmente.igual a 1. La justificación de este método 
de demostración es el siguiente teorema relativo a números reales. 

TEOREMA 1.36. PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA. Sea S Un COnjuntO 
de enteros positivos que tienen las dos propiedades siguientes : 

a) El número 1 pertenece al conjunto S. 

b) Si un entero lc pertenece a S, también k + 1 pertenece a S. 

Entonces todo entero positivo pertenece al conjunto S. 

Demostración. Las propiedades a) y b) nos dicen que S es un conjunto in- 
ductivo. (Véase la Sección I 3.6.) Por consiguiente S contiene cualquier entero 
positivo. 

Cuando se efectúa Ia demostración de una afirmación A(n ) para todo n > 1 
por inducción matemática, se aplica el teorema 1.36 al conjunto S formado por 
todos los enteros para los cuales la afirmación A(n) es cierta. Si se desea probar 
que A(n) es cierta sólo para todo « > «,, entonces se aplica el teorema 1.31 al 
conjunto de los números « para los cuales es cierta A(n + n, — 1). 


*I 4.3 EI principio de buena ordenación 

Hay otra propiedad importante de los enteros positivos, llamada principio de 
buena ordenación, que se utiliza también como base para demostraciones por 
inducción. Puede formularse como sigue. 
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TEOREMA 1.37. PRINCIPIO DE BUENA ORDENACIÓN. Todo COnjuntO UO VU- 
cío de enteros positivos contiene uno que es el menor. 

Obsérvese que el principio de buena ordenación se refiere a conjuntos de 
enteros positivos. E1 teorema no es cierto para cualquier conjunto de enteros. 
Por ejemplo, el conjunto de todos los enteros no tiene uno que sea el menor. 

E1 principio de buena ordenación puede deducirse a partir del principio de 
inducción. Esto se demuestra en la Sección I 4.5. Concluimos esta Sección con un 
ejemplo en el que se muestra cómo se puede aplicar el principio de buena ordena- 
ción para probar teoremas referentes a enteros positivos. 

Sea A(n) la siguiente igualdad: 

A(n): l 2 + 2 2 + -- --fn 2 = Y + ~ + ~- 
Se observa que A(\) es cierta, puesto que 


l 2 = ï + ì + i ■ 


Se tienen, pues.dos posibilidades. O bien: 

(i) A(n) es cierta para cada entero positivo n, o 

(ii) existe por lo menos un entero positivo n para el que A(n) es falsa. 

Se trata de probar que si se supone la (ii), se llega a una contradicción, 
En virtud del principio de buena ordenación existirá un entero positivo k, 
que será el menor entero positivo para el cual A(n) es falsa. k ha de ser mayor 
que 1 puesto que se ha visto que A(l) es verdadera. Por tanto, la igualdad ha 
de ser cierta para k — 1 ya que k es el menor entero para el cual A(k) es falsa. 
Se puede, pues, escribir: 


A(k - 1): l 2 + 2 2 + • • ■ + (k - l) 2 = 


, (k - l) 2 
2 


k - 1 
6 


Sumando k~ a los dos miembros y simplificando el de la derecha, se tiene: 


l 2 + 2 2 + ■ • • + k 2 = 


k 

6 ' 


Pero esta igualdad prueba que A(k) es cierta; con lo cual se llega a una con- 
tradicción pues k era un entero para el cual A(k) era falsa. Como la proposi- 
ción (ii) conduce a una contradicción, se verifica la (i), lo que prueba que la 
identidad en cuestión es válida para todos los valores de n >1. Una consecuen- 
cia de esta identidad es la desigualdad de la derecha en (1.19). 
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Toda demostración en la que, como aquí, se hace uso del principio de buena 
ordenación, se puede sustituir por una demostración por inducción. Por supuesto, 
que se podía haber hecho la demostración en la forma acostumbrada, compro- 
bando la /4(1), para después pasar de la A(k) a la A(k + 1). 

I 4.4 Ejercicios 

1. Demostrar por inducción las fórmulas siguientes: 

(a) 1+2+3 +•••+«=/!(« + l)/2. 

(b) 1 + 3 + 5 + • ■ • + (2n - 1) = /i 2 . 

(c) l 3 + 2 3 + 3 3 + • • • + n 3 = (1 + 2 + 3 + • • • + n)\ 

(d) l 3 + 2 3 + ■■•+(« - l) 3 < « 4 /4 < l 3 + 2 3 + • • ■ + n 3 . 

2. Obsérvese que 

1=1, 

1 - 4 = -(1 + 2) , 

1 —4+9 = 1 + 2+ 3, 

1 - 4 + 9 - 16 = -(1 + 2 + 3 + 4 ) . 

Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 

3. Obsérvese que 


1 +è=2-i, 
1 +i + i= 2- |, 
1 + è+ i+ i= 2- i_ 

Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 

4. Obsérvese que 


1 ~i=ì, 

(1 - Ì)(1 - Ì) = i, 

(1 - i)(l - è)(l - i) = i. 

Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 

5. Hallar la ley general que simplifica el producto 

H)H)K) "K) 


y demuéstrese por inducción 
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6. Sea A(n) la proposición: 1 + 2 + ---+«= ^(2 n + l) 2 . 

a) Probar que si A(k) es cierta para un entero k, A(k + 1) también es cierta. 

b) Critíquese la proposición «de la inducción se sigue que A(n) es cierta para todo n». 

c) Transfórmese A(n) cambiando la igualdad por una desigualdad que es cierta para 
todo entero positivo n. 

7. Sea el menor entero positivo n para el que la desigualdad (1 + x)” > 1 + nx +nx 2 
es cierta para todo x > 0. Calcular n t , y demostrar que la desigualdad es cierta para 
todos los enteros n > n t . 

8. Dados números reales positivos , a 2 , a 3 ,.. . , tales que a n < ca n _ x para todo n > 2, 
donde c es un número positivo fijo, aplíquese el método de inducción para demostrar que 
a n < «rC" -1 para cada n > 1. 

9. Demuéstrese por inducción la proposición siguiente: Dado un segmento de longitud 
unidad, el segmento de longitud \/n se puede construir con regla y compás para cada 
entero positivo n. 

10. Sea b un entero positivo. Demostrar por inducción la proposición siguiente: Para cada 
entero n > 0 existen enteros no negativos q y r tales que: 

n=qb+r, 0 <r<b. 

11. Sean n y d enteros. Se dice que d es un divisor de n si n = cd para algún entero c. 
Un entero n se denomina primo si n > 1 y los únicos divisores de n son 1 y n. Demos- 
trar por inducción que cada entero n > 1 es o primo o producto de primos. 

12. Explíquese el error en la siguiente «demostración» por inducción. 

Proposición. Dado un conjunto de n ninas rubias, si por lo menos una de las 
ninas tiene ojos azules, entonces las n ninas tienen ojos azules. 

«Demostración». La proposición es evidentemente cierta si n = 1. E1 paso de k 
a k + 1 se puede ilustrar pasando de n = 3 a n = 4. Supóngase para ello que la pro- 
posición es cierta para n = 3 y sean G v G 2 , G 3 , G v cuatro ninas rubias tales que una 
de ellas, por lo menos, tenga ojos azules, por ejemplo, la G v Tomando G v G 2 , G s con- 
juntamente y haciendo uso de la proposición cierta para n = 3, resulta que también G 2 y 
G 3 tienen ojos azules. Repitiendo el proceso con G v G 2 y G , se encuentra igualmente 
que G 4 tiene ojos azules. Es decir, las cuatro tienen ojos azules. Un razonamiento aná- 
logo permite el paso de k a k + 1 en general. 

Corolario. Todas las ninas rubias tienen ojos azules. 

Demostración. Puesto que efectivamente existe una nifia rubia con ojos azules, se 
puede aplicar el resultado precedente al conjunto formado por todas las ninas rubias. 

Nota: Este ejemplo es debido a G. Pólya, quien sugiere que el lector compruebe 
experimentalmente la validez de la proposición. 


*I 4.5 Demostración del principio de buena ordenación 

En esta Sección se deduce el principio de buena ordenación del de inducción. 
Sea T una colección no vacía de enteros positivos. Queremos demostrar que 
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T tiene un número que es el menor, esto es, que hay en T un entero positivo t„ 
tal que t 0 ^ t para todo t de T. 

Supongamos que no fuera así. Demostraremos que esto nos conduce a una 
contradicción. E1 entero 1 no puede pertenecer a T (de otro modo él sería el 
menor número de T). Designemos con S la colección de todos los enteros posi- 
tivos n tales que n < t para todo t de T. Por tanto 1 pertenece a S porque 1 < t 
para todo t de T. Seguidamente, sea k un entero positivo de S. Entonces k < t 
para todo t de T. Demostraremos que k + 1 también es de S. Si no fuera así, 
entonces para un cierto /, de T tendríamos íi < k + 1. Puesto que T no posee 
número mínimo, hay un entero t 2 en T tal que t 2 < /,, y por tanto t 2 < k + 1. 
Pero esto significa que t 2 ;< k, en contradicción con el hecho de que k < t para 
todo t de T. Por tanto k + 1 pertenece a S. Según el principio de inducción, 
S contiene todos los enteros positivos. Puesto que T es no vacío, existe un entero 
positivo t en T. Pero este t debe ser también de S (ya que S contiene todos los 
enteros positivos). De la defìnición de S resulta que t < t, lo cual es absurdo. Por 
consiguiente, la hipótesis de que T no posee un número mínimo nos lleva a una 
contradicción. Resulta pues que T debe tener un número mínimo, y a su vez 
esto prueba que el principio de buena ordenación es una consecuencia del de 
inducción. 

I 4.6 E1 símbolo sumatorio 


En el cálculo del área de un segmento parabólico, aparece la suma 
(1.20) l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ ■ • + n a . 

Obsérvese que el término general de esta suma es de la forma k 2 y se obtiene 
cada uno de los sumandos dando a k los valores 1, 2, 3, .... n. Existe un símbolo 
muy útil y conveniente que permite escribir sumas en forma abreviada denomi- 
nado símbolo sumatorio y que consiste en la letra griega Z . Utilizando el símbolo 
sumatorio se puede escribir la suma (1.20) como sigue: 

ifc 2 - 

Este símbolo se lee: «Suma de k 2 desde 1 hasta n». E1 convenio es que los nú- 
meros que aparecen encima y debajo de ]£ indican el recorrido de los valores 
de k. La letra k se considera como el índice de sumación. Es evidente que no 
es necesario utilizar precisamente la letra k, sino que se puede tomar en su lugar 
otra letra cualquiera. Por ejemplo, en vez de 2*=i se puede escribir 2”=i * 2 > 
2”=i/' 2 » 2m=im 2 , etc., todas las cuales son distintas notaciones para una misma 
cosa. Las letras i, j, k, m, etc., que se utilizan al efecto, se denominan índices. 
No sería acertado utilizar la letra n para el índice en este ejemplo particular, pues 
n indica ya el número de términos. 
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Más general, cuando se desea formar la suma de ciertos números reales 
a 2 , . . . , a„\ 


(1.21) ai + a 2 + ■ ■ ■ + a n 

utilizando el símbolo sumatorio se escribe abreviadamente: 


(1.22) fa k . 

Por ejemplo: 

^2 a k = fli + a 2 + a 3 + a 4 , 

Ỳ X i = x i + x 2 + x 3 + Xi + x 5 . 

Algunas veces es conveniente empezar la sumación por el 0 o por algún 
valor del índice diferente de 1. Por ejemplo, se tiene: 


Ì x, = x 0 + x, + x 2 + x 3 + x 4 , 
2 n * = 2 3 + 3 3 + 4 3 + 5 3 . 


Otras formas de utilizar el símbolo de sumación, se indican a continuación: 


2 x m+1 = x + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 , 

Ì 2 3 '- 1 = 1 + 2 + 2 3 + 2 3 + 2 4 + 2 5 . 


Para poner de manifiesto una vez más que la elección del índice carece de im- 
portancia, se observa que la última suma se puede escribir en cada una de las 
formas siguientes. 


i 2 8 - 1 = i 2 r = i 2®-” = i 2 6 - fc . 
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Nota: Desde un punto de vista estrictamente Iógico, los símbolos en (1.21) y 
(1.22) ho se encuentran entre los axiomas del sistema de números reales, y por lo tanto 
desde un punto de vista riguroso, se tendrian que definir estos nuevos símbolos a partir 
de los símbolos primitivos del sistema considerado. Esto se consigue mediante una defi- 
nición por inducción, la cual, como la demostración por inducción, consta de dos partes: 
a) Se define 


ì«* = 


«i- 


b) Supuesta definida 2t=i a t P ara un n > 1 fijo, se define: 


2 «* = ( Sofc) + « 


Por ejemplo, se puede tomar n = 1 en b) y hacer uso de a) para obtener: 
2 1 

2 «* = 2 a k + «a = a i + . 

lc=l 

Definida 2*=i a k • se puede aplicar otra vez b) con n = 2 para obtener 


2 «* = 2 °k + a 3 = (fli + a 2 ) + a a . 

k= 1 fc=l 


En virtud de la propiedad asociativa de la adición (axioma 2), la suma («i + a 2 ) + a 3 
es la misma que a i + (a 2 + a 3 ) y, por tanto, se pueden suprimir los paréntesis sin peligro 
de confusión y escribir simplemente a t + a 2 + a 3 P ara 2*=i a k • Análogamente: 


2 = 2 «* + «4 = («1 + «2 + a z) + «4 . 


En este caso se puede demostrar que la suma (a, + a 2 + a 3 ) + a 4 es la misma que 
(a 4 + a 2 ) + (a 3 + a 4 ) y que a x + (a 2 + a 3 + a 4 ), y por tanto se pueden suprimir los 
paréntesis también sin peligro de ambiguedad y escribir: 




Prosiguiendo así, se encuentra que a) y b) simultáneamente dan una definición com- 
pleta del símbolo escrito en (1.22). Se considera que la notación (1.21) es más bien 
otra forma de escribir (1.22). Tal notación está justificada por la ley asociativa general 
de la adición, que aquí no se enunciará con más detalle ni demostrará. 

Nótese que la definición por inducción y la demostración por inducción encierran la 
misma idea fundamental. Una definición por inducción se denomina también definición 
por recurrencia. 
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I 4.7 Ejercicios 

1. Hallar los valores numéricos de las sumas siguientes: 

(a)Ì4, (e)j.<2i + D, 

<b, l, 2 ""' <f) 2«íVn' 

2. Establecer las siguientes propiedades del símbolo sumatorio. 

(a) 2 ( a k + i>k) = X a k + 2 b k (propiedad aditiva). 

*=i *=i 

Q°)^,( ca k) = c ^L a k (propiedad homogénea). 

( c ) 2 ( a k ~ a k-i) = a n ~ a o (propiedad telescópica). 

Utilícense las propiedades dadas en el Ejercicio 2, siempre que sea posible, para deducir 
las fórmulas en los Ejercicios del 3 al 8. 


3. 2 1 = n. (E1 sentido de esta suma es 2*=t a k\, cuando a k = 1.) 

4. Y,{lk - 1) = n 2 . Undicación. 2k — 1 = k 2 — (k — l) 2 .] 



[Indicación. Úsese el Ejercicio 3 y el 4]. 


[ Indicación. k s - (k - l) 3 = 3/t 2 -3 k + 1.] 


7'Ï> 3 


« 4 




si x 1. Nota: Por definición x° — i. 
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[ Indicación . Apliquese el ejercicio 2 a (1 — x) 2*= 0 
b) i,Cuál es la suma cuando x = 1? 

9. Demostrar por inducción, que la suma 2*=i (— 1 ) k (2fc + 1) es proporcional a n, y hallar 
la constante de proporcionalidad. 

10. a) Dar una defìnición razonable del símbolo ” a k ■ 
b) Demostrar por inducción que para n > 1 se tiene 

k=n+í m =1 

11. Determinar si cada una de las igualdades siguientes es cierta o falsa. En cada caso ra- 
zonar la decisión. 

(a) f« 4 = 2% 4 . (d) 2 (i + l) 2 = f * 2 . 

(b) |2 = 200. (e)J> 3 = (j>) ' ( J> 2 ) • 

( 02(2 + k) = 2 + 2 *. ( 02 ^ = ('ïtf- 


12. Inducir y demostrar una regla general que simplifique la s 

2tt(A: + 1)’ 


13. Demostrar que 2(V n + 1 — \frì) < —= < 2 (Vn — \fn — 1 ) si « ^ 1 . Uti//cese lue- 

Vn 

go este resultado para demcstrar que 

2v^-2<2^=<2\^-i 

si m > 2. En particular, cuando m = 10 6 , la suma está comprendida entrel998 y 1999. 


I 4.8 Valor absoluto y desigualdad triangular 

Es frecuente en el cálculo el tener que operar con desigualdades. Son de 
particular importancia las que se relacionan con la noción de valor absoluto. 
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Si x es un número real, el valor absoluto de x es un número real no negativo 
que se designa por |x| y se define como sigue: 


w = 


x^O, 
x <0. 


Obsérvese que — |x| < x < ]x|. Si los números reales están representados geomé- 
tricamente en el eje real, el número |x| se denomina distancia de x a 0. Si a > 0 
y si un punto x está situado entre — a y a entonces ]x| está más próximo a 0 
que a. La expresión analítica de este hecho, está dada por el siguiente teorema: 

teorema 1.38. Si a > 0, es |x| < a si y sólo si —a^x<a. 

Demostración. Hay que probar dos cuestiones: primero, que la desigualdad 
|x| <, a implica las dos desigualdades — a < x < a y recíprocamente, que 
— a £ x <, a implica |x| ^ a. 

Supuesto ]x| <, a se tiene también — a <. — |x|. Pero o x = |x| o x = — |x| 
y, por tanto, — a £ — |x| ^ x ]*] ^ a. lo cual prueba la primera parte del 
teorema. 

Para probar el recíproco, supóngase — a <, x <, a. Si x ^ 0 se tiene 
W = x <, a; si por el contrario es x ^ 0, entonces |x| = — x <, a. En ambos 
casos se tiene ]x| < a, lo que demuestra el teorema. 

La figura 1.9. ilustra el significado geométrico de este teorema. 


-|x| S a en este intervalo 


-,-,—. 


Figura 1.9 Significado geométrico del teorema 1.38. 


Consecuencia del teorema 1.38, es una desigualdad importante que expresa 
que el valor absoluto de la suma de dos números reales no puede exceder a la 
suma de sus vaores absolutos. 

teorema 1.39. Para x e y números reales cualesquiera se tiene 


\* + y\ < 1*1 + \y\ ■ 
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Nota: Esta propiedad se denomina desigualdad triangular, pues cuando se gene- 
raliza a vectores, indica que la longitud de cada lado de un triángulo es menor o igual 
que la suma de las longitudes de los otros dos. 

Demostración. Puesto que x — |x| o x = — |*|, se tiene — |*| <. x < |*|. 
Análogamente — |y| < y < |y|. Sumando ambas desigualdades se tiene: 

“(W + W) < x + y < |*| + |y|, 

y por tanto, en virtud del teorema 1.38 se concluye que: \x + y| < |*| + |y|. 

Tomando x — a — c, e y = c — b, es x + y = a — b y la desigualdad 
triangular toma la forma: 


\a-b\<,\a-c\ + \b — c\. 

Esta forma de la desigualdad triangular se utiliza frecuentemente en la práctica. 

Por inducción matemática, se puede extender la desigualdad triangular tal 
como sigue: 

teorema 1.40. Si a lt a 2 , ... , On son números reales cualesquiera 

i fc-i i *:=i 

Demostración. Para n = 1 la desigualdad es trivial y para n = 2 es la 
desigualdad triangular. Supuesta cierta para n números reales, para n + 1 nú- 
meros reales a u a 2 , ..., a n+1 se tiene: 

2>* - i«» + «n + l i«j + Iflf ll ^il«*l + |û„+ll = "ÍV*I • 

I *-l I I *=1 I I k=l I Jfc—1 1 

Por tanto, el teorema es cierto para n + 1 números si lo es para n; luego, en 
virtud del principio de inducción, es cierto para todo entero positivo n. 

E1 teorema que sigue consiste en una desigualdad importante que se utilizará 
más adelante en Àlgebra vectorial. 

TEOREMA 1.41. DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ. Si a lt .... On y 
b u • • •. b„ son números reales cualesquiera, se tiene 

([ ' 23) C4»4^(Ml>- 

El signo de igualdad es válido si y sólo si hay un número real x tal que 
akX + bk = 0 para cada valor de k = 1 , 2, _ n. 
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Demostración. Para todo real x se tiene 2k=i (ûi* + b k ) 2 > 0 porque una 
suma de cuadrados nunca es negativa. Esto se puede poner en la forma 

(1.24) Ax 2 + 2Bx + C > 0 , 

donde 

A =J >*, B =2a k b k , C=±b\. 

Queremos demostrar que B 2 < AC. Si A = 0, cada a k = 0, con lo que B = 0 
y el resultado es trivial. Si + + 0, podemos completar el cuadrado y escribir 

Ax 2 + 2Bx + C = a(x + -V + AC ~ B * . 

\ Al A 

E1 segundo miembro alcanza su valor mínimo cuando x = — B/A. Poniendo 
x =—B/A en (1.24), obtenemos B 2 < AC. Esto demuestra (1.23). E1 lector debe 
comprobar que el signo de igualdad es válido si y sólo si existe un x tal que 
a k x + bk = 0 para cada k. 


I 4.9 Ejercicios 

1. Probar cada una de las siguientes propiedades del valor absoluto. 


(a) |x| = 0 si y sólo si x = 0. 

(b) \-x\ = \x\. 

(c) \x-y\ =\y-x\. 

(d) |x| 2 = 

(e) \x\ = +x 2 . 


(0 \xy\ = \x\ \y\. 

(g) \xjy\ = \x\l\y\ siy*0. 

(h) \x-y\ £\x\ +\y\. 

(0 \x\ -\y\ <\x-y\. 

(j) |W - l/i| <\x-y\. 


2. Cada desigualdad (a/), de las escritas a continuación, equivale exactamente a una des- 
igualdad (b/). Por ejemplo, Ixl < 3 si y sólo si — 3 < x < 3 y por tanto (a t ) es equiva- 
lente a (b 2 ). Determinar todos los pares equivalentes. 


(a x ) |*| < 3. 

(a 2 ) \x - 1| <3. 

(a 3 ) |3 - 2x\ < 1. 

(a 4 ) |1 +2x\ < 1. 

(a 6 ) \x - 1| >2. 

(a e ) |x + 2| ^ 5. 

(aj) 15 -x- 1 ! < 1. 

(a 8 ) \x — 5| < \x + 1|. 
(a 9 ) \x 2 -2\<l. 

(a 10 ) x < x 2 12 < 4x. 


(bj 4 <x <6. 

(b 2 ) -3 <x <3. 

(b 3 ) x >3 o x < -1. 

(bù x > 2. 

(bù -2 <x <4. 

(b e ) - +3 < jc < - 1 o 1 < x < +3. 
(b 2 ) \ <x <2. 

(h) x <. - 7 o * > 3. 

(b 0 ) i<x<i. 

(b 10 ) -1 <x <0. 
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3. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta o falsa. En cada caso razonar 
la decisión. 

(a) x < 5 implica |x| <5. 

(b) |x — 5| <2 implica 3 < x <7. 

(c) |1 + 3 at| < 1 implica x > — §. 

(d) No existe número real x para el que \x — 1| = |x — 2|. 

(e) Para todo x > 0 existe un y > 0 tal que \2x + =5. 

4. Demostrar que el signo de igualdad es válido en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si 
y sólo si existe un número real x tal que a k x + b k =0 para todo k = 1,2,..., n. 


*I 4.10 Ejercicios varios referentes al método de inducción 

En este apartado se reúnen un conjunto de resultados diversos cuyas demostraciones 
son buenos ejercicios de aplicación del método de inducción. Algunos de estos ejercicios 
pueden servir de base de discusión y estudio entre los alumnos y el profesor. 

Coeficiente factorial y binomial. E1 símbolo «! (que se lee n factorial) se puede definir 
por inducción como sigue: 0!=l,n! =(« — !)!« si « ^ I. 

Obsérvese que «! = 1 • 2 • 3 • • • «. 

Si 0 < k < « el coeficiente binomial (£) se define por 


\kj k\ (« — k)\ ‘ 

Nota : Algunas veces se escribe n C k en vez de (£) . Estos números aparecen como 
coeficientes en la fórmula de la potencia del binomio. (Véase el Ejercicio 4 siguiente.) 

1. Calcúlense los valores de los siguientes coeficientes binomiales: 

(a) (|), (b) Co), (c) (ï), (d) (I), (e) (}’), (f) («). 

2. (a) Demostrar que: (£) = ( n * k ). 

(b) Sabiendo que (" 0 ) = (?) calcular n. 

(c) Sabiendo que í 1 *) = (*lî 4 ) calcular k. 

(d) óExiste un k tal que C k ) = (t-3)? 

3. Demostrar que (“í 1 ) = ( k l k ) + (”). Esta propiedad se denomina fórmula adi- 
tiva de los coeficientes combinatorios o ley del triángulo de Pascal y proporciona un 
método rápido para calcular sucesivamente los coeficientes binomiales. A continuación se 
da el triángulo de Pascal para n < 6. 
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1 1 
1 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

15 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

4. Demuéstrese por inducción la fórmula de la potencia del binomio: 

Y utilícese el teorema para deducir las fórmulas: 

|C)- 2 " s 2 ( - ,), (*)-°- “ ” >o - 

Símbolo producto. E1 producto de n números reales a u a 2 ,... ,a n se indica por el 
símbolo JJ^=i a k , que se puede definir por inducción. E1 símbolo a i a z ' ' ' a n es otra 
forma de escribir este producto. Obsérvese que: 


n \=f]k. 

5. Dar una definición por inducción del producto JJ*=i a k- 
Demostrar por inducción las siguientes propiedades de los productos: 

6. JJ (a k b k ) = ^JJ ^JJ (propiedad multiplicativa). 

Un caso importante es la relación: JJ?=i (ca k ) = c” JJjLj a k . 

-rr a n 

7. | | - = — si cada a k ^ 0 (propiedad telescópica). 

8. Si x ^ 1 , demostrar que: JJ(1 + x 2 * *) = ^ _ . 


iCuál es el valor del producto cuando 


= 1? 
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9. Si a k < b k para cada valor de k = 1, 2,..., n , es fácil demostrar por inducción 
i a K < Z*=i 

Discutir la desigualdad correspondiente para productos: 

£[«*<£[**• 


Algunas desigualdad.es notables 


10. Si x > 1, demostrar por inducción que x" > x para cada n > 2. Si 0 < * < 1, demos- 
trar que x n < x para cada n > 2. 

11. Determínense todos los enteros positivos m para los cuales 2” < m! 

12. (a) Con el teorema del binomio demostrar que para m entero positivo se tiene 




(b) Si m > 1, aplíquese la parte (a) y el Ejercicio 11 para deducir las desigualdades 


= H)” 


'+2b' 


13. (a) Sea p un entero positivo. Demostrar que: 


b p — a p = (b — a)(b v ~ 1 + b v ~ 2 a + + • • • + ba^ 2 + a*- 1 ) . 


Undicación. Aplíquese la propiedad telescópica para las sumas.] 


(b) Si p y m son enteros positivos, demostrar que 


^ (m + l) 1 * 1 - m^ 


Aplicando el apartado (a) 

(c) Demuéstrese por inducción que: 


2 k ’<~ri<î“’- 


E1 apartado (b) ayudará a pasar en la inducción de n a n + 1. 

14. Sean a lt ... ,a„ n números reales, todos del mismo signo y todos mayores que — 1. 
Aplicar el método de inducción para demostrar que: 


(1 + fll )(l + fl 2 ) • • • (1 + a„) > 1 + fl x + a 2 + •••+«„ . 
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En particular, cuando a x = a 2 = ■ ■ ■ = a n = x, donde x > - 1, se transforma en: 
(1.25) (1 + jc)" > 1 + nx ( desigualdad de Bernoulli). 

Probar que si n > 1 el signo de igualdad se presenta en (1.25) sólo para x = 0. 

15. Si n > 2, demostrar que «!/«" < (|)*, siendo k la parte entera de n/2. 

16. Los números 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... tales que cada uno después del segundo es la suma 
de los dos anteriores, se denominan números de Fibonacci. Se pueden defìnir por induc- 
ción como sigue: 


«i = 1, a 2 = 2, a n+1 =«„+«„_! si n ^ 2 . 

Demostrar que 



para cada n 1. 

Desigualdades que relacionan distintos tipos de promedios. 

Sean x i > x 2 > • ■ •» x n ” números reales positivos. Si p es un entero no nulo, la media de 
potencias p-ésimas M v se define ccmo sigue: 

E1 número M x se denomina media aritmética, M 2 media cuadrática, y M_ k media ar- 
mónica. 

17. Si p > 0 demostrar que M v < M ìv cuando , x 2 ,..., x n no son todos iguales. 

( Indicación. Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz con a k = xt y b k = 1.] 

18. Aplíquese el resultado del Ejercicio 17 para demostrar que 

a* + b* + c* > ^ 

si a 2 + b 2 + c 2 = 8 y a > 0, b > 0, c > 0. 

19. Sean a lt ... ,a n n números reales positivos cuyo producto es igual a 1. Demostrar 
que«!+...+ a n > n y que el signo de igualdad se presenta sólo cuando cada 

a k = 1. 

[tndicación. Considérense dos casos: a) cada a k = 1; b) no todo a k = 1. Procédase 
por inducción. En el caso b) obsérvese que si a x a 2 ■ • ■ a n+1 = 1, entonces por lo menos 
un factor, por ejemploflj, es mayor que 1, y por lo menos un factor, sea a n+1 ,es menor 
que 1. Hágase èj = a 1 a„ +1 y aplíquese la hipótesis de inducción al producto ■ ■ ■ a„, 
teniendo en cuenta que (a^ — l)(a„ +1 — 1) < 0.] 
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20. La media geomêtrica G de n números reales positivos x lt . .. ,x n está definida por la 
fórmula G = (xjX 2 ■ ■ ■ x n ) 1,n . 

(a) Desígnese con M v la media de potencias p-ésimas. Demostrar que G < M x y que 
G = M k sólo cuando x x = x 2 — ■■•= x n . 

(b) Sean p y q enteros, q < 0 < p. A partir de (a) deducir que M q < G < M„ si 
Xu Xi..., x„ no son todos iguaies. 

21. Aplíquense los resultados del Ejercicio 20 para probar la siguiente proposición: Si a, b, 
y c son números reales y positivos tales que abc = 8, entonces a + b + c > 6 y 
ab + ac +bc> 12. 

22. Si x lt ..., x„ son números positivos y si = l/x k , demostrar que 


23. Si a, b, y 


positivos ysisi« + b + c= l, demostrar que (1 — a)( 1 — 6)(1 — c) ^ 
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LOS CONCEPTOS 
DEL CÁLCULO INTEGRAL 


En este capítulo se expone la defmición de integral y algunas de sus propie- 
dades fundamentales. Para entender la definición, es necesario tener conocimiento 
del concepto de función; por elío se dedican algunas de las secciones que siguen 
a la explicación de este concepto y de otros relacionados con él. 


1.1 Las ideas básicas de la Geometría cartesiana 

Como se ha dicho anteriormente, una de las aplicaciones de la integral es la 
formulación del concepto de área. Ordinariamente no se habla del área en sí, sino 
del área de algo, lo que indica que se parte de ciertos objetos (regiones poligonales, 
regiones circulares, segmentos parabólicos, etc.), cuyas áreas se desean medir. 
Si se desea llegar a una definición de área aplicable a clases distintas de objetos, 
primeramente se deberá encontrar un camino efectivo para describir estos objetos. 

E1 método más simple de precisar dichos objetos fue el de dibujarlos, tal 
como hicieron los griegos. Un camino mucho mejor fue sugerido por René Des- 
cartes (1596-1650) al establecer en 1637 la base de la Geometría analítica. 
La columna vertebral de la geometría de Descartes (conocida actualmente por 
Geometría cartesiana o Geometría analíticá) es la idea de representar puntos 
por números. E1 método seguido para puntos del plano es el siguiente: 

Se eligen dos rectas perpendiculares de referencia (llamadas ejes coordena- 
dos), uno horizontal (Ilamado eje de las x), y el otro vertical (el eje de las y). 
Su punto de intersección, se indica por 0 y se denomina origen. En el eje x a 
la derecha del 0 se elige convenientemente un punto, y su distancia al 0 se 
denomina distancia unidad. Las distancias verticales correspondientes al eje de 
las y se miden con la misma distancia unidad. Entonces, a cada punto del plano 
(llamado algunas veces plano xy) se le asigna un par de números, llamados 
sus coordenadas. Estas coordenadas representan las distancias del punto a los 
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ejes. En la figura 1.1 se dan algunos ejemplos. E1 punto de coordenadas (3,2) 
está situado tres unidades a la derecha del eje y y dos unidades encima del 
eje x. E1 número 3 es la coordenada x del punto, y el 2 la coordenada y. Los 
puntos a la izquierda del eje y tienen la coordenada x negativa, los situados 
debajo del eje x, la coordenada y negativa. La coordenada x de un punto se 
denomina también su abscisa, y la y su ordenada. 

A1 dar un par de números tal como (a, b) representante de un punto, se 
conviene que la abscisa a, o coordenada x, se escribe en primer lugar. Por esto, 
el par (a, b) se considera como un par ordenado. Es claro que dos pares orde- 
nados (a,b) y (c, d) representan el mismo número si y sólo si a = c y b = d. Pun- 
tos (a, b) tales que a y b son ambos positivos se dice que están situados en el 
primer cuadrante; si a < 0 y 6 > 0 están en el segundo cuadrante; si a < 0 y 
b < 0 están en el tercer cuadrante; ysia>0y6<0 están en el cuarto cuadran- 
te. La figura 1.1 presenta un punto en cada cuadrante. 

Para puntos del espacio se procede de forma análoga. Se toman tres rectas 
en el espacio perpendiculares entre sí y que se corten en un punto (el origen). 
Estas rectas determinan tres planos perpendiculares dos a dos, y cada punto 
del espacio puede ser determinado dando tres números, con los signos adecua- 
dos, que representan sus distancias a estos planos. De la Geometría cartesiana 
tridimensional se hablará con más detalle más adelante. De momento interesa 
la Geometría analítica plana. 

Una figura geométrica, tal como una curva plana, es un conjunto de puntos 
que satisfacen a una o más condiciones. Traduciendo estas condiciones en expre- 


eje y 




Figura 1.2 La circunferencia 
representada por la ecuación 
cartesiana x 1 + y l = r 2 . 
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siones analíticas en las coordenadas xey.se obtienen una o más ecuaciones 
que caracterizan Ia curva en cuestión. Por ejemplo, considérese que la curva es 
una circunferencia de radio r con centro en el origen, como se indica en la 
figura 1.2. Sea P un punto arbitrario de esta circunferencia, y supóngase que P 
tiene de coordenadas (x, y). Entonces, el segmentô OP es la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo cuyos catetos tienen de longitud ]x|, e ]y| y por tanto en 
virtud del teorema de Pitágoras: 

Esta ecuación se denomina la ecuación cartesiana de la circunferencia, y se sa- 
tisface por las coordenadas de todos los puntos de la circunferencia y sólo 
por ellas, de manera que esta ecuación caracteriza completamente la circunferen- 
cia. Este ejemplo muestra cómo se aplica la Geometría analítica para reducir pro- 
posiciones geométricas sobre puntos a proposiciones analíticas con números reales. 

Durante todo su desarrollo histórico, el Cálculo y la Geometría analítica 
han estado íntimamente ligados. Descubrimientos en uno de ellos han dado lugar 
a progresos en el otro. En este libro se irán tratando conjuntamente como en su 
desarrollo histórico, pero sin olvidar que el propósito inicial es introducir el 
Cálculo diferencial e integral. Los conceptos de Geometría analítica requeridos para 
ello, se irán exponiendo conforme se vayan necesitando. De momento, sólo se 
requieren pocos conceptos muy elementales de Geometría analítica plana para 
comprender los rudimentos de Cálculo. Para extender el alcance y las aplicaciones 
del Cálculo se necesita un estudio más profundo de la Geometría analítica, que se 
hará en los capítulos 5 y 6 usando los métodos del Cálculo vectorial. Mientras 
tanto, lo que se necesita de Geometría analítica es estar un poco familiarizado en 
el dibujo de las gráficas de las funciones. 


1.2 Funciones. Ideas generales y ejemplos 

En divcrsos campos de la actividad humana, se presentan relaciones que 
existen entre un conjunto de unos objetos y otro conjunto de otros objetos. 
Gráticas, cartogramas, curvas, tablas, fórmulas, encuestas en la opinión públi- 
ca, etc. son familiares a todo aquel que lee los periódicos. En realidad se trata 
de puros artificios usados para describir relaciones especiales en forma cuantitati- 
va. Los matemáticos consideran como junciones algunos tipos de estas relaciones. 
En esta Sección, se dan unas ideas generales del concepto de función. En la Sec- 
ción 1.3 ofrecemos una definición rigurosa de función. 


ejemplo 1. La fuerza F necesaria para estirar un muelle de acero una 
longitud x a partir de su longitud normal, es proporcional a x. Es decir F = cx, 
donde c es un número independiente de x, que es la constante del muelle. Esta 
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fórmula descubierta por Robert Hooke a mediados del siglo xvn se denomina 
la ley de Hooke y se dice que expresa la fuerza en función del alargamiento. 

ejemplo 2. Se dice que el volumen de un cubo es función de la longitud de 
sus aristas. Si las aristas tienen de longitud x, el Volumen está dado por la fórmu- 
la V = x 3 . 

ejemplo 3. Un número primo es todo entero n > 1 que no puede expre- 
sarse en la forma n = ab, donde a y b son enteros positivos ambos menores que n. 
Los primeros números primos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Dado un número 
real x > 0 es posible contar el número de números primos menores que x. Este 
número se dice que es una función de x, si bien no se conoce una fórmula alge- 
braica sencilla para calcularlo (sin necesidad de contarlos) cuando se conoce x. 

La palabra «función» fue introducida en Matemáticas por Leibniz, que uti- 
lizaba este término para designar cierto tipo de fórmulas matemáticas. Más 
tarde se vio que la idea de función de Leibniz tenía un alcance muy reducido, 
y posteriormente el significado de la palabra función fue experimentando gene- 
ralizaciones progresivas. Actualmente, la definición de función es esencialmente 
la siguiente: Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, 
una función es una ley que asocia a cada objeto de X uno y sólo un objeto en Y. 
E1 conjunto X se denomina el dominio de la función. Los objetos de Y, aso- 
ciados con los objetos en X forman otro conjunto denominado el recorrido de la 
función. (Éste puede ser todo el conjunto Y, pero no es necesario.) 

Letras de los alfabetos espanol y griego, se utilizan frecuentemente para 
designar funciones. En particular se usan mucho las letras /, g, h, G, H, y <p. 
Si / es una función dada y x es un objeto de su dominio, la notación f(x) se 
utiliza para designar el objeto que en el recorrido corresponde a x, en ia función 
/, y se denomina el valor de la función f en x o la imagen de x por f. E1 símbolo 
f(x) se lee, «/ de x». 

La idea de función se puede ilustrar esquemáticamente dc muchas ma- 
neras. Por ejemplo, en la figura 1.3(a) los conjuntos X e Y son sendos con- 
juntos de puntos, y una flecha indica cómo se aparea un punto arbitrario x 
de X con su punto imagen f(x) de Y. Otro esquema es el de la figura 1.3(b) 
donde la función / se imagina como una máquina en la cual los objetos del 
conjunto X se transforman para producir objetos del conjunto Y. Cuando un 
objeto x es transformado por la máquina, el resultado final es el objeto f(x). 

En Cálculo elemental tiene interés considerar en primer lugar, aquellas 
funciones en las que el dominio y el recorrido son conjuntos de números reales. 
Estas funciones se llaman funciones de variable real o más brevemente funciones 
reales y se pueden representar geométricamente mediante una gráfica en el 
plano xy. Se representa ei dominio X en el eje x, y a partir de cada punto x 
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Figura 1.3 Representación esquemática del concepto de junción. 


de X se representa el punto (x, y) donde y = f(x). La totalidad de puntos (x, y) 
se denomina la gráfica de la función. 

A continuación consideramos otros ejemplos de funciones reales. 

ejemplo 4. La función identidad. Supongamos que }(x) = x para todo 
real x. Esta función con frecuencia se denomina la función identidad. Su dominio 
es el eje real, esto es, el conjunto de todos los números reales. Para cada punto 
(x, y) de la gráfica es x = y. La gráfica es una recta que forma ángulos iguales 
con los ejes coordenados (véase figura 1.4). E1 recorrido de / es el conjunto de 
todos Ios números reales. 

ejemplo 5. La función valor absoluto. Consideremos la función que 
asigna a cada número real x el número no negativo |*|. Una parte de su gráfìca 
está representada en la figura 1.5. Designando esta función con la letra <p, se 



Figura 1.4 Gráfica de la 
función identidad f(x) = x. 



Figura 1.5 Función 
valor absoluto <p (x) = |jc|. 
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tiene <p(x) = |x| para todo real x. Por ejemplo, ç>(0) = 0, <p(2) = 2, <p( — 3) = 3. 
Con esta notación expresamos algunas propiedades de los valores absolutos. 

(a) y(-x) = <p(x). (d) <p[<p(x)] = <p(x). 

(b) <p(x 2 ) = x 2 . (e) <p(x) = Vx 2 . 

(c) <p(x + j) < <p(x) + <p(ỳ) (desigualdad triangular). 

ejemplo 6. La función número primo. Para cualquier x > 0, sea ir(x) 
el número de números primos menores o iguales a x. E1 dominio de tt es el 
conjunto de los números reales positivos. Su recorrido es el conjunto de los enteros 
no negativos {0, 1, 2, ... }. En la figura 1.6 se representa una porción de la 
gráfica de n. 



Figura 1.6 La función número primo. Figura 1.7 La función 

factorial. 


(En los ejes x e y se han usado escalas distintas.) Cuando x crece, el valor de la 
función n(x) permanece constante hasta que x alcanza un número primo, en cuyo 
punto el valor de la función presenta un salto igual a 1. Por consiguiente la gráfica 
de 7r consiste en segmentos de recta horizontales. Éste es un ejemplo de una clase 
de funciones llamadas funciones escalonadas; éstas desempenan un papel funda- 
mental en la teoría de la integral. 

ejemplo 7. La función factorial. Para todo entero positivo n, se define 
f(n) como n! = 1 ■ 2 • . . . n. En este ejemplo, el dominio de / es el conjunto de 
los enteros positivos. Los valores de la función crecen con tanta rapidez que es 
más conveniente presentar la función en forma tabular que mediante una gráfica. 
La figura 1.7 es una tabla de pares (n,n!) para n = 1, 2, .... 10. 
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E1 lector debería observar dos rasgos característicos que tienen en común 
todos los ejemplos anteriores. 

(1) Para cada x del dominio X existe una y sólo una imagen y emparejada 
con aquel valor particular de x. 

(2) Cada función engendra un conjunto de pares (x, y), siendo x un elemen- 
to genérico del dominio X, e y es el elemento único de Y que corresponde a x. 

En la mayor parte de los ejemplos anteriores, se presentaron los pares 
(x, y) geométricamente como puntos sobre una gráfìca. En el ejemplo 7 los 
presentamos como pares correspondientes en una tabla. En cada caso, conocer 
la función es conocer, en una u otra forma, todos los pares (x, y) que engendra. 
Esta sencilla observación es el origen de la deftnición del concepto de función 
que se expone en la sección siguiente. 

*1.3 Funciones. Definición formal como conjunto de pares ordenados 

En la Sección anterior, una función se describió como una correspondencia 
que asocia a cada objeto de un conjunto X uno y sólo un objeto de un conjun- 
to Y. Las palabras «correspondencia» y «asocia a» puede que no tengan la 
misma significación para todo el mundo, de manera que reformularemos el con- 
cepto por un camino diferente, basándolo en el concepto de conjunto. Necesitamos 
primero la noción de par ordenado de objetos. 

En la defmición de igualdad de conjuntos, no se menciona el orden en el 
que aparecen los elementos. Así que, los conjuntos {2, 5} y {5, 2} son iguales 
porque constan exactamente de los mismos elementos. En ciertas ocasiones el 
orden es importante. Por ejemplo, en Geometría analítica plana las coordenadas 
(x, y) de un punto representan un par ordenado de números. E1 punto de coorde- 
nadas (2, 5) no es el mismo que el de coordenadas (5, 2), si bien los conjuntos 
{2, 5}y{5, 2} son iguales. Del mismo modo, si tenemos un par de objetos a y b 
(no necesariamente distintos) y deseamos distinguir uno de los objetos, por 
ejemplo a, como el primer elemento y el otro, b, como el segundo, encerramos los 
objetos en un paréntesis (a, b). Lo consideramos como un par ordenado. Decimos 
que dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si y sólo si sus primeros elemen- 
tos son iguales y sus segundos elementos son iguales. Esto es, se tiene 

(a, b) = (c, d) si y sólo si a = c y b = d . 

Vamos ahora a establecer la defìnición de función. 

definición de función. Una función f es un conjunto de pares ordenados 
(x, y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento. 

Si / es una función, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como 
primeros elementos de pares (x, y) de / se llama el dominio de /. E1 conjunto de 
los segundos elementos y se denomina recorrido de /, o conjunto de valores de /. 
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Intuitivamente, una función puede imaginarse como una tabla que consta 
de dos columnas. Cada entrada en la tabla es un par ordenado (x, y ); la columna 
de la x es el dominio de /, y la de las y, el recorrido. Si dos entradas (x, y) y 
(x, z) aparecen en la tabla con el mismo valor de x, para que represente una 
función es necesario que y = z. Dicho de otro modo, una función no puede 
tomar dos valores distintos en un punto dado x. Por lo tanto, para todo x en el 
domino de / existe exactamente un y tal que (x, y) e /. Ya que este y está deter- 
minado con unicidad una vez se conoce x, podemos introducir para él un sím- 
bolo especial. Es costumbre escribir 


7 =/(*) 

en lugar de (x, y) e / para indicar que el par (x, y) pertenece al conjunto /. 

Otra manera de describir una función / especificando los pares que con- 
tiene, y que es usualmente preferible, consiste en describir el dominio de /, y 
luego, para cada x del dominio, describir cómo se obtiene el valor de la función 
/(*). En relación con esto, se tiene el teorema siguiente cuya demostración dejamos 
como ejercicio para el lector. 

teorema 1.1. Dos funciones f y g son iguales si y sólo si 

(a) f y g tienen el mismo dominio, y 

(b) f(x) = g(x) para todo x del dominio de f. 

Conviene darse cuenta que los objetos x y f(x) que aparecen en los pares 
ordenados (x,f(x)) de una función no tienen porqué ser números sino que pueden 
ser objetos de cualquier clase. En ocasiones haremos uso de esta idea general, 
pero en la mayoría de los casos nos interesarán funciones reales, esto es, funcio- 
nes cuyo dominio y recorrido sean subconjuntos de la recta real. 

Algunas de las funciones que aparecen en Cálculo se describen en los ejem- 
plos siguientes. 


1.4 Más ejemplos de funciones reales 

1. Funciones constantes. Una función cuyo recorrido consta de un solo 
número se llama función constante. En la figura 1.8 se muestra un ejemplo, en la 
que f(x) = 3 para todo x real. La gráfica es una recta horizontal que corta al eje 
y en el punto (0, 3). 

2. Funciones lineales. Una función g definida para todo real x mediante 
una fórmula de la forma 


g(x) = ax + b 
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1 

f(x) = 3 

2- 

1- 


0 



Figura 1.8 Función constante 
fíx) = 3. 


y 



g(x) = 2jc — 1 . cuadrático f(x) = x 2 . 


se llama función lineal porque su gráfica es una recta. E1 número b es la ordena- 
da en el origen; es la coordenada y del punto (0, b) en el que la recta corta al 
eje y. E1 número a es la pendiente de la recta. Un ejemplo, g(x) = x, está dibu- 
jado en la figura 1.4. En la figura 1.9 se muestra otro g(x) = 2x — 1. 

3. Funciones potenciales. Para un entero positivo n, sea / la función de- 
finida por f(x) = x n para todo real x. Cuando n = 1, ésta es la función identidad, 
representada en la figura 1.4. Para n = 2 la gráfica es una parábola, parte de la 
cual se ve en la figura 1.10. Para n = 3, la gráfica es una cúbica y está representa- 
da en la figura 1.11 (pág. 69). 


4. Funciones polinómicas. Una función polinómica P es la definida para 
todo real x por una ecuación de la forma 

P(x) = c 0 + c x x +-1- c n x n = J,c k x k . 


Los números c 0 , c x , .... c„ son los coeficientes del polinomio, y el entero no 
negativo n es su grado (si c„ + 0). Quedan incluidas en este tipo de funciones, las 
funciones constantes y las potenciales. Los polinomios de grados 2, 3 y 4 se de- 
nominan polinomios cuadráticos, cúbicos y cuárticos respectivamente. La figu- 
ra 12 presenta una parte de la gráfìca de una función polinómica cuártica P 
dada por P(x) = i x 4 — 2x 2 . 
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5. La circunferencia. Volvamos a la ecuación cartesiana de la circunferen- 
cia, x 2 + y 2 = r 2 y resolvámosla respecto a y. Existen dos soluciones dadas por 



(Recuerde el lector que si a > 0, el símbolo Va representa la raíz cuadrada po- 
sitiva de a. La raíz cuadrada negativa es — Va.) Hubo un tiempo en que l os mate - 
máticos decían que y era una función bi-valente de x dada por y = ± Vr 2 — x 2 . 
No obstante, modernamente no se admite la «bi-valencia» como propiedad de las 
funciones. La defmicicn de función exige que a cada x perteneciente al dominio, 
corresponde uno y sólo un valor de y en el recorrido. Geométricamente, esto 
significa que las rectas verticales cortan la gráfica en un solo punto. Por consi- 
guiente para hacer hacer compatible el anterior ejemplo con el concepto teórico, 
decimos que las dos soluciones para y defìnen dos funciones, / y g, siendo 



para cada x que satisface —r<,x£r. Cada una de estas funciones tiene como 
dominio el intervalo comprendido entre — r y r. Si |x| > r, no existe valor real 
de y tal que x 2 + y 2 = r 2 , y decimos que las funciones f y g no están definidas 
para tal x. Puesto que f(x) es la raíz cuadrada no negativa de r 2 — x 2 , la gráfìca 
de / es la semicircunferencia representada en la figura 1.13. Los valores de la 
función g son <, 0, y por tanto la gráfica de g es la semicircunferencia inferior 
dibujada en la figura 1.13. 

6. Sumas, productos y cocièntes de funciones. Sean / y g dos funciones 
reales que tienen el mismo dominio D. Se pueden construir nuevas funciones a 
partir de / y g por adición, multiplicación o división de sus valores. La función u 
definida por 


u(x) =f(x) + g(x) si xeD 


se denomina suma de / y g y se representa por f + g. Del mismo modo, el pro- 
ducto v = f ■ g y el cociente w = f/g están definidos por las fórmulas 

v(x) = f(x)g(x) si xeD, w(x) =f( x )fg(x) si x e D y g(x) j* 0. 


Con el conjunto de los Ejercicios que siguen se intenta dar al lector cierta 
soltura en el manejo de la notación empleada para las funciones. 
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1.5 Ejercicios 


1. Sea f(x) = x + 1 para todo real x. Calcular:/(2), /(-2), -/(2), f{\), l//(2), 
f(a + b), f(à) +f(b),f(a)f(b). 

2. Sean f(x) = í + x y g(x) = 1 - x para todo real x. Calcular: f(2) + g( 2), 
/(2) - g(2),f(2)g(2),f(2)lg(2),f[g(2)], g[f(2)],f(a) + g( -a),f(t)g( -1). 

3. Sea <f(x) = \x — 3| + 1* — 11 para todo real x. Calcular: <p( 0), <p(l), <p(2), <p(i), 
<p( — 1), <p( —2). Determinar todos los valores de r para los que <p(t +2) = <p(t). 

4. Sea f(x) = x 2 para todo real x. Calcular cada una de las fórmulas siguientes. En cada 
caso precisar los conjuntos de números reales x, y, t, etc., para los que la fórmula 
dada es válida. 

(a )f(-x)=f(x). (d) f(2ý) — 4/(v). 

(b) f(y) ~f(x) =(y~ x)(y + x). (e) /(/*) =f(tf. 

(c) f(x + h) — f(x) = 2 xh + /i 2 . (f) VfW) = \a\. 

5. Sea g(x) = \/4 — x 2 para |jc| <, 2. Comprobar cada una de las fórmulas siguientes e 
indicar para qué valores de x, y, s, y t son válidas 

(a) g( -x) = g(x). (d) g(a - 2) = J4a - a 2 . 

(b) g(2y) = 2 yf\ - y 2 . (e) g^j = Wu> - sK 
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6. Sea / la función definida como sigue: f(x) = 1 para 0 < x < 1; f(x) = 2 para 1 < x <, 2. 
La función no está definida si x < 0 o si x > 2. 

(a) Trazar la gráfica de /. 

(b) Poner g(x) = f(2x). Describir el dominio de g y dibujar su gráfica. 

(c) Poner h(x) = f(x — 2). Describir el dominio de h y dibujar su gráfica. 

(d) Poner k(x) = f(2x) + f(x — 2). Describir el dominio de k y dibujar su gráfica. 

7. Las gráficas de los dos polinomios g(x) = x y f(x) = x 3 se cortan en tres puntos. Dibujar 
una parte suficiente de sus gráficas para ver cómo se cortan. 

8. Las gráficas de los dos polinomios cuadráticos f(x) =x 2 — 2y g(x) =2x 2 +Ax + \ se 
cortan en dos puntos. Dibujar las porciones de sus gráficas comprendidas entre sus 
intersecciones. 

9. Este ejercicio desarrolla ciertas propiedades fundamentales de los polinomios. Sea 
f(x) = c k x k un polinomio de grado n. Demostrar cada uno de los siguientes 
apartados: 

(a) Si n > 1 y /(0) = 0, f(x) = xg(x), siendo g un polinomio de grado n — 1. 

(b) Para cada real a, la función p dada por p(x) = f(x + a) es un polinomio de grado u. 

(c) Si n > 1 y f(a) = 0 para un cierto valor real a, entonces f(x) = (x — a)h(x), siendo 
h un polinomio de grado n — 1. [ Indicación : Considérese p(x) = f(x + a).] 

(d) Si f(x) = 0 para n 1 valores reales de x distintos, todos los coeficientes c k son 
cero y f(x) = 0 para todo real x. 

(e) Sea g(x) = b k x k un polinomio de grado m, siendo m > n. Si g(x) = f(x) para 

m + 1 valores reales de x distintos, entonces m = n, b k = c k para cada valor de k, y 
g(x) = f(x) para todo real x. 

10. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que satisfacen las condicio- 
nes dadas. 

(a) p( 0) =/>(1) =/t(2) = 1. (c) /7(0) =/7(1) = 1. 

(b) /7(0) = /7(1) = 1, /7(2) = 2. (d) /7(0) = /7(1). 

11. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que para todo real x satis- 
facen las condiciones que se dan. 

(a) p(x) = / 7(1 - x). (c) p(2x) = 2p(x). 

(b) p(x) = /7(1 + x). (d) p(ix) = p(x + 3). 

12. Demostrar que las expresiones siguientes son polinomios poniéndolas en la forma 
2™=o a kX k para un valor de m conveniente. En cada caso n es entero positivo. 

(a) (1 + x) 2n . (b) 1 ~_*" +1 , x*l. (c) 1T(1 + x 2k ). 


1.6 E1 concepto de área como función de conjunto 

Cuando un matemático intenta desarrollar una teoría general que abarque 
muchos conceptos distintos, procura aislar propiedades comunes que parecen ser 
fundamentales para cada una de las aplicaciones particulares que considera. 
Utiliza entonces esas propiedades como piedras fundamentales de su teoría. 
Euclides siguió este método al desarrollar la Geometría elemental como un sis- 
tema deductivo basado en un conjunto de axiomas. Nosotros hemos utilizado el 
mismo proceso en la introducción axiomática del sistema de números reales, y lo 
usaremos una vez más en nuestra discusión del concepto de área. 
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Cuando asignamos un área a una región plana, asociamos un número a un 
conjunto S del plano. Desde el punto de vista puramente matemático, esto signifìca 
que se tiene una función a (función área) que asigna un número real a(S) (el área 
de S) a cada conjunto S de una cierta colección de conjuntos dada. Una función 
de esta naturaleza, cuyo dominio es una colección de conjuntos y cuyos valores 
son números reales, se llama función de conjunto. E1 problema básico es este: 
Dado un conjunto plano S, <Lqué área a(S) asignaremos a S? 

Nuestro método para abordar este problema consiste en partir de ciertas 
propiedades que el área debiera tener y tomarlas como axiomas para el área. 
Cualquier función de conjunto que satisfaga esos axiomas se llamará función 
área. Es necesario demostrar que existe realmente, una función área. Aquí no in- 
tentaremos hacerlo. En cambio, suponemos la existencia de dicha función área 
y deducimos nuevas propiedades a partir de los axiomas*. 

Antes de establecer los axiomas para el área, haremos algunas obser- 
vaciones acerca de los conjuntos del plano a los que se puede asignar área. Éstos 
se llamarán conjuntos medibles; la colección de todos los conjuntos medibles se 
designará porJt. Los axiomas contienen la sufìciente información acerca de los 
conjuntos de Jt para permitirnos demostrar que todas las fìguras geométricas 
que aparecen en las aplicaciones usuales del cálculo están en .M y que sus áreas 
pueden calcularse por integración. 

Uno de los axiomas (axioma 5) establece que todo rectángulo es medible y 
que su área es el producto de las longitudes de sus lados. La palabra «rectán- 
gulo» se usa aquí para referirse a cualquier conjunto congruente ** a un conjunto 
de la forma 


siendo h >Qyk>0. Los números h y k son las longitudes de los lados del rec- 
tángulo. Consideramos un segmento o un punto como un caso particular de un 
rectángulo suponiendo que h o k (o ambos) sean cero. 

A partir de rectángulos podemos construir conjuntos más complicados. 
E1 conjunto dibujado en la figura 1.14 es la reunión de una colección finita de 
rectángulos con sus bases en el eje x, y se llama región escalonada. Los axiomas 
implican que cada región escalonada es medible y que su área es la suma de las 
áreas de los rectángulos componentes. 

* Una construcción elemental de una función área se encuentra en los capítulos 14 y 22 
de Edwin E. Moise, Elementary Geometry From An Advanced Standpoint, Addison-Wesley 
Publishing Co., 1963. 

** La congruencia se usa aquí en el mismo sentido que en la Geometría euclidiana 
elemental. Dos conjuntos son congruentes si sus puntos pueden ponerse en correspondencia 
uno a uno de modo que las distancias se conserven. Esto es, si a dos puntos p y q en un 
conjunto corresponden p' y q' en el otro, la distancia de p a q debe ser igual a la de 
p' a q'; siendo esto cierto para un par p, q cualquiera. 
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Región escalonada 


(a)Conjunto de 
ordenadas 


(b) Región esca- 
lonada interior 


(c)Región esca- 
lonada exterior 


Figura 1.14 


Figura 1.15 Conjunto de ordenadas encerrado 
por dos regiones escalonadas. 


La región Q dibujada en la figura 1.15(a) es un ejemplo de conjunto de orde- 
nadas. Su contorno superior es la gráfica de una función no negativa. E1 axioma 6 
nos permitirá demostrar, que muchos conjuntos de ordenadas son medibles y 
que sus áreas pueden calcularse aproximando tales conjuntos por regiones esca- 
lonadas interiores y exteriores, como se indica en las figuras 1.15(b) y (c). 

Expongamos ahora los mencionados axiomas. 

definición axiomática de área. Supongamos que existe una clase J( de 
conjuntos del plano medibles y una función de conjunto a, cuyo dominio esJ(, 
con las propiedades siguientes: 

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de Jt, se tiene 
a(S) £ 0. 

2. Propiedad aditiva. Si S y T pertenecen aM, también pertenecen aj(, 
SuTySnT, yse tiene 

a(S U T) = a(S) + a(T) - a(S n T). 

3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a M siendo S £ T, 
entonces T — S está en M, y se tiene a(T — S) = a(T) — a(S). 

4. Invariancia por congruencia. Si un conjunto S pertenece a ,Jt y T es 
congruente a S, también T pertenece a J( y tenemos a(S) = a(T). 

5. Elección de escala. Todo rectángulo R pertenece aJ(. Si los lados de 
R tienen longitudes h y k, entonces a(R) = hk. 

6. Propiedad de exhaución. Sea Q un conjunto que puede encerrarse en- 
tre dos regiones S y T, de modo que 

( 1 . 1 ) 


se Q £ T. 
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Si exìste uno y sólo un número c que satisface las desigualdades 
a(S) < c < a(T) 

para todas las regiones escalonadas S y T que satisfagan (1.1), entonces Q es 
medible y a(Q) = c. 

E1 axioma 1 establece simplemente qúe el área de un conjunto plano 
medible es un número positivo o nulo. E1 axioma 2 nos dice que cuando un 
conjunto está formado por dos regiones (que pueden ser sin parte común), el 
área de la reunión es la suma de las áreas de las dos partes menos el área de su 
intersección. En particular, si la intersección tiene área nula, el área del conjunto 
es la suma de las áreas de las dos partes. 

Si restamos un conjunto medible S de un conjunto medible T mayor, el 
axioma 3 establece que la parte restante, T — S, es medible y su área se obtiene 
por sustracción, a(T — S) = a(T) — a(S). En particular, este axioma implica que 
el conjunto vacío 0 es medible y tiene área nula. Puesto que a(T — S) > 0, el 
axioma 3 también implica la propiedad de monotonía: 

a(S) < a(T), para conjuntos S y T de J( tales que S £ T. 

Dicho de otro modo, un conjunto que es parte de otro no puede tener área mayor. 

E1 axioma 4 asigna áreas iguales a los conjuntos que tienen el mismo ta- 
mano y la misma forma. Los cuatro primeros axiomas se satisfarían trivialmente 
si se asignara el numero cero como área de todo conjunto de J(. E1 axioma 5 
asigna área no nula a ciertos rectángulos y por eso excluye aquel caso trivial. 
Finalmente, el axioma 6 incorpora el método griego de exhaución; y nos per- 
mite extender la clase de conjuntos medibles de las regiones escalonadas a regio- 
nes más generales. 

E1 axioma 5 asigna área cero a todo segmento de recta. E1 uso repetido de 
la propiedad aditiva demuestra que toda región escalonada es medible y que su 
área es la suma de las áreas de los rectángulos componentes. Otras consecuencias 
de los axiomas se comentan en el siguiente conjunto de Ejercicios. 

1.7 Ejercicios 

En este conjunto de Ejercicios se deducen las propiedades del área a partir de los axio- 
mas establecidos en la Sección anterior. 

1. Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es medible y tiene área nula: (a) Un 
conjunto que consta de un solo punto. (b) E1 conjunto de un número fmito de puntos. 
(c) La reunión de una colección finita de segmentos de recta en un plano. 

2. Toda región en forma de triángulo rectángulo es medible pues puede obtenerse como 
intersección de dos rectángulos. Demostrar que toda región triangular es medible y que 
su área es la mitad del producto de su base por su altura. 
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3. Demostrar que todo trapezoide y todo paralelogramo es medible y deducir las fórmulas 
usuales para calcular su área. 

4. Un punto (x, y) en el plano se dice que es un punto de una red, si ambas coordenadas 
x e y son enteras. Sea P un polígono cuyos vértices son puntos de una red. E1 área de 
P es/+|B —1 donde I es el número de puntos de la red interiores a P, y B el de 
los de la frontera. 

(a) Probar que esta fórmula es correcta para rectángulos de lados paralelos a los ejes 
coordenados. 

(b) Probar que la fórmula es correcta para triángulos rectángulos y paralelogramos. 

(c) Emplear la inducción sobre el número de lados para construir una demostración para 
polígonos en general. 

5. Demostrar que un triángulo cuyos vértices son puntos de una red no puede ser equi- 
látero. 

[Indicación: Supóngase que existe un tal triángulo y calcular su área de dos ma- 
neras, empleando los Ejercicios 2 y 4.] 

6. Sean A = {1, 2, 3, 4, 5} y la clase de todos los subconjuntos de A. (Son en número de 
32 contando el mismo A y el conjunto vacío 0.) Para cada conjunto S de , represen- 
temos con n(S) el número de elementos distintos de S. Si S = {1, 2, 3, 4} y T = {3, 4, 5}, 
calcular /i(SuT), n(SnT), n(S—T) y n(T—S). Demostrar que la función de conjunto n 
satisface los tres primeros axiomas del área. 


1.8 Intervalos y conjuntos de ordenadas 


En la teoría de la integración se trabaja principalmente con funciones reales 
cuyos dominios son intervalos en el eje x. Algunas veces es importante distin- 
guir entre intervalos que incluyen sus extremos y aquellos que no los incluyen. 
Esta distinción se hace introduciendo las siguientes definiciones: 


a < x < b 
Cerrado 


Abierto Semiabierto 

Figura 1.16 Ejemplos de intervalos. 


a < x < b 
Semiabierto 


Si a < b, se indica por [a, 6] el conjunto de todos los x que satisfacen las 
desigualdades a < x < b y se denomina intervalo cerrado de a a b. E1 intervalo 
abierto correspondiente, indicado por (a, b ) es el conjunto de todos los x que 
satisfacen a < x < b. E1 intervalo cerrado [a, 6] incluye los extremos a, b, 
mientras que el abierto no los incluye (véase fig. 1.16). E1 intervalo abierto 
(a,b) se denomina también el interior de [a, 6]. Los intervalos semiabiertos 
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(a, b] y [a, b) que incluyen sólo un extremo están defìnidos por las desigualda- 
desfl<x^fcya^x<6, respectivamente. 

Sea / una función no negativa cuyo dominio es el intervalo cerrado [a, ò]. 
La parte de plano comprendida entre la gráfìca de / y el eje de las x se denomina 
el conjunto de ordenadas de /. Precisando más, el conjunto de ordenadas de / 
es el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisfacen las desigualdades: 

a<x<b, 0 <y<f(x). 

En cada uno de los ejemplos dados en la fìgura 1.17 la parte rayada representa 
el conjunto de ordenadas de la función correspondiente. 

Los conjuntos de ordenadas son entes geométricos cuyas áreas se desea definir 
y calcular por medio del Cálculo integral. E1 concepto de integral se definirá 
primero para funciones escalonadas y luego se utilizará la integral de funciones 



a b a b 


Figura 1.17. Ejemplos de conjuntos de ordenadas. 

escalonadas para formular la definición de integral para funciones más gene- 
rales. Para realizar este programa, es necesario dar una definición analítica de 
lo que se entiende por una función escalonada, lo que se consigue fácilmente 
refiriéndola al concepto de partición, del que se trata a continuación. 

1.9 Particiones y funciones escalonadas 

Un intervalo [a, ò] cerrado, se supone descompuesto en n subintervalos 
fijando n — 1 puntos de subdivisión, x,, x. A , .... x„-, sujetos únicamente a la 
restricción: 

(1.2) a < X! < x 2 < - ■ ■ < x„_ t < b . 

Es conveniente designar el punto a por x„ y el b por x„. Un conjunto de puntos 
que satisfacen (1.2) se denomina una parliciún P de [a, 6], y se utiliza el símbolo: 


p = (*». • • •. *»} 
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para designar tal partición. La partición P determina n subintervalos cerrados 
K, Jfi], [*i [x ní , x n ] . 

[Afit-i.xt] indica uno de estos subintervalos cerrados y se dice que es precisa- 
mente el subintervalo cerrado A:-ésimo de P; un ejemplo se tiene en la figura 1.18. 
E1 subintervalo abierto correspondiente (Xk- U Xk) se denomina el subintervalo 
abierto &-ésimo de P. 

Con auxilio de estos conceptos se puede dar ya una definición analítica de 
función escalonada. 


/k-éúmo subintervalo [jc* _,, x*) 


Figura 1.18 Ejemplo de una partición de [ a , b]. 

definición de función escalonada. Una función s cuyo dominio es el 
intervalo cerrado [a, 6] se dice que es una función escalonada, si existe una par- 
tición P = {*(,, *i, ..., x n } de [a, 6] tal que s es constante en cada subintervalo 
abierto de P. Es decir, para cada k = 1, 2, ..., n existe un número real Sk 
tal que; 


s(x) = s k si **-i < x <, x k . 


A veces las funciones escalonadas se llaman funciones constantes a trozos. 


Nota: En cada uno de los extremos x k _ k y x k la función ha de estar defìnida, 
pero el valor que tome no ha de ser necesariamente el mismo s k . 


ejemplo. Un ejemplo conocido de función escalonada es la «función de 
franqueo postal» cuya gráfica está representada en la figura 1.19. Teniendo en 
cuenta que el franqueo de una carta es de una peseta por cada 20 g o fracción 
hasta 100 g, la gráfica de esta función escalonada está formada por intervalos 
semiabiertos que contienen su extremo de la derecha. E1 dominio de esta función 
es el intervalo [0,100]. 

A partir de una partición P de [a, b] se puede formar otra partición P' ana- 
diendo a los puntos que ya estaban en P, otros nuevos. Una tal partición P' 
se denomina un afinamiento de P y se dice que es más fina que P. Por ejemplo, 
el çonjunto P = {0, 1, 2, 3, 4} es una partición del intervalo [0, 4]. Adjuntando 
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P': 0 3 1 V2 2 3 7 4 


01 1 2 3 4 '4 2 

Figura 1.19 La función de franqueo Figura 1.20 Partición P de [0, 4] y un 

postal. afinamiento P' 

los puntos 3/4, Vï, y 7/2 se obtiene una nueva partición P' de [0, 4] que es 
P' = { 0, 3/4, 1 , V 2 , 2, 3, 7/2, 4} y es un afìnamiento de P (véase fig. 1.20). Si 
una función escalonada es constante en los subintervalos abiertos de P, es 
también constante en los subintervalos abiertos de cada afinamiento F. 

1.10 Suma y producto de funciones escalonadas 

Sumando los valores correspondientes de funciones escalonadas dadas, se 
pueden formar otras nuevas funciones escalonadas. Por ejemplo, supóngase 
que s y t son funciones escalonadas definidas ambas en el mismo intervalo 
[a, &]. Sean P, y P 2 particiones de [a, b] tales que s es constante en los subin- 
tervalos abiertos de P, y í es constante en los subintervalos abiertos de P 2 . 
A partir de s y t se puede defìnir una nueva función escalonada u por medio 
de la suma: 

tt(x) = s(x) + t(x) si a < x < b . 

Gráfica de í + t 


Gráfica de s Gráfica deí 



Figura 1.21 Suma de dos funciones escalonadas. 
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Para ver que u es ahora una función escalonada se ha de encontrar una par- 
tición P tal que u sea constante en los subintervalos abiertos de P. Para formar 
esta nueva partición P se toman todos los puntos de P x junto con todos los 
puntos de P 2 . Esta partición, reunión de P x y P 2 , se llama afinamiento común 
de Pi y P 2 . Puesto que tanto s como t son constantes en los subintervalos abiertos 
del afinamiento común, también lo es u. En la figura 1.21 se ofrece un ejemplo. 
La partición P x es {a,x l3 b}, la partición P 2 es [a,x\ b }, y el afinamiento común 
es {a, x{, x lt b}. 

Análogamente, se puede formar a partir de s y t una nueva función esca- 
lonada v, multiplicando los valores correspondientes: 

Esta nueva función escalonada v se denomina producto de s y t y se designa 
por s • t. Un caso particular importante es aquel en que uno de los factores, por 
ejemplo t, es constante en todo el intervalo [a, b]. Si t(x) = c para cada x en 
[a, b}, entonces cada valor de la función v(x) se obtiene multiplicando por la 
constante c, el valor de la función escalonada s(x). 


1.11 Ejercicios 


En este conjunto de Ejercicios, [x] representa el mayor entero < x; es decir, la parte 
entera de x. 

1. Sean f(x) = [x] y g(x) = [2x] para todo real x. En cada caso, dibujar la gráfica de 
la función h defmida en el intervalo [— 1,2] por la fórmula que se da 

(a) h(x) = f(x) + g(x). (c) h(x) =f(x)g(x). 

(b) h(x) =f(x) +g(x/ 2). (d) h(x) = }f(2x)g(x/2). 

2. En cada uno de los casos, f representa una función definida en el intervalo [—2,2] 

por la fórmula que se indica. Dibújense las gráficas correspondientes a cada una de las 

funciones f. Si / es una función escalonada, encontrar la partición P de [—2,2] tal que 
/ es constante en los subintervalos abiertos de P. 

(a) f(x) =x + M. (d) f(x) = 2[x]. 

(b) f(x) = x - M. (e) f(x) = (x+ *]. 

(c) f(x) = [-*]. (0 f(x) = [x] + [x + H 

3. En cada caso, dibujar la gráfica de la función definida por la fórmula que se da. 

(a) f(x) = [\/x] para 0 < x <, 10. (c) f(x) = V(x] para 0 < x < 10. 

(b) /(*) = [**] para 0 < x < 3. (d) f(x) = [x] 2 para 0 < x < 3. 

4. Demostrar que la función parte entera tiene las propiedades que se indican. 


(a) [x + n] 

(b) í-x] = 


= M + n para cada entero rt. 
I— M si X entero, 

[—[x] — 1 en otro caso. 


(c) [x+y] =[x] + [y] o [x] + [y] + ï. 

(d) [2*] = [x] + [x+ \]. 

(e) [3x] = [x] + [x + i] + [x + f]. 
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Ejercicios optativos. 

5. Las fórmulas de los Ejercicios 4(d) y 4(e) sugieren una generalización para [nx]. Esta- 
blecer y demostrar una tal generalización. 

6. Recuérdese que un punto de red (x, y) en el plano es aquel cuyas coordenadas son en- 
teras. Sea / una función no negativa cuyo dominio es el intervalo [a, b], donde a y b 
son enteros, a < b. Sea S el conjunto de puntos (x, y) que satisfacen a < x < b, 
0 < y < f(x). Demostrar que el número de puntos de la red pertenecientes a S es igual 
a la suma 


J :ym. 

7. Si a y b son enteros positivos primos entre sí, se tiene la fórmula 

Se supone que para b = 1 la suma del primer miembro es 0. 

(a) Dedúzcase este resultado geométricamente contando los puntos de la red en un trián- 
gulo rectángulo. 

(b) Dedúzcase este resultado analíticamente de la manera siguiente. Cambiando el índice 
de sumación, obsérvese que [najb] = 2^=1 [«(* — «)/6].Aplíquense luego los Ejer- 
cicios 4(a) y (b) al corchete de la derecha. 

8. Sea S un conjunto de puntos en la recta real. La función característica de S es, por de- 
fìnición, la función Xs (x) = 1 para todo x de S, y Xs (x) = 0 para aquellos puntos que 
no pertenecen a S. Sea / una función escalonada que toma el valor constante c k en el 
fe-simo subintervalo I k de una cierta partición de un intervalo [a,b]. Demostrar que 
para cada x de la reunión /j u / 2 u • • • u /„ se tiene 

/w -ìcfi'jtx). 


Esta propiedad se expresa diciendo que toda función escalonada es una combinación 
lineal de funciones características de intervalos. 


1.12 Defmición de integral para funciones escalonadas 


En esta Sección se introduce la defmición de integral para funciones es- 
calonadas. Esta definición se ha de construir de manera que si una función es 
no negativa, su integral sea un número que se adapte a la idea intuitiva de lo 
que «sería» el área del recinto de ordenadas correspondiente. 

Sea s una función escalonada defìnida en [a, b~\, y sea P = {x 0 , x lt ..., x„} 
la partición de [a, b\ tal que s es constante en los subintervalos abiertos de P. 
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Se designa por s* el valor constante que toma s en el subintervalo abierto 
fc-ésimo, de manera que: 

s(x) = s k si x k _ ^ < x < x k , k = 1,2,...,«. 

DEFINICIÓN DE INTEGRAL DE FUNCIONES ESCALONADAS. La integral de S 

de a a b, que se designa por el símbolof * s(x) dx, se define mediante la siguiente 
fórmula: 

( L3 ) f 6 s(x)dx =2 s k -(x k - 

' a *=i 

Es decir, para obtener el valor de la integral, se multiplica cada valor s* 
constante, por la lorigitud de intervalo fc-simo correspondiente, formando el pro- 
ducto Sk’ (xk — Xk-i) y se suman luego todos los productos obtenidos. 

Obsérvese que los valores de la función en los extremos de los intervalos 
no se toman en cuenta ya que no aparecen en el segundo miembro de (1.3). En 
particular, si s es constante en el intervalo abierto (a, b), es decir, s(x) = c si 
a < x < b, se tiene entonces: 

s(x) dx = cÌ(x* - x^O = c(b - a), 

independiente de cuales sean los valores s(a) y s(b). Si c > 0 y s(x) = c para 
todo x del intervalo cerrado \_a, ri], el conjunto de ordenadas de s es un rectán- 
gulo de base b — a y altura c; la integral de s es c(b — a), el área de este 
rectángulo. Cambiando el valor de s en uno de los puntos a o b o en ambos, 
çambia el conjunto de ordenadas pero no se altera la integral de s o el área de 
su conjunto de ordenadas. Por ejemplo, los dos conjuntos de ordenadas de la 
figura 1.22 tienen áreas iguales. 



Figura 1.22 Cambiando el valor de la función Figura 1.23 Conjunto de ordenadas 

en dos puntos no varía el área del conjunto de de una función escalonada. 

ordenadas. 
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E1 conjunto de ordenadas de cualquier función escalonada s consta de un 
número finito de rectángulos, uno por cada intervalo en que la función es cons- 
tante; el conjunto de ordenadas puede también poseer o carecer de ciertos seg- 
mentos verticales, dependiendo de la manera cómo la función está definida en los 
puntos de subdivisión. La integral de s es igual a la suma de las áreas de cada 
uno de los rectángulos, prescindiendo de los valores que toma s en los puntos de 
división. Esto está de acuerdo con el hecho de que los segmentos verticales tienen 
área cero y no contribuyen en nada al área del conjunto de ordenadas. En la figu- 
ra 1.23, la función escalonada s toma los valores constantes 2, 1, y J en los inter- 
valos abiertos (1, 2), (2, 5), y (5, 6) respectivamente. Su integral es igual a 

j 6 s(x) dx = 2 • (2 - 1) + 1 ■ (5 - 2) + î • (6 - 5) = . 

Debe observarse que la fórmula para la integral en (1.3) no depende de la 
elección de la partición P mientras s sea constante en los subintervalos abiertos 
de P. Por ejemplo, si se. sustituye P por una partición más fina P' anadiendo un 
nuevo punto de división í, siendo x» < t < Entonces el primer término del 
segundo miembro de (1.3) se reemplaza por los dos términos Si • (t — x 0 ) y 
s, • (x, — t), y los restantes términos no cambian. Puesto que 

S x • (/ - X 0 ) + Si • (*! - í) = Sj • (x,. - x 0 ) , 

el valor de toda la suma no cambia. Podemos pasar de P a cualquier partición 
más fina P' anadiendo los nuevos puntos de subdivisión uno tras otro. En cada 
paso, la suma de (1.3) no cambia, de modo que la integral es la misma para todos 
los afinamientos de P. 


1.13 Propiedades de la integral de una función escalonada 

En esta Sección se dan unas propiedades fundamentales a las que satisface 
la integral de una función escalonada. La mayor parte de estas propiedades 
parecen obvias cuando se interpretan geométricamente y algunas de ellas inclu- 
so triviales. Todas estas propiedades son válidas para integrales de funciones 
más generales, y establecidas para el caso de funciones escalonadas, las demos- 
traciones para el caso general serán simples consecuencias. Las propiedades se 
dan como teoremas y en cada caso se da una interpretación geométrica por medio 
de las áreas. Las demostraciones analíticas de los mismos se dan en la Sección 1.15. 

La primera propiedad establece que la integral de una suma de dos funcio- 
nes escalonadas es igual a la suma de las integrales. Ésta se conoce como la pro- 
piedad aditiva y se representa en la figura 1.24. 
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Figura 1.24. La propiedad aditiva de la integral. 

TEOREMA 1.2. PROPIEDAD ADITIVA. 

j b [s(x) + í(x)] dx =£ s(x) dx + £ í(x) dx . 

La propiedad siguiente se pone de manifiesto en la figura 1.25 y se deno- 
mina propiedad homogénea, y expresa que si cada valor de la función se multi- 
plica por una constante c, la integral queda también multiplicada por c. 

teorema 1.3. propiedad homogénea. Para todo número real c, se tiene 
J 6 c • s(x) dx = c j b s(x) dx . 

Estos dos teoremas pueden combinarse en una fórmula conocida como pro- 
piedad de linealidad. 


s 

msSm 

a b 

Figura 1.25 La propiedad h 



teorema 1.4. propiedad de linealidad. Para todo par de números rea- 
les Ci y c 3 se tiene 

J 6 [qsfx) + c 2 í(x)] dx = c x j b s(x) dx + c 2 J 6 t(x) dx . 
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E1 teorema que sigue es un teorema de comparación y expresa que si una 
función escalonada tiene en todo el intervalo [û, 6] valores mayores que otra, su 
integral en este intervalo también es mayor. 

TEOREMA 1.5. TEOREMA DE COMPARACIÓN. SÌ s(x ) < t(x) para todo X de 
[a, 6], entonces 


1" s(x) dx < £ t(x) dx . 


La interpretación geométrica de este teorema indica, que si un conjunto de orde- 
nadas está contenido en otro, el área de la región menor no puede exceder a la de 
la mayor. 

Las propiedades que se han dado hasta ahora se refteren todas ellas a fun- 
ciones escalonadas definidas en un intervalo común. La integral tiene otras pro- 
piedades importantes que relacionan integrales definidas en intervalos distintos. 
Entre ellas se tiene el siguiente 

TEOREMA 1.6. ADITIVIDAD RESPECTO AL INTERVALO DE INTEGRACIÓN. 

£ s(x) dx + £ s(x) dx = £ s(x) dx si a <c <b . 


Este teorema refleja una propiedad del área que está ilustrada en la figura 1.26. 
Si un conjunto de ordenadas se descompone en dos, la suma de las áreas de las 
dos partes es igual al área del total. 

E1 teorema que sigue expresa la invariancia frente a una traslación. Si el 
conjunto de ordenadas se «traslada» una cantidad c, el conjunto de ordenadas 
resultante es el de otra función escalonada t que se deduce de la s por medio de 
la ecuación: <(x) = s(x — c). Si s está definida en [a, b], t estará definida en 



Figura 1.26 Aditividad con respecto Figura 1.27 Invariancia de la integral 

al intervalo de integración. respectoauna traslación:t(x) = s(x — c). 


[a + c, b + c], y sus conjuntos de ordenadas tienen la misma área. Esta propie- 
dad se expresa analíticamente como sigue: 
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TEOREMA 1.7. INVARIANCIA FRENTE A UNA TRASLACIÓN. 

| 6 s(x) dx = / 6 / c s(x — c) dx para todo real c . 

Su significado geométrico se ve en la figura 1.27 para c > 0. Si c < 0, el conjunto 
de ordenadas se traslada haçia la izquierda. 

La propiedad homogénea indica cuál es la variación que experimenta una 
integral cuando se efectúa un cambio de escala en el eje y. E1 teorema que se 
da a continuación se refiere a un cambio de escala en el eje x. Si s es una función 
escalonada definida en el intervalo [a, 6] y se altera la escala en la dirección 
horizontal, multiplicando cada coordenada x por un factor k > 0, la nueva 
gráfica es la de otra función escalonada t definida en el intervalo \_ka, k h ~\ y re- 
lacionada con s por medio de la ecuación: 

í(x) = s^j si ka <,x <,kb . 


La figura 1.28 presenta un ejemplo con k = 2, y se ve que la figura alterada 
tiene área doble que la de la figura original. En general, si se considera un factor 



b 2 a 2x, 2b 


Figura 1.28 Cambio de escala en el eje de las x: t(x) = s(x/2). 

positivo k, la integral queda multiplicada por k. Expresàda analíticamente, esta 
propiedad tiene la forma siguiente: 

TEOREMA 1.8. DILATACIÓN O CONTRACCIÓN DEL INTERVALO DE INTEGRACIÓN. 

j* s^j dx = fcj s(x) dx para todo fc > 0 . 

Hasta ahora, al utilizar el símbolo J* se ha entendido que el límite inferior 
a era menor que el límite superior b. Es conveniente extender un poco los concep- 
tos y considerar integrales con el límite inferiòr mavor que el superior. Esto se 
logra definiendo: 


(1.4) 


/“ s(x) dx = — /" s(x) dx 


si a < b . 
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Se define también: 


[" s(x) dx = 0 , 


definición sugerida al hacer a = b en (1.4). Estos convenios permiten afirmar 
que el teorema 1.6 es válido no sólo si c está entre a y b, sino para cualquier 
ordenación de a, b, c. E1 teorema 1.6 se escribe muchas veces en la forma 

f' s(x) dx + j b s(x) dx + |° s(x) dx = 0 . 

Análogamente se puede extender el campo de validez del teorema 1.8, al caso 
en que k sea negativo. En particular, cuando k = — 1, el teorema 1.8 y la igual- 
dad (1.4) nos dan 


s(x) dx = [ " s(—x) dx . 



y 

s t(x) = s(-x) 

y 

0 

a b ^ -b -a 0 



Ficura 1.29 Representación de la propiedad de reflexión de la integral. 

Llamaremos a ésta, propiedad de reflexión de la integral, ya que la gráfîca de la 
función t dada por t(x) = s(—x) se obtiene de la función s por reflexión respecto 
al eje y. En la figura 1.29 se representa un ejemplo. 


1.14 Otras notaciones para las integrales 

La letra x que aparece en el símbolo s(x) dx no juega ningún papel esen- 
cial en la definición de área. Cualquier otro símbolo adecuado servirá exactamente 
igual. Se usan frecuentemente para ello las letras t, u, v, z, y en vez de s(x) dx 
se puede escribir j b n s(t) dt, jj b a s(u)du, etc., siendo consideradas todas como no- 
taciones diversas para una misma cosa. Los símbolos x, t, u, etc., que se utilizan 
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en este sentido, se denominan «variables aparentes». Son análogas a los índices 
aparentes usados en los sumatorios. 

Algunos autores de libros de Cálculo tienen tendencia a suprimir simultá- 
neamente la variable aparente y el símbolo d y escribir para la integral simple- 
mente J„ s. Una razón para utilizar este símbolo abreviado, es que expresa con 
más fuerza que la integral depende solamente de la función s y del intervalo [a, 6]. 
Así, algunas fórmulas toman una forma más simple con esta notación. Por ejem- 
plo, la propiedad aditiva se expresa: J„ (s+ 0 = J„ s + J„ t. Sin embargo, resufta 
más complicado escribir algunas fórmulas, como por ejemplo, las de los teoremas 
1.7 y 1.8 con la notación abreviada. Más importantes son, sin embargo, las venta- 
jas prácticas que presenta la notación original de Leibniz como se verá más 
adelante. E1 símbolo dx, que en este momento casi parece superfluo, resulta ser 
un instrumento muy útil en la práctica de cálculos con integrales. 

1.15 Ejercicios 

1. Calcular el valor de cada una de las integrales siguientes. Se pueden aplicar los teoremas 
dados en la Sección 1.13 siempre que convenga hacerlo. La notación [x] indica la parte 
entera de x. 

(a) J^ dx. (d) J^ 2[x] dx. 

(b) JJ^ [x + J] dx. (e) J 3 ^ [2x] dx. 

(c) J* x (W + [x + £]) dx. (f) J^ [ -x] dx. 

2. Dar un ejemplo de función escalonada s defìnida en el intervalo cerrado [0,5], que 
tenga las siguientes propiedades: J® s(jc) dx = 5, Jjj s(jc) dx = 2. 

3. Probar que J^ M dx + Jjj [—jt] dx = a — b. 

4. (a) Si n es un entero positivo, demostrar que jj [t]dt = n(n — l)/2. 

(b) Si f(x) = J* [r] dt para x > 0, dibujar la gráfica de / sobre el intervalo [0,4]. 

5. (a) Demostrar qúe J„ [r 2 ] dt = 5 — Vï — \/3. 

(b) Calcular Ji 3 [t 2 ] dt. 

6. (a) Si n es un entero positivo demostrar que J 3 [í] 2 dt = n(n — l)(2n — l)/6. 

(b) Si f(x) = J* [r] 2 dt para x > 0, dibujar la gráfica de f en el intervalo [0,3]. 

(c) Hallar todos los valores de x > 0 para los que jj [t] 2 dt = 2(x — 1). 

7. (a) Calcular J* [\//] dt. 

(b) Si n es un entero positivo, demostrar que J” 1 [\//] dt = n(n - 1)(4« + l)/6. 
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8. Pruébese que la propiedad de traslación (teorema 1.7) se puede expresar en la forma 
siguiente: 


flllfto dx = S b J( x +c)dx. 


9. Probar que la propiedad siguiente es equivalente al teorema 1.8. 


f* Ò f( x ) dx ~ kf h f(kx) dx . 


10. Dado un entero positivo p. Una función escalonada s está definida en el intervalo [0, p] 

como sigue: s(_x) =( — !)"« si x está en el intervalo n <, x < n + 1, siendo 
n = 0,1,2. p - 1; s(p) = 0. Póngase f(p) = JJJ s(x) dx. 

(a) Calcular /(3), /(4) y /(/(3)). 

(b) (.Para qué valor (o valores) de p es |/(p)| =7? 

11. Si en lugar de definir ia integral de una función escalonada utilizando la fórmula(1.3) 
se tomara como definición: 

JV*) dx = 2 ‘ ( x k ~ x k-i) > 

se tendría una nueva teoría de la integración distinta de la dada. iCuáles de las si- 
guientes propiedades seguirían siendo válidas en la nueva teoría? 

(a) f b s + jj s = J c s. (c) £ c ■ s = cf b s. 

(b) f b (s +t) = fs + f b t. (d) Jjjj j(jc) dx = J‘ s(x + c) dx. 

(e) Si í(jc) < t(x) para cada x en [a,b], entonces J a < f a r ' 

12. Resolver el Ejercicio 11 utilizando la definición 

s(x) dx = jr s k ■ (x\ - Jt|_i) . 

ì 

En los Ejercicios que siguen se piden las demostraciones analíticas de las propie- 
dades de la integral dadas en la Sección 1.13. Las demostraciones de los teoremas 1.3 
y 1.8 se presentan como ejemplo. Para las otras se darán indicaciones. 

Demostración del teorema 1.3: J a c • s(x) dx =c$*s(x)dx para cada número real c. 

Sea P = {x 0 , x t , , xft una partición de [a, b ] tal que s es constante en los subin- 
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tervalos abiertos de P. Sea ■?(*) = s k si *k-\ < x < x k (k = 1,2,...,«). 

Entonces, c ■ s(x) = c ■ s k s i x k _ t < x <x k , y, por tanto, en virtud de la de - 

fmición de integral se tiene: 

£c • s(x) dx -J'C ■ s k ■ (x k - x k _\) = c Ỳ Sh ■ (x k - x k _ t ) = c ps(x) dx . 
Demostración del teorema 1.8: 

J s^jdx = k J s(x) dx si k > 0. 

Sea P = {x o, X\, .... x„} una partición del intervalo (a, b] tal que s es constante en 
los subintervalos abiertos de P. Supóngase que s(x) = s, si X\.\ < x < X\. Sea t(x) = 
= s(x/k) si ka < x < kb. Entonces t(x) = s, si x pertenece al intervalo abierto 
(kx\.\, kx,); por tanto, F = {kx a , kx,, .... kx„} es una partición de [ka, kb ] y t es 
ccnstante en los subintervalos abiertos de P 1 . Por tanto, t es una función escalonada 
cuya integral es: 

t(x) dx = J Sj • (kx ( - kXi_ k ) = A: J s ( ■ (x ( - x^) = kj h s(x) dx . 


13. Demostrar el teorema 1.2 (propiedad aditiva). [Indicación: Aplíquese la propiedad adi- 
tiva para sumas: 2”=i(«fc + b k) = 2*=i a k + 2”=i b k ] 

14. Demostrar el teorema 1.4 (propiedad lineal). [ Indicación: Aplíquese la propiedad adi- 
tiva y la propiedad homogénea.] 

15. Demostrar el teorema 1.5 (teorema de comparación). [Indicación: Aplíquese la propie- 

dad correspondiente para sumas: 2”=i a k < 2*=i b k si a k < b k para k = 1,2.«.] 

16. Demostrar el teorema 1.16 (aditividad con respecto al intervalo). [Indicación: Si P, es 
una partición de [a, c) y P 2 una partición de [ c,b ], los puntos de P,, junto con los de 
P 2 forman una partición de [a, b].] 

17. Demostrar el teorema 1.7 (invariancia frente a una traslación). [Indicación: Si 
P = {*o < A i, • ■ , ■*«} es una partición de [a, b) , entonces P’ = {x 0 + c, x k + c, . . . , 
x„ + c} es una partición de [a + c, b + c].] 


1.16 La integral de funciones más generales 

La integral s(x) dx se ha definido para una función escalonada. En este 
apartado se dará una definición aplicable a funciones más generales /. La defi- 
nición se construirá de tal manera que la integral resultante goce de todas las 
propiedades dadas en el apartado 1.13. 
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Figura 1.30 Aproximación por exceso y por defecto de una función f por medio de 
funciones escalonadas. 

E1 métdo está inspirado en el de Arquímedes que se expuso en la Sección I 1.3. 
La idea es simplemente ésta: se empieza por aproximar por defecto y por exceso 
la función / mediante funciones escalonadas, como se sugiere en la figura 1.30. 
Para ello se supone que se elige una función escalonada arbitraria, designada por 
s, cuya gráfica está por debajo de la de /, y una función escalonada arbitraria, 
designada por t, cuya gráfica está por encima de la de /. Si ahora se considera el 
conjunto de todos los números s(x) dx, y <(*) dx obtenidos eligiendo s y t 
de todas las maneras posibles, se tiene en virtutì del teorema de la comparación: 

s(x) dx < J 6 t(x) dx 


Si la integral de /, ha de cumplir también el teorema de la comparación, ha de 
ser un número comprendido entre s(x) dx y t(x) dx para cada par s y t de 
funciones de aproximación. Si existe un número único con esta propiedad, parece 
lógico tomar este número como definición de integral de /. 

Una sola cosa puede dificultar este proceso, y esta dificultad se presenta 
muy al principio. Desgraciadamente no es posible aproximar toda función su- 
periormente e inferiormente por medio de funciones escalonadas. Por ejemplo, 
la función / dada por las ecuaciones: 

/(x) = i si r^O, /(0) = 0, 

está definida para todo número real x, pero en ningún intervalo \_a, b~\ que con- 
tenga el origen se puede contornear / mediante funciones escalonadas. Esto es 
debido a que en la proximidad del origen, / tiene valores arbitrariamente gran- 
des, o dicho de otro modo, / no está acotada en el entorno del origen (véase 
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figura 1.31). Por ello, al tratar de definir la integral, es preciso restringirse a las 
funciones que son acotadas en [a, f>] es decir, a aquellas funciones / para las 
cuales existe un número M > 0 tal que: 

(1.5) —M </(x) < M 

para cada x en \a, b]. Geométricamente, la gráfica de tales funciones está si- 
tuada entre las gráficas de dos funciones escalonadas s y t que toman los valo- 



Figura 1.31 Función no acotada 



Figura 1.32 Función acotada. 


res -MyM respectivamente (véase figura 1.32). En este caso se dice que / está 
acotada por M. Las dos desigualdades en (1.5) se pueden escribir en la forma: 

\f{x)\£M. 

Resuelto este punto, se puede realizar el plan descrito antes y formular la 
definición de integral. 

DEFINICIÓN DE INTEGRAL DE UNA FUNCIÓN ACOTADA. Sea f Una funCÌÓn 
definida y acotada en [ a,b ]. Sean s y t funciones escalonadas arbitrarias defi- 
nidas en [a, b] tales que 

(1.6) s(x)<,f(x) <t(x) 

para cada x en \a, b.] Si existe un número I, y sólo uno, tal que 
j* s(x) dx <, I < j* t(x) dx 


(1.7) 
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para cada par de funciones escalonadas s y t que verifiquen las (1.6), entonces 
este número I se denomina la integral de f desde a a b y se indica por el símbo- 
lo /a /(*) dx o Jo/. Cuando I existe se dice que f es integrable en [a, b]. 

Si a < b se define J? f(x) dx = - $ b a f(x) dx supuesta / integrable en [a, 6]. 
También se define J“ f(x) dx = 0. Si / es integrable en [a, b], se dice que la inte- 
gral Ja f(x) dx existe. La función / se denomina integrando, los números a y b 
los lîmites de integración, y el intervalo [a, 6] el intervalo de integración. 

1.17 Integrales superior e inferior 

Supongamos la función / acotada en [a, fc]. Si s y t son funciones escalona- 
das que satisfacen (1.6), se dice que s es inferior a /, y que t es superior a /, y 
escribimos s <, f <, t. 

Sea S el conjunto de todos los números J* s(x) dx obtenidos al tomar como 
s todas las funciones escalonadas inferiores a /, y sea T el conjunto de todos los 
números J£ t(x) dx al tomar como t todas las funciones escalonadas superiores a /. 
Esto es, 


S = jjj s(x) dx | s </j , T= jjj t(x) dx |/< tj . 

Los dos conjuntos S y T son no vacíos puesto que / es acotada. Asimismo, 
J„ s(x) dx < t(x) dx si s < / < t, de modo que todo número de S es menor que 
cualquiera de T. Por consiguiente, según el teorema 1.34, S tiene extremo superior, 
y T extremo inferior, que satisfacen las desigualdades 

J 6 s(x) dx < sup S < inf T < jj t(x) dx 

para todas las s y t que satisfacen s < f <, t. Esto demuestra que tanto sup S 
como infT satisfacen (1.7). Por lo tanto, / es integrable en [a,b] si y sólo si 
sup S = inf T. en cuyo caso se tiene 

J 6 /(x) dx = sup S = inf T. 

E1 número sup S se llama integral inferior de / y se representa por /(/). E1 nú- 
mero T se llama integral superior de / y se representa por /(/). Así que tenemos 

/(/) = sup jjj’ s(x) dx | s < / j , /(/) = inf jj^ í(x) dx | / < t j . 

E1 razonamiento precedente demuestra el teorema siguiente. 
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teorema 1.9. Toda función f acotada en [a, &] tiene una integral inferior 
l(f) y una integral superior I(f) que satisfacen las desigualdades 

jj s(x) dx <, /(/) ^ /(/) ^ £ t(x) dx 


para todas las funciones s y t tales que s <.f <,t. La función f es integrable en 
[a, 6] si y sólo si sus integrales superior e inferior son iguales, en cuyo caso 
se tiene 

j b J(x)dx = /(/) = /(/). 

1.18 E1 área de un conjunto de ordenadas expresada como una integral 

E1 concepto de área se introdujo axiomáticamente en la Sección 1.6 como 
una función de conjunto que tiene ciertas propiedades. A partir de esas propie- 
dades se demostró que el área de un conjunto de ordenadas de una función esca- 
lonada no negativa es igual a la integral de la función. Ahora demostramos que 
eso también es cierto para cualquier función integrable no negativa. Recuérdese 
que el conjunto de ordenadas de una función no negativa / sobre un intervalo 
[a, b] es el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisfacen las desigualdades 
0 ^ y £ f(x), a<,x<,b. 

teorema 1.10. Sea f una función no negativa, integrable en un intervalo 
[a, ò], y sea Q el conjunto de ordenadas de f sobre [a, b]. Entonces Q es medible 
y su área es igual a la integral J£ f(x) dx. 

Demostración. Sean S y T dos regiones escalonadas que satisfacen 
S ç Q £ T. Existen dos funciones escalonadas s y t que satisfacen s < f < t en 
[a, &], tales que 

a(S) = f* s(x) dx y a(T) = J" t(x) dx . 

Puesto que / es integrable en [a, fe], el número / = f(x) dx es el único que 
satisface las desigualdades 


J b * s(x) dx <, I < j b t(x) dx 

para todas las funciones escalonadas s y t que cumplen s < f <t. Por consi- 
guiente ése es también el único número que satisface a(S) <, I < a(T) para todas 
las regiones escalonadas S y T tales que S çQçT. Según la propiedad de exhau- 
ción, esto demuestra que Q es medible y que a(Q) = /. 
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Sean Q el conjunto de ordenadas del teorema 1.10, y Q' el conjunto que 
queda si se quitan de Q los puntos de la gráfica de /. Esto es, 

Q' = {(x,y)\a<x<b,0<y<f(x)}. 

E1 razonamiento utilizado para demostrar el teorema 1.10 también demuestra 
que Q' es medible y que a(O') = a(Q). Por consiguiente, según la propiedad de 
la diferencia relativa al área, el conjunto Q — Q' es medible y 


a(Q - Q') = a(Q) - a(Q') = 0. 


O sea, hemos demostrado el siguiente teorema. 

teorema 1.11. Sea f una función no negativa, integrable en un intervalo 
[a, b]. La gráfica de f, esto es, el conjunto 

{(*, y)\a<x<,b,y =f(x)}, 

es medible y tiene área igual a 0. 


1.19 Observaciones relativas a la teoría y técnica de la integración 

Una vez se ha llegado aquí se presentan dos cuestiones fundamentales: 
(1) cQué funciones acotadas son integrables? (2) Supuesto que una función f 
es integrable, ccómo se calcula la integral de f? 

La primera cuestión se estudia en la «Teoría de la integración» y la segunda 
bajo el título de «Técnica de la integración». Una respuesta completa a la cues- 
tión (1) corresponde a un nivel superior a la de un curso preliminar y no se 
estudiará en este libro. En cambio, daremos respuestas parciales que tan sólo 
requieren ideas elementales. 

Primero introducimos una clase importante de funciones llamadas funciones 
monótonas. En la Sección siguiente definimos tales funciones y damos algunos 
ejemplos. Demostramos luego que todas las funciones monótonas acotadas son 
integrables. Por fortuna, la mayoría de las funciones que se presentan en la prác- 
tica son monótonas o sumas de funciones monótonas, de modo que los resultados 
de esta teoría reducida de la integración tienen una amplitud suficiente. 

La discusión de la «Técnica de la integración» comienza en la Sección 1.23, 
donde se calcula la integral x” dx, cuando p es entero positivo. Luego se desarro- 
llan las propiedades generales de la integral, tales como la linealidad y la aditivi- 
dad, y hacemos ver en qué forma esas propiedades nos ayudan a ampliar nues- 
tros conocimientos en integrales de funciones específicas. 
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1.20 Funciones monótonas y monótonas a trozos. Definiciones y ejemplos 


Una función / se dice que es creciente en un conjunto S si f(x) < f(y) para 
cada par de puntos x e y de S con x < y. Si se verifica la desigualdad estricta 
f(x) < f(y) para todo x < y en S se dice que la función es creciente en sentido 



Creciente Creciente en sentido estricto Decreciente en 

sentido estricto 

Figura 1.33 Funciones monótonas. 

estricto en S. Análogamente, una función se dice decreciente en S si f(x) ^ f(y) 
para todo x < y en S. Si f(x) > f(y) para todo x < y en S la función se deno- 
mina decreciente en sentido estricto en S. Una función se denomina monótona en S 
si es creciente en S o decreciente en S. Monótona en sentido estricto significa 
que f, o es estrictamente creciente en S o es estrictamente decreciente en S. En ge- 
neral, el conjunto S que se considera, o es un intervalo abierto o un intervalo 
cerrado. En la figura 1.33 se dan ejemplos. 



Figura 1.34 Funciones monótonas a trozos. 


Una función / se dice que es monótona a trozos en un intervalo si su gráfìca 
está formada por un número finito de trozos monótonos. Es decir, / es monó- 
tona a trozos en [a, b\ si existe una partición ( P de [a, f>] tal que / es monótona 
en cada uno de los subintervalos abiertos de P. En particular, las funciones 
escalonadas son monótonas a trozos y también lo son todos los ejemplos de las 
figuras 1.33 y 1.34. 
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ejemplo 1. Las funciones potenciales. Si p es un entero positivo, se 
tiene la desigualdad: 


x’<y* si 0 <x<y. 


que se puede demostrar fácilmente por inducción. Esto implica que la función / 
definida para todo número real x por la ecuación f(x) — x p es creciente en sen- 
tido estricto en el eje real no negativo. La misma función es monótona en 
sentido estricto en el eje real negativo (es decreciente si p es par y creciente 
si p es impar). Por tanto, / es monótona a trozos en cada intervalo finito. 


ejemplo 2. La función raiz cuadrada. Sea f(x) = Vx para x > 0. Esta 
función es estrictamente creciente en el eje real no negativo. En efecto, si 
0 <. x < y, tenemos 


luego, V~y — Vx>0. 


Vy-Vx 


y ~ x - ; 
Vy + V~x 


ejemplo 3. La gráfica de la función g definida por la ecuación 
g(x) = V r 2 - x 2 si -r<,x<r 

es una semicircunferencia de radio r. Esta función es estrictamente creciente en 
el intervalo —r<x< 0 y estrictamente decreciente en el intervalo 0 <, x <, r. 
Por tanto, g es una función monótona a trozos en [ —r, r]. 


1.21 Integrabilidad de funciones monótonas acotadas 

La importancia de las funciones monótonas en la teoría de la integración se 
debe al siguiente teorema. 

teorema 1.12. Si f es monótona en un intervalo cerrado [a, b~\, f es inte- 
grable en [íz, b~\. 

Demostración. Demostraremos el teorema para funciones crecientes. E1 ra- 
zonamiento es análogo para funciones decrecientes. Supongamos pues / creciente 
y sean /(/) e /(/) sus integrales inferior y superior. Demostraremos que /(/) = /(/). 

Sea n un entero positivo y construyamos dos funciones escalonadas de aproxi- 
mación s„ y t„ del modo siguiente: Sea P = {x„, x u ..., x„} una partición de 
[ a , b\ en n subintervalos iguales, esto es, subintervalos [x *_ u Xk\ tales que 
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xt — **-i = (b — a)/n para cada valor de k. Definamos ahora s„ y t„ por las 
fórmulas 

Sn(x)=f(x k - 1 ), t„(x)=f(x k ) SÌ <*<*»• 

En los puntos de división, se definen s„ y t„ de modo que se mantengan las rela- 
ciones s„(x) <, f(x) < t„(x) en todo [a,6]. En la figura 1.35(a) se muestra un 
ejemplo. Con esta elección de funciones escalonadas, tenemos 

Í * n - f s„ = Ì/(x t Xx* - x*_ x ) - î/(x t _ lX x t - x k -{) = 

Ja Ja *=1 *=1 

=, 
n t=í » 

siendo la última igualdad una consecuencia de la propiedad telescópica de las 
sumas fìnitas. Esta última relación tiene una interpretación geométrica muy sen- 
cilla. La diferencia Jo t„ —$*s„ es igual a la suma de las áreas de los rectángulos 
sombreados de la figura 1.35(a). Deslizando esos rectángulos hacia la derecha 
como se indica en la figura 1.35(b), vemos que completan un rectángulo de base 



Figura 1.35 Demostración de la integrabilidad de una función creciente. 

(b — a)/n y altura f(b) — f(a); la suma de las áreas es por tanto, C/n, siendo 
C = (b- a)lf(b) - M). 

Volvamos a escribir la relación anterior en la forma 



( 1 . 8 ) 
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Las integrales superior e inferior de / satisfacen las desigualdades 

S b a s n <l(f)<j b a t n y J a 6 s„</(/)</V 

Multiplicando las primeras desigualdades por (— 1) y sumando el resultado a las 
segundas, obtenemos 


/(/) - /(/) < J‘ t n - J* s M . 

Utilizando (1.8) y la relación /(/) </(/), obtenemos 

o <;/(/)-/(/) ^ 

para todo entero n >_ 1. Por consiguiente, según el teorema 1.31, debe ser 
/(/) = /(/). Esto demuestra que / es integrable en [a,b ]. 


1.22 Cálculo de la integral de una función monótona acotada 

La demostración del teorema 1.12 no solamente prueba que la integral de 
una función creciente acotada existe, sino que también sugiere un método para 
calcular el valor de Ia integral. Éste se expone en el teorema siguiente. 

teorema 1.13. Supongamos f creciente en un intervalo cerrado \_a, b]. 
Sea Xk = a + k(b — a)/n para k = 0, 1, ..., n. Si I es un número cualquiera 
que satisface las desigualdades 

(i.9) 2 /(Xfc) ^ 1 - 2 /(Xfc) 


para todo entero n > 1, entonces I = f(x)dx. 

Demostración. Sean s„ y t„ las funciones escalonadas de aproximación espe- 
cial obtenidas por subdivisión del intervalo [ a, 6] en« partes iguales, como se hizo 
en la demostración del teorema 1.12. Entonces, las igualdades (1.9) establecen que 

J o ” *„</<{>» 
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para n > 1. Pero la integral $lf{x)dx satisface las mismas desigualdades que 1. 
Utilizando la igualdad (1.8) vemos que 

0 ^ | / ~ JV(x) dx\<£ 

para todo n 1. Por consiguiente, según el teorema 1.31, tenemos I —faf(x) dx, 
como se afirmó. 

Con análogo razonamiento se consigue demostrar el correspondiente teorema 
para funciones decrecientes. 


teorema 1.14. Supongamos f decreciente en [a, 6]. Sea Xk=c+k(b—a)/n 
para k= 0, 1, ..., n. Si I es un número cualquiera que satisface las desigualdades 


b —^ 2 /( **> ^ 1 ^ h ~^r S /(X)fc) 


para todo entero n ^ 1, entonces 1 = J® f(x) dx. 


1.23 Cálculo de la integral x p dx siendo p entero positivo 


Para mostrar como se utiliza el teorema 1.13 calcularemos la integral 
Jo x v dx siendo b > 0 y p un entero positivo cualquiera. La integral existe porque 
el integrando es creciente y acotado en [0, ò]. 


teorema 1.15. Si p es un entero positivo y b > 0, tenemos 

j. p+i 

Demostración. Comencemos con las desigualdades 

1 kV<J ^<t kV 

+-> P + 1 +-Í 


válidas para todo entero n > 1 y todo entero p > 1. Estas desigualdades pueden 
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demostrarse por inducción. (En elEjercicio 13 de la Sección 14.10 se indica una 
demostración.) La multiplicación de esas desigualdades por b v+1 /n p+1 nos da 


b 



b v+1 
P + 1 



Si ponemos f(x ) = x v y Xk = kb/n, para k = 0, 1,2, . . . , n, esas desigualdades 
se transforman en las siguientes 




Por consiguiente, las desigualdades (1.9) del teorema 1.13 se satisfacen poniendo 
/ (x) = x p , a = 0, y entonces I = b p+1 /(p + 1). Resulta pues que x v dx = 
= b v+1 /(p + 1). 


1.24 Propiedades fundamentales de la integral 

A partir de la definición de integral, es posible deducir las propiedades si- 
guientes, que se demuestran en la Sección 1.27. 

TEOREMA 1.16. LJNEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO. Si f y g SOU ambaS 
integrables en [a, b] también lo es cj + c 2 g para cada par de constantes c y y c 2 . 
Además, se tiene: 


£ l c if(x) + c »g(x)] dx = c x /VW dx + c 2 £ g(x) dx . 


Nota. Aplicando el método de inducción, la propiedad de linealidad se puede 
generalizar como sigue: Si /,, ... f„ son integrables en [a, 6], también lo es Cj/j + • • • + 
+ c nfn P ara c i> • ■ ■, c n reales cualesquiera y se tiene: 


{ 2. c Jk(x) dx = 2 c fc £ f k (x) dx . 

“ i fc=i 


TEOREMA 1.17. ADITIVIDAD RESPECTO AL INTERVALO DE INTEGRACIÓN. SÌ 
existen dos de las tres integrales siguientes, también existe ia tercera y se tiene: 

£f(x) dx + £f(x) dx = £f(x) dx . 
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Nota: En particular, si /es monótona en [a, 6] y también en [b, c], existen las 
dos integrales j ' b f e Jf/, con lo que también existe J c /y es igual a la suma de aquéllas. 

TEOREMA 1.18. INVARIANCIA FRENTE A UNA TRASLACIÓN. Si f eS integrable 
en [a, b], para cada número real c se tiene: 


J o V(x) dx = JJJ’J/Cx - c)dx. 


TEOREMA 1.19. DILATACIÓN 0 CONTRACCIÓN DEL INTERVALO DE INTEGRACIÓN. 
Si f es integrable en [a, b] para cada número real k ¥= 0 se tiene: 


Nota: En los dos teoremas 1.18 y 1.19 la existencia de una de las integrales implica 
la existencia de )a ofra. Cuando k = — 1, el teorema 1.19 se llama propiedad de re- 
jlexìón. 


teorema 1.20. teorema de comparación. Si f y g son ambas integrables 
en [a, b] y si g(x) <.f(x) para cada x en [a, 6] se tiene: 

£ g(x) dx £ £f(x) dx . 


Un caso partícular importante del teorema 1.20 se tiene cuando g(x) = 0 
para cada x. En este caso el teorema dice que si f(x) > 0 en todo el intervalo 
[ a,b ], entonces J*/(x) dx > 0. Dicho de otra manera, una función no negativa 
tiene integral no negativa. También se puede demostrar que si se tiene la desi- 
gualdad en sentido estricto g(x) < f(x), para todo x en [a, ò], también se veri- 
fìca la misma desigualdad en sentido estricto para las integrales, pero la demos- 
tración no es fácil. 

En el capítulo 5 se darán varios métodos para calcular el valor de una 
integral sin necesidad de aplicar en cada caso la definición. Sin embargo, estos 
métodos sólo son aplicables a un número reducido de funciones y para la mayor 
parte de funciones integrables, el valor numérico de su integral sólo puede ser 
cbtenido aproximadamente; lo que se consigue aproximando el integrando su- 
perior e inferiormente mediante funciones escalonadas, o por medio de otras 
funciones simples cuya integral se puede calcular exactamente. E1 teorema de 
comparación se utiliza para obtener aproximaciones de la integral de la fun- 
ción en cuestión. Esta idea se analizará con más cuidado en el capítulo 7. 
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1.25 Integración de polinomios 

En la Sección 1.25 se estableció la fórmula de integración 
b v+1 


( 1 . 10 ) 


x v dx = - 


P + 1 


para b > 0 y p entero positivo cualquiera. La fórmula es también válida si b = 0, 
ya que ambos miembros son cero. Podemos usar el teorema 1.19 para demostrar 
que (1.10) también es válida para b negativo. Tomemos k = — 1 en el teorema 
1.19 y se obtiene 

V dx = -j\-x) v dx = (-D-JV dx = ’ 

lo cual prueba la validez de (1.10) para b negativo. La propiedad aditiva 
p a x p dx = Jo x v dx — JqX p dx nos conduce a la fórmula más general 


P + 1 


válida para todos los valores reales de a y b, y todo entero p 0. 

Algunas veces el símbolo 

p (x) l 

se emplea para designar la diferencia P(b) — P(a). De este modo la fórmula i 
terior puede escribirse así: 


f x v dx = —- = - 

Ja P+Ì a 


P + 1 


Esta fórmula y la propiedad de linealidad, nos permiten integrar cualquier 
polinomio. Por ejemplo, para calcular la integral §l(x 2 — 3* + 5) dx, hallamos la 
integral de cada término y sumamos luego los resultados. Así pues, tenemos 


J (x 2 — 3x + 5) dx = J* x 2 dx — 3 j x dx + 5J dx = 


, 3l^i! _ 3 + 5 3ÌILÌ! = ?6 _ 1 2 10 = 20 

3 2 13 3 
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Con mayor generalidad, para calcular la integral de cualquier polinomio inte- 
gramos término a término: 


[t^ dx 


= î“[ x ‘ dx =î c ' 


b k+1 - 
fc + 1 


También podemos integrar funciones más complicadas, desdoblándolas en 
varios polinomios. Por ejemplo, consideremos la integral JJ \x(2x — 1)| dx. Debido 
al signo de valor absoluto, el integrando no es un polinomio. No obstante, consi- 
derando el signo de x(2x — 1), podemos descomponer el intervalo [0, 1] en dos 
subintervalos, en cada uno de los cuales el integrando es un polinomio. Cuando x 
varía de 0 a 1, el producto x(2x — 1) cambia de signo en el punto x = \ ; es nega- 
tivo si 0 < x < £ y positivo si £ < x < 1 . Por lo tanto, en virtud de la pro- 
piedad aditiva escribimos 

f \x(2x - 1)| dx = -| o 1/2 x(2x - 1 )dx + x(2x - 1) dx 
= / 0 1/!! (x ~ 2x 2 ) dx + \' /2 (2x 2 - x) dx 

= (i-A) + (A-4)-i. 

1.26 Ejercicios 

Calcular cada una de las integrales siguientes. 


1. J® x 2 dx. 

2. J 3 x z dx. 

3. J 3 4x 3 dx. 

4. j* a 4x 3 dx. 

5. J 1 5í 4 dt. 

6. J^ 5t 4 dt. 

7. JJ (5X 4 - 4x 3 ) dx. 

8. J^ (5x 4 - 4x 3 ) dx. 


9. J^ 0 2 + 1 )dt. 

10. J 3 (3x 2 - 4x + 2) dx. 

11. J o 1/2 (8< 3 + 6/ 2 - 2t + 5 )dt. 

12. J“ 2 (u - 1)(« - 2) du. 

13. J^fx + 1 ) 3 dx. 

14. J" 1 (x + 1 fdx. 

15. J* (x - l)(3x - 1) dx. 

16. J* |(x — l)(3x — 1)| dx. 
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17 . J® ( 2 x - 5) 3 dx. 19 . x 2 (x - 5) 4 dx. 

18. J 3 (x 2 - 3 fdx. 20. J~~* (jc + 4) 10 dx. [ Indicación: Teorema 1.18.] 

21. Hallar todos los valores de c para los que 

(a) jj x(l - x) dx = 0, (b) Jj ,x(l - x)\ dx = 0. 

22. Calcular cada una de las integrales siguientes. Dibújese la gráfica / en cada caso. 


(a) J o 7(*) dx 

donde f(x) = x 

si O^x^l, 
si 1 ^ x ^ 2. 


(x 

si 0 ^ x <. c. 

(b) Pj(x) dx 

donde f(x) = | 1 - x 

1 — c 

si c < x ^ 1; 

c es un número 

real fìjado, 0 < c < 1. 



23. Hallar un polinomio cuadrático P para el cual P( 0) = .P(1) =0 y J 1 P(x) dx — 1. 

24. Hallar un polinomio cúbico P para el cual P( 0) = P(— 2) = 0, P(l) = 15, y 3 J° 2 
P(x) dx = 4. 

Ejercicios optativos. 

25. Sea / una función cuyo dominio contiene — x siempre que contiene x. Se dice que / 
es una función par si f( - x) = f(x) y una función impar si /( - x) = — f(x) para 
todo x en el dominio de /. Si / es integrable en [0,6] demostrar que: 

(a) \\f(x)dx = 2 j b J(x)dx si / es par; 

(b) J ^f(x) dx = 0 si / es impar. 

26. Por medio de los teoremas 1.18 y 1.19 deducir la fórmula 

j a f( x ) dx = (b — a) f[a + (b — a)x\ dx . 


27. Los teoremas 1.18 y 1.19 sugieren una generalización de la integral S„f(^ x + B)dx. 
Obtener esa fórmula y demostrarla con el auxilio de los citados teoremas. Discutir 
también el caso A = 0. 
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28. Mediante los teoremas 1.18 y 1.19 demostrar la fórmula 

JV( C ~ *) dx = J^“/W dx ■ 


1.27 Demostraciones de las propiedades fundamentales de la integral 

Esta Sección contiene Ias demostraciones de las propiedades básicas de la inte- 
gral que se citaron en los teoremas del 1.16 al 1.20 de la Sección 1.24. Usamos 
repetidamente el hecho de que toda función / acotada en un intervalo [a, b] 
tiene integral inferior /(/) e integral superior /(/) dadas por 

/(/) = sup (£ s | s ^/), I(g) = inf (JJ 11/ ^ t) , 

en donde s y í son funciones escalonadas arbitrarias inferiores y superiores a /, 
respectivamente. Sabemos, por el teorema 1.9, que / es integrable si y sólo si 
ftf) = /(/) en cuyo caso el valor de la integral de / es el valor común de las in- 
tegrales superior e inferior. 

Demostración de la propiedad de linealidad ( Teorema 1.16). Descomponga- 
mos esa propiedad en dos partes: 

( A ) JJ (/+«) = f/+ JJg, 

(B) Ja C / = C Íaf- 

Para demostrar (A), pongamos /(/)=/„/ e /(g) =| 0 *g. Demostraremos que 
/(/ + g) = /(/ + g) = /(/) + /(g). 

Sean s x y s 2 funciones escalonadas cualesquiera inferiores a / y g, respecti- 
vamente. Puesto que / y g son integrables, se tiene 

/(/) = sup (JJ s x | s x < /}, I(g) = sup (JJ s 2 1 s 2 < g) . 

Por la propiedad aditiva del extremo superior (teorema 1.33), también se tiene 

/(/) + /(g) = SU P {£ S 1 + J„ s 2 | Si < /, S 2 < g) . 


( 1 . 11 ) 
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Pero si < / y s 2 < g, entonces la suma s =Sj + s 2 es una función escalonada 
inferior a / + g, y tenemos 

£* s i + £ s 2 = J a s — IV + ‘ 

Por lo tanto, el número /(/ + g) es una cota superior para el conjunto que aparece 
en el segundo miembro de (1.11). Esta cota superior no puede ser menor que el 
extremo superior del conjunto, de manera que 

( 1 . 12 ) ì(f) + I(g)<I(f+g). 

Del mismo modo, si hacemos uso de las relaciones 

/(/) = inf {£ <i |/< h) , /(g) = inf (£ í 2 1 g ^ í 2 ), 

donde t t y t 2 representan funciones escalonadas arbitrarias superiores a / y g, 
respectivamente, obtenemos la desigualdad 

( 1 . 13 ) Kf+g)<I(f) + I(g). 

Las desigualdades (1.12) y (1.13) juntas demuestran que /(/ + g) = /(/ + g) = 
= /(/) + /(g). Por consiguiente f + g es integrable y la relación (A) es cierta. 

La relación (B) es trivial si c = 0. Si c > 0, observemos que toda función 
escalonada s, = c/ es de la forma Sj = cs, siendo s una función escalonada infe- 
rior a /. Análogamente, cualquier función escalonada L superior a c/ es de la forma 
íj = ct, siendo t una función escalonada superior a /. Tenemos por lo tanto 


I(cf) = sup {£* s x | s x ^ cf} = sup (c £" s | s ^ /) = cl(f) 

y 

I(cf) = inf {£ h\cf< fj) = inf {c £ t\f<t} = cl(f) . 

Luego I(cf) = I(cf) = cl(f). Aquí hemos utilizado las propiedades siguientes del 
extremo superior y del extremo inferior: 

(1.14) sup {cx | x eA} = c sup {x | x eA} , inf {cx | x e A} = c inf {x | x e A} , 
que son válidas si c > 0. Esto demuestra (B) si c >0. 
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Si c < 0, la demostración de (B) es básicamente la misma, excepto que toda 
función escalonada s, inferior a c/ es de la forma s, = ct, siendo t una función 
escalonado superior a / y toda función escalonada L superior a c/ es de la forma 
íj = cs, siendo s una función escalonada inferior a /. Asimismo, en lugar de (1.14) 
utilizamos las relaciones 

sup {cx | x e Á) = c inf {x \ x e Á) , inf {cx \ x e A} = c sup {x \ x e A} , 
que son ciertas si c < 0. Tenemos pues 

I(cf) = sup (£s t | s x ^ c/j = sup {cj\|/<t) = cinf [[* 1 1/^ í) = cf(/) . 

Análogamente, encôntramos 7(c/) = c/(/). Por consiguiente (B) es cierta para 
cualquier valor real de c. 

Demostración de la aditividad respecto al intervalo de integración ( Teore- 
ma 1.17). Supongamos que a < b < c, y que las dos integrales / e $ c b f exis- 
ten. Designemos con /(/) e /(/) las integrales superior e inferior de / en el inter- 
valo [a, c]. Demostraremos que 

(ii5) /(/) = /(/) = £/+£/• 

Si s es una función escalonada cualquiera inferior a / en [a, c], se tiene 

Recíprocamente, si s, y s 2 son funciones escalonadas inferiores a / en [a, 6] y 
[b, c] respectivamente, la función s que coincide con s^ en [a, 6] y con s 2 en 
[b, c] es una función escalonada inferior a / en [a, c] para la que 

/. *i + f *«• 

Por consiguiente, en virtud de la propiedad aditiva del extremo superior (teore- 
ma 1.33), tenemos 


/(/) = sup (JT* s | s </} = sup {JT 6 Si | Sj </} + sup {J 6 s 2 | S 2 </} = JJ/ + JV. 
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Análogamente, encontramos 


/(/) = {/+ jj, 

lo que demuestra (1.15) cuando a < b < c. La demostración es parecida para 
cualquier otra disposición de los puntos a, b, c. 

Demostración de la propiedad de traslación (Teorema 1.18). Sea g la fun- 
ción defìnida en el intervalo [a + c, b + c] por la ecuación g(x) = f(x — c). De- 
signemos por I(g) e I(g) las integrales superior e inferior de g en el intervalo 
[a + c, b + c]. Demostraremos que 

(1.16) /(g) = /(g) = /Vto dx . 


Sea s cualquier función escalonada inferior a g en el intervalo [a + c, b + c]. 
Entonces la función s^ definida en [a, b ] por la ecuación s/x) = s(x + c) es una 
función escalonada inferior a / en [a, b]. Además, toda función escalonada s^ in- 
ferior a / en [a, 6] tiene esta forma para un cierta s inferior a g. También, por la 
propiedad de traslación para las integrales de las funciones escalonadas, tenemos 

/V s ( x ) dx = f 6 s(x + c) dx = j* s x (x) dx . 

Por consiguiente se tiene 


I(g) = sup {/V s | s ^ g} = sup {£ S! | Sj </} = j*f(x) dx . 

Análogamente, encontramos I(g) = f(x) dx, que prueba (1.16). 

Demostración de la propiedad de dilatación y contracción (Teorema 1.19). 
Supongamos k > 0 y definamos g en el intervalo [fca, kb ] para la igualdad 
g(x) = f(x/k). Designemos por 7(g) e ï(g) las integrales inferior y superior de g 
en \ka, kb). Demostraremos que 

(1.17) /(g) = /(g) = k \j(x) dx . 

Sea s cualquier función escalonada inferior a g en \ka, kb~\. Entonces la función 
definida en [a, b ] por la igualdad Sj,(x) = s(kx) es una función escalonada 
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inferior a / en \_a, b]. Además, toda función escalonada inferior a / en \a, b~\ 
tiene esta forma. También, en virtud de la propiedad de dilatación para las inte- 
grales de funciones escalonadas, tenemos 

s(x) dx = k s(kx) dx = k s t (x) dx . 


Por consiguiente 


I(g) = sup {JJJ s | s ^ g| = sup |k J^ Sx | s x < /) = k J o f(x) dx . 


Análogamente, encontramos I(g) = k$lf(x) dx, que demuestra (1.17) si k > 0. 
E1 mismo tipo de demostración puede utilizarse si k < 0. 

Demostración del teorema de comparación (Teorema 1.20). Supongamos 
g ^ / en el intervalo \_a, ò]. Sea s cualquier función escalonada inferior a g, y 
sea t cualquier función escalonada superior a /. Se tiene entonces s < J* t, y por 
tanto el teorema 1.34 nos da 

f S = sup (JJ s | s ^ g) < inf {f t \f<, f) = jj. 

Esto demuestra que Sì S ^ Jo f como deseábamos. 
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ALGUNAS APLICACIONES 
DE LA 

INTEGRACIÓN 


2.1 Introducción 

En la Sección 1.18 se expresó el área de un conjunto de ordenadas de una 
función no negativa como una integral. En este capítulo demostraremos que tam- 
bién se pueden expresar mediante integrales las áreas de regiones más generales. 
Asimismo discutiremos otras aplicaciones de la integral a conceptos tales como 
volumen, trabajo, y promedios. Luego, al final del capítulo, estudiaremos las 
propiedades de las funciones definidas mediante integrales. 


2.2 E1 área de una región comprendida entre dos gráficas expresada como una 
integral 

Si dos funciones / y g están relacionadas por la desigualdad f(x) < g(x) para 
todo x en un intervalo [a, &], ponemos / < g en [a, b]. En la figura 2.1 se ven 
dos ejemplos. Si / < g en [a,b], el conjunto S consta de todos los puntos (x, y) 
que satisfacen las desigualdades 

f( x ) < / < g(x), a<x<b, 

se denomina región entre las gráficas de / y g. E1 siguiente teorema nos dice cómo 
se expresa el área de S como una integral. 
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Figura 2.1 El área entre dos gráficas expresada corno una integral: 
a(S) = J* [£(*) -f(x)] dx. 


teorema 2.1. Supongamos que f y g son integrables y que satisfacen 
f < g en [a, 6]. La región S entre sus grâficas es medible y su área a(S) viene 
dada por la integral 

(2.1) a(S) = JJ [g(x) —f(x)] dx . 

Demostración. Supongamos primero que / y g son no negativas, como se 
muestra en la figura 2.1(a). Sean F y G los siguientes conjuntos: 

F= i(x,y) | a < x < b, 0 <y<f(x)} , G = {(x,y)\a<x<b,0<y< g(x)}. 

Esto es, G es el conjunto de ordenadas de g, y F el de /, menos la gráfica de /. 
La región S es la diferencia G — F. Según los teoremas 1.10 y 1.11, F y G son 
ambos medibles. Puesto que F £ G, la diferencia S = G — F es tembién medi- 
ble, y se tiene 

a(S) = a(G) - a(F) = JJ g(x) dx - JV(x) dx = J* [g(x) -/(x)] dx . 

Esto demuestra (2.1) cuando / y g son no negativas. 

Consideremos ahora el caso general cuando / < g en [a, 6], pero no son ne- 
cesariamente no negativas. En la figura 2.1(b) se muestra un ejemplo. Este caso 
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lo podemos reducir al anterior trasladando la región hacia arriba hasta que 
quede situada por encima del eje x. Esto es, elegimos un número positivo c su- 
fìcientemente grande que asegure que 0 < f(x) + c < g(v) + c para todo x en 
[a, b~\. Por lo ya demostrado, la nueva región T entre las gráficas de/ + cyg + c 
es medible, y su área viene dada por la integral 

a(T) = [(g(x) + c) - (/(x) + c)] dx = £ [g(x) - /(x)] dx . 

Pero siendo T congruente a S, ésta es también medible y tenemos 
a(S) = a(T) = j b a [g(x)-f(x)]dx. 

Esto completa la demostración. 


2.3 Ejemplos resueltos 

ejemplo 1. Calcular el área de la región S situada entre las gráficas de 
/ y g sobre el intervalo [0, 2] siendo f(x) = x(x — 2) y g(x) = x/2. 

Solución. Las dos gráficas están dibujadas en la figura 2.2. La porción 
sombreada representa S. Ya que / ^ g en el intervalo [0, 2], hacemos uso del 
teorema 2.1 para escribir 

a(S) =£[g(x) -/(x)] dx = x - x 2 ) dx = ~ 2 1 - j = 7 ~ • 

ejemplo 2. Calcular el área de la región S entre las gráficas de / y g en el 
intervalo [ — 1, 2] si f(x) = x y g(x) = x 3 /4. 

Solución. La región S está representada en la figura 2.3. Ahora no es / < g 
en todo el intervalo [ — 1, 2]. No obstante, tenemos / < g en el subintervalo 
[ — 1, 0] y g < / en el subintervalo [0, 2]. Aplicando el teorema 2.1 a cada sub- 
intervalo, tenemos 

«(S) -f(x)] dx +JJ [/(x) - g(x)] dx = 

- r, (? -*) dx+ í'. ( x - x i) dx - 

= _ ÌH)! + + 2! _ 12* = 23 

44 2 2 44 16' 
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En ejemplos parecidos a éste, en los que el intervalo [a, b~\ puede descompo- 
nerse en un número fìnito de subintervalos en cada uno de los cuales /< g o 
g < /, la fórmula (2.1) del teorema 2.1 adopta la forma 


«(S) = f l«(*) -/(*)! dx . 


ejemplo 3. Área de un disco circular. Un disco circular de radio r es el 
conjunto de todos los púntos interiores a una circunferencia de radio r y de los 
puntos de la misma. Tal disco es congruente a la región comprendida entre las 
gráficas de las dos funciones / y g definidas en el intervalo [ — r, r] por las fór- 
mulas 


g(x) = Vr 2 - x 2 y f(x) = —Vr 2 - x 2 

Cada función es acotada y monótona en [—r, r] de modo que cada una es integra- 
ble en [—r, r]. E1 teorema 2.1 nos dice que la región en este caso es medible y 
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que su área es Jl r [g(x) — /(*)] dx. Designemos con A(r) el área del disco. De- 
mostraremos que 


A(r) — r*A(l). 

Esto es, el área de un disco de radio r es igual al producto del área de un disco 
unidad (disco de radio 1) por r z . 

Ya que g(x) — f(x) = 2g(x), el teorema 2.1 nos da 

A(r) = j r 2g(x) dx = 2 £ V> _ x 2 dx . 


En particular, cuando r — 1, se tiene la fórmula 

/1(1) = 2 J£ V'i _ x 2 dx . 

Cambiando la escala en el eje x, y utilizando el teorema 1.19 con k = \/r, se 
obtiene 


A(r) = 2 j£ g(x) dx = 2r J£ g(rx) dx = 2r J£ vV* - (rxf dx = 

= 2r 2 J£ Vi — x 2 dx = r 2 A(í). 

Esto demuestra que A(r) = r 2 A( 1), como se afirmó. 

definición. Se define el número - n - como el área de un disco unidad. 

La fórmula que se acaba de demostrar establece que A(r) = irr 2 . 

E1 ejemplo anterior ilustra el comportamiento del área frente a la dilatación 
o contracción de las regiones planas. Supongamos que S es un conjunto dado de 
puntos del plano y consideremos un nuevo conjunto de puntos obtenido multipli- 
cando las coordenadas de cada punto de S por un factor constante k > 0. Designe- 
mos este conjunto por kS y digamos que es semejante a S. E1 proceso que produce 
kS a partir de S tiene el nombre genérico de transformación por semejanza. Cada 
punto se desplaza a lo largo de una recta que pasa por el origen hasta una dis- 
tancia de éste igual al producto de la distancia original por k. Si k > 1, la trans- 
formación es una expansión a partir del origen, u homotecia de centro el origen 
y razón mayor que la unidad, y, si 0 < k < 1, se tiene una contracción hacia el 
origen, u homotecia de centro el origen y razón menor que la unidad. 
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Por ejemplo, si S es la región limitada por una circunferencia unidad con 
centro en el origen, kS es una región circular concéntrica de radio k. En el ejem- 
plo 3 se demostró que para regiones circulares, el área de kS es igual al producto 
del área de S por k 2 . Vamos ahora a demostrar que esta propiedad del área es vá- 
lida para cualquier conjunto de ordenadas. 

ejemplo 4. Comportamiento del área de un conjunto de ordenadas frente 
a una transformación por semejanza. Sea / no negativa e integrable en [a, &] y S 
su conjunto de ordenadas. En la fìgura 2.4(a) se representa un ejemplo. Si aplica- 
mos una transformación por semejanza con un factor positivo k, kS es el conjunto 
de ordenadas de una nueva función g sobre el intervalo [ka, kb] [Véase la figu- 
ra 2.4(b).] Un punto (x,y) está situado en la gráfica de g si y sólo si el punto 
( x/k, y/k) está en la gráfica de /. Luego y/k = f(x/k), de modo que 
y = kf(x/k). Dicho de otro modo, la nueva función g está ligada a / por la fór- 
mula 


g(x) = kf(x/k) 




(a) (b) 

Figura 2.4 El área de kS es el producto de la de S por k 2 . 
para cada x de [ka, kb]. Por consiguiente, el área de kS viene dada por 


a(kS) = g(x) dx = k àx = k 2 jV(x) dx , 


donde en el último paso se ha usado la propiedad de dilatación para las integrales 
(teorema 1.9). Puesto que J* f(x) dx = a(S), esto demuestra que a(kS) = k 2 a(S). 
En otras palabras, el área de kS es el producto de la de S por k 2 . 

ejemplo 5. Cálculo de la integral x 1/2 dx. La integral respecto del área 
es como una espada de dos filos. Si bien de ordinario se usa la integral para calcu- 
lar áreas, algunas veces podemos utilizar nuestro conocimiento del área para 
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calcular integrales. Como ejemplo calculamos el valor de la integral /g x 1 ' 2 dx, 
siendo a > 0. (La integral existe ya que el integrando es creciente y acotado en 
[0,«].) 

La figura 2.5 representa la gráfica de la función / dada por f(x) = x 1/2 en 
el intervalo [0,«]. Su conjunto de ordenadas S tiene un área dada por 

a (S) = J“ x 1/2 dx . 

Calculemos ahora el área por otro procedimiento. Observamos simplemente en 
la figura 2.5 la región S y la región sombreada T, que juntas completan el rec- 
tángulo de base a y altura a 1/2 . Por tanto, a(S) + a(T) = a 3/2 , de modo que 

a(S) = a 312 — a(T). 

Pero T es el conjunto de ordenadas de una función g definida sobre el intervalo 
[0, a 1/2 ] del eje y mediante la ecuación g(y) = y 2 . Así pues, tenemos 

a(T) = J“ g(y) dy = jj y 2 dy = ia 3/2 , 

de modo que a(S) = a 3 ' 2 — Ja 3/2 = |a 3/2 . Esto demuestra que 

Jl^dx = \a 3 ' 2 . 


y 



Figura 2.5 Cálculo de la integral x ln dx. 
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Más general, si a > 0 y b > 0, podemos usar la propiedad aditiva de la integral 
para obtener la fórmula 


£ x 1/2 dx = f(6 3/2 — a 312 ). 

E1 razonamiento anterior puede también usarse para calcular la integral 
fgX un dx, si n es un entero positivo. Establecemos el resultado en forma de 
teorema. 


teqrema 2.2. Para a > 0, b >0 y n entero positivo, se tiene 


( 2 . 2 ) 


fcl+l/n _ a l+l/» 

1 + 1/n 


La demostración es tan parecida a la del ejemplo 5 que dejamos los detalles 
al lector. 


2.4 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 14, calcular el área de la región S entre las gráficas de f y g 


para el intervalo [a, b] que en cada caso se 
y sombrear S. 

especifica. Hacer un dibujo de las dos gráficas 

1. f(x) =4-x\ 

g(x) = 0, 

a = -2, 

6=2. 

2. f(x) = 4 - 

g(x) = 8 - 2x 2 , 

a = -2, 

6=2. 

3. f(x) = * 3 + x 2 , 

g(x) = x 3 + 1, 

a = -1, 

6 = 1. 

4. f(x) =x-x\ 

g(x) = -x. 

a =0, 

6=2. 

5. f(x) = x'* 3 , 

g(x) = *1 /2 , 

a =0, 

6 = 1. 

6. f(x) = x 1 ' 3 , 

g(x) = Xl/ 2 , 

a = 1, 

6=2. 

7. f(x) = x 1 ' 3 . 

g(x) = Xl l\ 

a =0, 

6=2. 

8. f(x) = *i/“, 

g(x) = X 2 , 

a =0, 

6=2. 

9. f(x) = x 2 , 

g(x) = X + 1, 

a = -1, 

6 = (1 + \/5)/2. 

10. f(x) = x(x 2 - 1), 

g(x) = x. 

a = -1, 

6 = \/2. 

11./(x) = |x|, 

g(x) =x 2 - 1, 

a = -1, 

6 = 1. 

12- f(x) =\x — 1|, 

^(x) = X 2 - 2x, 

a =0, 

6=2. 

13./(x) =2|x|, 

g(x) = 1 - 3X 3 , 

« = -\/3/3, 

6 =f. 

14- f(x) = |x| +|x-l|, 

*(*) = o, 

a = —1, 

6 =2. 

15. Las grôficas de /(x) = 

= x 2 y g(x) = cx 3 , siendo c > 0, s< 

î cortan en los puntos (0,0) y 


(1 /c, 1 /c 2 ). Determinar c de modo que la región limitada entre esas gráficas y sobre el 
intervalo [0,1/c] tenga áreaf. 

16. Sean f(x) = x — x 2 , g(x) = ax. Determinar a para que la región situada por encima 
de la gráfica de g y por debajo de f tenga área f. 
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17. Hemos defìnido t r como el área de un disco circular unidad. En el ejemplo 3 de la Sec- 
ción 2.3, se ha demostrado que n■ = 2 J ^V 1 — x 2 dx. Hacer uso de las propiedades de 
la integral para calcular la siguiente en función de ir: 


(b) J> - ÍX 2 dx- (c) J * 2 (x - 3)\/4 - 


18. Calcular las áreas de los dodecágonos regulares inscrito y circunscrito en un disco 
circular unidad y deducir del resultado las desigualdades 3 < n < 12(2 — y / 3). 

19. Sea C la circunferencia unidad, cuya ecuación cartesiana es x 2 + y 2 = 1. Sea E el con- 
junto de puntos obtenido multiplicando la coordenada x de cada punto (x,y) de C 
por un factor constante a > 0 y la coordenada y por un factor constante b > 0. E1 con- 
junto E se denomina elipse. (Cuando a = b, la elipse es otra circunferencia.) 

a) Demostrar que cada punto (x,y) de E satisface la ecuación cartesiana (x/a) 2 + 
+ (y /b) 2 =1. 

b) Utilizar las propiedades de la integral para demostrar que la región limitada por 
esa elipse es medible y que su área es irab. 

20. E1 Ejercicio 19 es una generalización del ejemplo 3 de la Sección 2.3. Establecer y de- 
mostrar una generalización correspondiente al ejemplo 4 de la Sección 2.3. 

21. Con un razonamiento parecido al del ejemplo 5 de la Sección 2.3 demostrar el teo- 
rema 2.2. 


2.5 Las funciones trigonométrícas 

Antes de introducir más aplicaciones de la integración, haremos una breve 
digresión para comentar las funciones trigonométricas. Suponemos que el lector 
tiene algún conocimiento de las propiedades de las seis funciones trigonométricas 
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante; y sus inversas arco seno, 
arco coseno, arco tangente, etc. Estas funciones se discuten en los cursos de Tri- 
gonometría en relación con problemas diversos que relacionan los lados y los 
ángulos de los triángulos. 

Las funciones trigonométricas son importantes en Cálculo, no sólo por su 
relación con los lados y los ángulos de un triángulo, sino más bien por las propie- 
dades que poseen como funciones. Las seis funciones trigonométricas tienen en 
común una propiedad importante llamada periodicidad. 

Una función / es periódica con período p =+ 0 si su dominio contiene x + p 
siempre que contenga x y si f(x 4- p) = f(x) para todo x del dominio de /. Las 
funciones seno y coseno son periódicas de período 2-tr, siendo ir el área de un disco 
circular unidad. Muchos problemas en Física e Ingeniería tratan fenómenos perió- 
dicos (tales como vibraciones, movimiento planetario y de ondas) y las funciones 
seno y coseno constituyen la base para el análisis matemático de tales problemas. 

Las funciones seno y coseno pueden introducirse de varias maneras. Por 
ejemplo, hay defìniciones geométricas que relacionan las funciones seno y coseno 
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a los ángulos, y hay otras de carácter analítico que introducen esas funciones sin 
referencia alguna a la Geometría. Unas y otras son equivalentes, en el sentido de 
que todas ellas conducen a las mismas funciones. 

De ordinario, cuando trabajamos con senos y cosenos no nos importan tanto 
sus definiciones como las propiedades que pueden deducirse a partir de sus defi- 
niciones. Algunas de esas propiedades, importantes en Cálculo, se citan seguida- 
mente. Corrientemente, designamos los valores de las funciones seno y coseno 
de x poniendo senx, cos x, respectivamente. 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL SENO Y DEL COSENO. 


1. Dominio de definición. Las funciones seno y coseno están definidas en 
toda la recta real. 

2. Valores especiales. Tenemos cos 0 = sen bir = 1, cos r = —1. 

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cualesquiera, tenemos 


(2.3) cos (y — x ) = cos y cos x + sen vsen x. 

4. Desigualdades fundamentales. Para 0 < x < £ ir, tenemos 


(2.4) 


A partir de esas cuatro propiedades podemos deducir todas las propiedades 
del seno y del coseno que tienen importancia enCálculo. Esto sugiere que pode- 
mos introducir las funciones trigonométricas axiomáticamente. Esto es, podríamos 
tomar las propiedades 1 a 4 como axiomas del seno y del coseno y deducir todas 
las demás propiedades como teoremas. Para trabajar correctamente no debe discu- 
tirse sobre una teoría vacía, es necesario probar que existen funciones que satis- 
facen las propiedades anteriores. Por el momento pasaremos de largo este proble- 
ma. Primero suponemos que existen funciones que satisfacen estas propiedades 
fundamentales y mostraremos cómo pueden deducirse las demás propiedades. 
Luego, en la Sección 2.7, indicamos un método geométrico para definir el seno y 
el coseno como funciones con las propiedades deseadas. En el capítulo 11 tam- 
bién esbozamos un método para definir el seno y el coseno. 

teorema 2.3. Si dos funciones sen y cos satisfacen las propiedades 1 a 4, 
satisfacen también las siguientes: 

(a) La identidad pitagórica, sen 2 x + cos 2 x = 1, para todo x. 

(b) Valores especiales, sen 0 = cos | tt = sen tt = 0. 
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(c) El coseno es función par y el seno es función impar. Esto es, para 
todo x tenemos 

cos (—x) — cos x, sen (— jc) = —senx. 

(d) Co-relaciones. Para todo x, se tiene 

sen (\tt + x) — cos x, cos ({n + x) = —senx. 

(e) Periodicidad. Para todo x, se tiene sen (x + 277 ) = sen x, cos (x + 27t) = 
= cos x. 

(f) Fórmulas de adición. Para x e y cualesquiera, se tiene 

cos (x + j) = cos x cos y — sen x senj, 
sen (x + y) = sen a: cos y + cos x senj. 

(g) Fórmulas de diferencias. Para todos los valores ayb.se tiene 

, . a — b a + b 

sen a — sen b = 2 sen —-— eos —-— , 

cos a — cos b = —2sen—-— sen —i— . 

(h) Monotonía. En el intervalo [0,iM, el seno es estrictamente creciente y 
el coseno estrictamente decreciente. 

Demostración. La parte (a) se deduce inmediatamente si tomamos x — y 
en (2.3) y usamos la relación cos 0 = 1. La propiedad (b) resulta de la (a) toman- 
do* = 0, x = Itt, x = * y utilizando la relación sen \ tt = 1. Que el coseno es 
par resulta también de(2.3)haciendo y = 0. A continuación deducimos la fórmula 

(2.5) cos (\n — x) = sen x, 

haciendo y = \ -n en (2.3). Partiendo de esto y de (2.3), encontramos que el seno 
es impar, puesto que 




= cos 


+ sen 77 sen I- 


—senx . 
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Esto demuestra (c). Para probar (d), utilizamos otra vez (2.5), reemplazando pri- 
mero x por \ x + x y luego x por —x. E1 uso reiterado de (d) nos da entonces las 
relaciones de periodicidad (e). 

Para demostrar las fórmulas de adición para el coseno, basta reemplazar 
x por -r en (2.3) y tener en cuenta la paridad o imparidad. Utilizando la parte 
(d) y la fórmula de adición para el coseno se obtiene 

sen(x + y) = —cos (x + y + j) - —cos x cos (y + ^) + sen x sen (y + — 

= cos x sen y + sen x cos y . 

Esto demuestra (f). Para deducir las fórmulas de diferencias (g), reemplazamos 
primero y por — y en la fórmula de adición para sen(x + y) obteniendo 

sen (x — 7 ) = sen x cos y — cos x seny. 

Restando ésta de la fórmula para sen (x + y) y haciendo lo mismo para la función 
coseno, llegamos a 


sen (x + 7 ) — sen (x — y) = 2 seny cos x, 
cos (x + y) — cos (x — ý) = — 2 sen y sen x. 

Haciendo x = (a + b)/ 2, y = (a — b)/2, encontramos que esas se convierten en 
las fórmulas de diferencias (g). 

Las propiedades de la (a) a la (g) se han deducido sólo con las 1, 2 y 3. 
La propiedad 4 se usa para demostrar (h). Las desigualdades (2.4) prueban que 
cosx y senx son positivas si 0 < x < | ir. Después de esto, si 0 < b < a <\tt, 
los números (a + b)/2 y (a — b)/2 están en el intervalo (0 ,| tt), y las fórmulas 
de diferencias (g) prueban que sen a > sen b y cos a < cos b. Esto completa la 
demostración del teorema 2.3. 

En el próximo conjunto de Ejercicios (página 129) se consideran más propie- 
dades de las funciones seno y coseno. Mencionamos, en particular, dos fórmulas 
que con frecuencia se usan en Cálculo. Son las llamadas del ángulo doble o fór- 
mulas de duplicación. Tenemos 

sen 2 x = 2 senx cos x, cos 2 x = cos 2 x — sen 2 x = 1 — 2 sen 2 x. 

Estos son, naturalmente, simples casos particulares de las fórmulas de adición 
obtenidos haciendo y = x. La segunda fórmula para cos 2 tt resulta de la primera 
con la identidad pitagórica. Ésta también demuestra que |cos x| < 1 y |sen x| < 1 
para todo x. 
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2.6 Fórmulas de integración para el seno y el coseno 

Las propiedades de monotonía de la parte (h) del teorema 2.3, junto con las 
correlaciones y la periodicidad, demuestran qúe las funciones seno y coseno son 
monótonas a trozos en cualquier intervalo. Por consiguiente, mediante el uso re- 
petido del teorema 1 . 12 , vemos que el seno y el coseno son integrables en cual- 
quier intervalo finito. Calcularemos sus integrales aplicando el teorema 1.14. Este 
cálculo utiliza dos desigualdades que nosotros enunciamos como un teorema: 


teorema 2.4. 

( 2 . 6 ) 

Demostración. 

(2.7) 


Si 0 < a < \ tt, y n >_ 1, tenemos 

a V ka . a V ka 

- > cos — < sen a < - > cos — . 

n n Ù> n 

Las desigualdades (2.6) serán deducidas de la identidad 
2 sen \x Jcos kx = sen (n + %)x — sen \x , 


válida para n > 1 y todo real x. Para demostrar (2.7), utilizamos las fórmulas de 
diferencias (g) del teorema 2.3 para poner 

2 sen Jx cos kx = sen (k + i)x — sen (k — \)x . 

Haciendo k = 1, 2, ..., n y sumando esas igualdades, encontramos que en la 
suma del segundo miembro se reducen unos términos con otros obteniéndose (2.7). 

Si \x no es un múltiplo entero de tt podemos dividir ambos miembros de (2.7) 
por 2 sen \x resultando 

tcosfcx= Sen(w + i)x ~ Sen ^. 

^ 2 sen \x 

Reemplazando n por n — 1 y sumando 1 a ambos miembros también obtenemos 


2 ' 


_ sen (n — j)x + sen jx 


2 sen \x 
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Esas dos fórmulas son válidas si x¥= 2mn, siendo m entero. Tomando x = a/n, 
donde 0 < a < f ir encontramos que el par de desigualdades ( 2 . 6 ) es equivalente al 
siguiente 


n (n + I)-sen — I 


•fe) 


Este par, a su vez, es equivalente al par 


/ \ sení — l 

(2.8) sen (n + J) - -sen (^-) < ——^-sen a < sen(n — §) - + sení —) . 

n \2n' /_a\ n \2 n / 


Por consiguiente, demostrar (2.6) equivale a demostrar (2.8). Demostraremos que 
se tiene 


(2.9) sen (2 n + 1 )6 -sen 6 < ^sen 2n6 < sen(2 n - 1 )6 + sen 6 


para 0 < 2 n6 < |ir. Cuando 0 = a/(2n) (2.9) se reduce a (2.8). 

Para demostrar la desigualdad de la parte izquierda de (2.9), usamos la fór- 
mula de adición para el seno poniendo 

( 2 . 10 ) sen (2n + 1)0 = sen 2n6 cos 6 + cos 2n6sen 6 < sen 2n6 - + sen 6 , 


habiendo usado también las desigualdades 

cos 6 < , 0 < cos 2n6 < 1 , sen 6 > 0 , 

6 

siendo todas válidas ya que 0 < 2 nd < | tt. La desigualdad (2.10) equivale a la 
parte izquierda de (2.9). 

Para demostrar la desigualdad de la parte derecha de (2.9), utilizamos nue- 
vamente la fórmula de adición para el seno poniendo 

sen ( 2 n — 1)6 = sen 2n6 cos 6 — cos 2n6 sen 6 . 



Fórmulas de integración para el seno y el coseno 


123 


Sumando sen 6 a ambos miembros, obtenemos 


( 2 . 11 ) sen (2n — 1)0 + sen 0 = sen 2 ne(cos 0 +sen 0 -- cos 

\ sen 2 nd / 

Pero ya que tenemos 

1 — cos 2 n6 _ 2 sen 2 nO _ sen nd 

sen 2 n 0 2 senn 0 cosn 0 cos n6 ’ 


el segundo miembro de ( 2 . 11 ) es igual a 


„ , , senn 0 \ _ ,c 

s 0 + sen 0-I = sen 2 nO - 

cos n61 


s 0 cos nd + sen 0 sen nO = 


g cos (n — 1)0 
cos nd 


Por consiguiente, para completar la demostración de (2.9), necesitamos tan sólo 
demostrar que 


( 2 . 12 ) 

Pero tenemos 


cos (n — 1)0 ^ sen 0 
cos n 0 0 


cos «0 = cos (n — 1)0 cos 0 — sen (n — 1)0 sen 0 < 


< cos (n — 1)0 cos 0 < 


(n - 1 ) 0 — , 
' sen 0 


en donde otra vez hemos utilizado la desigualdad fundamental cos 0 < 0 /(sen 6). 
Esta última relación implica (2.12), con lo que se completa la demostración del 
teorema 2.4. 

teorema 2.5. Si dos funciones sen y cos satisfacen las propiedades funda- 
mentales de la 1 a la 4, para todo a real se tiene 

(2.13) J cos x dx = sen a , 

J sen x dx = 1 — cos a . 


(2.14) 
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Demostración. Primero se demuestra (2.13), y luego usamos (2.13) para 
deducir (2.14). Supongamos que 0 < a < \ tt. Ya que el coseno es decreciente 
en [0, a], podemos aplicar el teorema 1.14 y las desigualdades del teorema 2.4 
obteniendo (2.13). La fórmula es válida también para a = 0, ya que ambos 
miembros son cero. Pueden ahora utilizarse las propiedades de la integral para 
ampliar su validez a todos los valores reales a. 

Por ejemplo, si — a <. 0, entonces 0 ^ — a \ir, yla propiedad de 
reflexión nos da 

J°cos x dx = — J °cos (— x) dx = — J °cos x dx = — sen(— á) = sena . 

Así, pues, (2.13) es válida en el intervalo [— irr, \ir]. Supongamos ahora que 
\rr <, a < §n. Entonces —\-n <, a — ir <, \w , de modo que 

f“ cos x dx = f rl * cos xdx + cos x dx = sen \ir + f * cos (x + n) dx = 

J 0 •'O J*/t J—T/2 

= 1 — J“ *cos x dx — 1 —sen (a — n) + sen(— \ir) = sena . 

Con ello resulta que (2.13) es válida para todo a en el intervaJo [— §n]. p e ro 
este intervalo tiene longitud 2ir, con lo que la fórmula (2.13) es válida para todo 
a puesto que ambos miembros son periódicos respecto a con período 2 ir. 

Seguidamente usamos (2.13) para deducir (2.14). Ante todo demostramos 
que (2.14) es válida cuando a = ir/2. Aplicando sucesivamente, la propiedad de 
traslación, la co-relación sen (x + §ir) = cos x, y la propiedad de reflexión, en- 
contramos 

J senxdx=J sen Jr + dx = J ^cosxdx=J cos (— x) dx . 

Haciendo uso de la relación cos(—x) = cosx y la igualdad (2.13), se obtiene 
J W2 senx dx = 1. 


Por consiguiente, para cualquier a real, podemos escribir 

J sen x dx = J sen x dx + J sen x dx = 1 + J sen ^x + j) dx ~ 

= 1 + J cos x dx = 1 + sen ^a — ^ = 1 — cos a . 

Esto demuestra que la igualdad (2.13) implica (2.14). 
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ejemplo 1. Usando (2.13) y (2.14) junto con la propiedad aditiva 


[*’/(-<) dx = dx - f°/(x) dx, 


llegamos a las fórmulas de integración más generales 


J 6 cos x dx = s< 


x dx = (1 - cos b) - (1 - cos a) = -(cos b - cos á). 


Si nuevamente utilizamos el símbolo especial f(x) |* para indicar la diferencia 
f(b) — f(a), podemos escribir esas fórmulas de integración en la forma 


ejemplo 2. Con los resultados del ejemplo 1 y la propiedad de dilatación 


J /00 dx = \ J f(x/c) dx, 


obtenemos las fórmulas siguientes, válidas para c¥= 0: 


cos x dx = - (sencb - 


J sen cx dx = ^ J sen x dx = — ^ (cos cb — c 


ejemplo 3. La identidad cos 2x=l —2 sen 2 x implicasen 2 x= \(\ — cos 2x) 
ì lo que, a partir del ejemplo 2, obtenemos 

J sen 2 x dx = ^ J (1 — cos 2x) dx = ^ ^ sen2a . 
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Puesto que sen 2 x + cos 2 x — 1, encontramos también 


J cos 2 x dx = J (1 —sen 2 x)dx = a — J se 


2.7 Descripción geométrica de las funciones seno y coseno 

En esta Sección indicamos un método geométrico para definir las funciones 
seno y coseno, y damos una interpretación geométrica de las propiedades funda- 
mentales citadas en la Sección 2.5. 

Consideremos una circunferencia de radio r y centro en el origen. Designe- 
mos el punto (r, 0) por A, y sea P cualquier otro punto de la circunferencia. 
Los dos segmentos rectilíneos OA y OP determinan una figura geométrica llamada 
ángulo que representamos con el símbolo L AOP. Un ejemplo se representa en la 
figura 2.6. Queremos asignar a este ángulo un número real no negativo x que 
puede usarse como medida de su magnitud. E1 método más corriente para hacerlo 
es tomar una circunferencia de radio 1 v Uamar xa lalongitud’del arco+P,descrito 

dos veces el área del sector 



Ficura 2.6 Un ángulo Z AOP de Figura 27. Descripción geométrica de 

x radianes. sen x y cos x. 

en el sentido contrario al de las agujas del reloj de + a P, y decir que la medida 
de LAOP es x radianes. Desde un punto de vista lógico, esto no es satisfactorio 
por el momento pues no se ha precisado el concepto de longitud de arco. Êste 
será discutido en el capítulo 14. Puesto que la noción de área ha sido ya discutida, 
preferimos utilizar el área del sector circular AOP en lugar de la longitud del 
arco AP como medida de la magnitud de LAOP. Se sobrentiende que el sector 
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AOP es la porción más pequena del disco circular cuando P está por encima del 
eje real y la mayor cuando P está por debajo del eje real. 

Más adelante, cuando se haya discutido la longitud del arco, veremos que 
el arco AP tiene una longitud exactamente doble del área del sector AOP. Por con- 
siguiente, para conseguir la misma escala de medida de ángulos por los dos méto- 
dos, usaremos el doble del área del sector AOP como medida del ángulo Zl AOP. 
No obstante, para obtener una medida independiente de la unidad de distancia 
en nuestro sistema coordenado, definiremos la medida de Z. AOP como el doble 
del área del sector AOP dividida por el cuadrado del radio. Esta razón no varía 
si dilatamos o contraemos el círculo, y por tanto no se pierde generalidad al res- 
tringir nuestras consideraciones al círculo unidad. La unidad de medida así obte- 
nida se llama radián. Así que, decimos que Ia medida de un ángulo Z AOP es 
x radianes si x/2 es el área del sector AOP determinado en el disco circular 
unidad. 

Ya hemos introducido el símbolo n para designar el área de un disco circular 
unidad. Cuando P — (— 1, 0), el sector AOP es un semicírculo de área T , de 
modo que subtiende un ángulo de -n radianes. E1 disco completo es un sector de 
27rradianes. Si inicialmente P está en (1, 0) y se desplaza una vez alrededor de la 
circunferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj, el área del sector 
AOP crece de 0 a n, tomando todos los valores del intervalo [0, 77] exactamente 
una vez. Esta propiedad, que geométricamente es aceptable, puede demostrarse 
expresando el área como una integral, pero no expondremos la demostración. 

E1 siguiente paso es definir el seno y el coseno de un ángulo. En realidad, 
preferimos hablar del seno y del coseno de un número mejor que de un ángulo, 
de modo que el seno y el coseno serán funciones definidas sobre la recta real. 
Procedemos como sigue: Consideramos un número x tal que 0 < x < 2-n- y sea P 
el punto de la circunferencia unidad tal que el área del sector AOP sea igual a 
x/2. Sean ( a, b) las coordenadas de P. En la figura 2.7 se representa un ejemplo. 
Los números a y b están completamente determinados por x. Definamos el seno 
y el coseno de x como sigue: 

cos x — a , sen x = b . 

Dicho de otro modo, cos x es la abscisa de P y sen x es su ordenada. 

Por ejemplo, cuando x = n, tenemos P = ( — 1, 0) de modo que cos v = — 1 
y sen?7 = 0. Análogamente, cuando x = \tt tenemos P = (0, 1) y por tanto 
cos ^ tt 0 y sen \n = 1. Este procedimiento da el seno y el coseno como fun- 
ciones defmidas en el intervalo abierto (0, 27r). Se extienden las definiciones a 
todo el eje real por medio de las igualdades siguientes: 


sen 0 = 0 


0=1, sen (x + 2 77) = sen x, 


cos (x + 277) = cos x . 
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Las otras cuatro funciones trigonométricas se definen ahora en función del seno 
y del coseno mediante las conocidas fórmulas. 


tan 


senx 
cos x ’ 


sec 


1 

COS X ’ 


CSC X 


1 

senx' 


Estas funciones está definidas para todo real x salvo en ciertos puntos aislados en 
los que los denominadores pueden ser cero. Satisfacen la propiedad de periodici- 
dad /(x + 2tr) = /(x). La tangente y la cotangente tienen el período menor n. 

A continuación damos los razonamientos trigonométricos para indicar cómo 
esas definiciones nos llevan a las propiedades fundamentales citadas en la Sec- 
ción 2.5. Las propiedades 1 y 2 han sido ya tenidas en cuenta al definir el seno 
y el coseno. La identidad pitagórica resulta evidente ante la figura 2.7. E1 segmen- 
to rectilíneo OP es la hipotenusa de un triángulo cuyos catetos tienen longitudes 
|cos x| y |senx|. Por tanto, el teorema de Pitágoras para triángulos rectángulos 
implica la identidad cos 2 x +sen 2 x = 1. 

Otra vez utilizamos el teorema de Pitágoras para dar una demostración geo- 
métrica de la fórmula (2.3) para cos (y — x). Fijémonos en los triángulos rectán- 
gulos PAQ y PBQ dibujados en la figura 2.8. En el triángulo PAQ, la longitud del 
lado AQ es |seny — senx|, el valor absoluto de la diferencia de las ordenadas 
de Q y P. Del mismo modo, AP tiene longitud |cos x — cos y|. Si d representa la 
longitud de la hipotenusa PQ, tenemos, según el teorema de Pitágoras, 


d 2 = (seny — sen x) 2 + (cos x — cos y ) 2 . 

Por otra parte, en el triángulo rectángulo PBQ el cateto BP tiene longitud 
|1 - cos (y - x)| yla del cateto BQ es |sen (y — x)|. Por consiguiente, el teorema 
de Pitágoras nos da 

d 2 = [1 - cos (y - x)] 2 +sen 2 (y - x). 

Igualando las dos expresiones de d 2 y despejando cos (y — x), se obtiene la fór- 
mula (2.3) para cos (y — x). 

Finalmente, las demostraciones geométricas de las desigualdades fundamen- 
tales de la propiedad 4 pueden darse sobre la figura 2.9. Comparamos tan sólo 
el área del sector OAP con la de los triángulos OQP y OAB. Según la definición 
dada de medida angular, el área del sector OAP es \ x. E1 triángulo OAB tiene 
base 1 y altura h, por ejemplo. Por la semejanza de triángulos, se encuentra 
h/l = (sen x)/(cos x), con lo que el área del triángulo OAB es \ h=l(sen x)/ 
(cosx). Por consiguiente, la comparación de las áreas nos da las desigualdades 
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Figura 2.8 Demostración geométrica de Figura 2.9 Demostración geométrica de 
la fórmula cos (y — x). las desigualdades 

senx 1 

0 < cos x < - <-. 

x cos x 

Dividiendo por \ sen x y tomando los recíprocos, obtenemos las desigualdades fun- 
damentales (2.4). 

Recordamos al lector una vez más, que con lo que en esta Sección se comenta 
nos proponemos dar una interpretación geométrica del seno y del coseno y de 
sus propiedades fundamentales. En la Sección 11.11, se ofrece un estudio analítico 
de esas funciones en el que no se utiliza la Geometría. 

En muchos manuales de Matemáticas aparecen tablas de valores de seno, 
coseno, tangente y cotangente. En la figura 2.10 (pág. 132) se han dibujado las 
gráficas de las seis razones trigonométricas como aparecen en un intervalo de un 
período de amplitud. Recurriendo a la periodicidad se obtiene en cada caso el 
resto de la gráfica. 

2.8 Ejercicios 


En este conjunto de Ejercícios, se pueden emplear las propiedades del seno y del coseno 
citadas en las Seccciones de la 2.5 a la 2.7. 

1. (a) Demostrar que sen nir = 0 para todo entero n y que esos son los únicos valores de x 
para los que sen x = 0. 

(b) Hallar todos los valores reales x tales que cos x = 0. 

2. Hallar todos los reales x tales que (a) sen x = 1; (b) cos x = 1; (c) sen x = — 1; 
(d) cos x ~ — 1. 

3. Demostrar que sen (x + ir) = — sen x y cos (x + ir) = — cos x para todo x. 

4. Demostrar que sen 3x = 3 sen x — 4 sen 3 x y cos 3x = cos x — 4 sen 2 x cos x para todo 
real x. Demostrar también que cos 3x = 4 cos 3 x — 3 cos x. 

5. (a) Demostrar que sen ln = \, cosi-n- = 5 V 3. Undicación: Hacer uso del Ejercicio 4.] 
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(b) Demostrar que \n = \\/ 3, cos \-n = 

(c) Demostrar que sen \tt = cos \n = \\fï.. 

6. Demostrar que tan (x — y) = (tan x — tany)/(l + tanxtany) para todo par de valores 
x, y tales que tan xtany ^ — 1. Obtener las correspondientes fórmulas para tan (x + y) 
y cot(x + y). 

7. Hallar dos números A y B tales que 3 sen(x + 3 ir) = A sen x + B cos x para todo x 

8. Demostrar que si C y a son números reales dados, existen dos números reales A y B 
tales que C sen (x + a) = A sen x + B cos x para todo x. 

9. Demostrar que si + y B son números reales dados, existen dos números C y a, siendo 
Ç > 0, tales que la fórmula delEjercicio 8 es válida. 

10. Determinar C y a, siendo C > 0, tales que C sen (x + a) = — 2senx —2cosx para 
todo x. 

11. Demostrar que si A y B son números reales dados, existen dos números C y «, siendo 
C > 0, tales que C cos (x + a) = A sen x + B cos x. Determinar Cyasi + =fí=l. 

12. Hallar todos los números reales x tales que sen x = cos x. 

13. Hallar todos los números reales tales que sen x — cos x = 1. 

14. Demostrar que las identidades siguientes son válidas para todos los pares x e y: 

(a) 2 cos x cos_y = cos (x — y) + cos (x + y). 

(b) 2 sen x sen_y = cos (x — y) — cos (x + y). 

(c) 2 senx cos y = sen (x —+) + sen (x + +). 

15. Si h * 0, demostrar que las identidades siguientes son válidas para íodo x: 

sen (x + h) — sen x sen (h/2) / h\ 

-*-*?2- C °T + 2)' 

cos (x + h) - cos x sen (A/2) / h\ 

- h - hÌ2- Sen [ X+ 2)■ 

Estas fórmulas se utilizan enCálculo diferencial. 

16. Demostrar si son o no ciertas las siguientes afirmaciones. 

(a) Para todo x ^ 0, se tiene sen 2x & 2 sen x. 

(b) Para cualquier x, existe un y tal que cos (x + y) = cos x + cos y. 

(c) Existe un x tal que sen (x + y) = sen x + sen y para todo y. 

(d) Existe un y ^ 0 tal que Jjj sen xdx = sen y. 

17. Calcular la integral sen x dx para cada uno de los siguientes valores de a y b. En cada 
caso interpretar el resultado geométricamente en función del área. 


(a) a = 0 , b = 77 / 6 . 

(e) a = 0 , b = 77 . 

(b) a = 0 , b = 77/4. 

(f) a =0,6 =2 tt. 

(c) a = 0, b = 77/3. 

(g) a= -1,6 = 1. 

(d) a = 0, b = 77/2. 

(h) a = -77/6,6 = 77/4. 

Calcular las integrales de los Ejercicios del 18 al 27. 

18. J* (x + sen x) dx. 

20. Jj /2 (sen x — cos x) dx. 

19. Í W2 (x 2 + cos x)dx. 

21. J W2 |senx — cos x| dx. 
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22. J (5 + cos /) dt. 25. J. (/ 2 + sen t) dt. 

23. J' || + cos /| dt. 26 - jj^en 2 xí/x. 

24. J* ||+cos/|í/í, si 0 < jc < n. 27. J cos^í/jc. 

28. Demostrar las siguientes fórmulas de integración, válidas para 6^0: 


cos (a + bt) dt = - [sen(a + bx) — sen «], 


n (a + bt)dt = — - [cos (a + bx) — cos a ]. 


29. (a) Hacer uso de la identidad sen 3/ = 3 sen / - 4 sen 3 t para deducir la fórmula de in- 
tegración 


J sen s / dt = f — J(2 + sen 2 x) cos x . 

(b) Deducir la identidad cos 3/ = 4 cos 3 / — 3 cos / y utilizándola para demostrar que 
J o * cos 3 tdt = J(2 + cos 2 x) sen x. 

30. Si una función / es periódica de período p> 0 e integrable en [0,p], demostrar que 
jg/(x) dx = J“ +J) /(x) dx para todo a. 

31. (a) Demostrar que J^"' sen nxdx = jo’ r cos nx dx = 0 para todos Ios enteros 0. 

(b) Usando la parte (a) y las fórmulas de adición para seno y coseno, establecer las si- 
guientes fórmulas, válidas para los enteros m y n, tales que m 2 5* n 2 ; 

J o sen nx cos mxdx = J ^sen nx sen mxdx = J * cos nx cos mxdx = 0, 

J%en 2 «x dx = J 2,r cos 2 nxdx =-n, si n/0. 


Estas fórmulas son las relaciones de ortogonalidad para el seno y el coseno. 

32. A partir de la identidad 


2 


- cos kx = sen (2 k + 1) - 


(2* - \)\ 


y de las propiedades telescópicas de las sumas finitas demostrar que si 
entero), se tiene 


% 


,kx 


sen \nx cos \(n + l)x 
sen \x 


2 m (m 
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33. Si x ^ 2 rmr (m entero), demostrar que 



sen \nx sen %(n + \)x 
sen \x 


34. Se hace referencia a la figura 2.7. Por comparación del área del triángulo OAP con 
la del sector circular OAP, demostrar que senx<xsiO<x<£'77-. Usando entonces el 
hecho de que sen (— x) — — sen x, demostrar que |sen|x:| < |je| si 0 < |jc| < ^ tt. 


2.9 Coordenadas polares 

Hasta ahora hemos situado puntos en el plano con coordenadas rectangulares. 
También podemos situarlos con coordenadas polares. Se hace del modo siguiente. 
Sea P un punto distinto del origen. Supongamos que el segmento de recta que une 
P al origen tiene longitud r > 0 y forma un ángulo 0 con el eje x positivo. Véase 
la figura 2.11. Los dos números r y 0 se llaman coordenadas polares de P. Están 
relacionadas con las rectangulares (x, y) por las igualdades 


(2.15) x=trcosQ, y — rscnQ. 
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E1 número positivo r se llama distancia radial o radio vector de P, y 0 es un ángu- 
lo polar o argumento. Decimos un ángulo polar y no el ángulo polar porque si 0 
satisface (2.15), también lo hace 9 + 2mr cualquiera que sea el entero n. Conve- 
nimos en llamar coordenadas polares de P a todos los pares de números reales 
(r, 0) si satisfacen (2.15) siendo r > 0. De este modo, un punto dado posee más 
de un par de c oordena das polares. La distancia radial r está determinada con 
unicidad, r = V x 2 + y 2 , pero el ángulo polar 0 queda determinado salvo múlti- 
plos enteros de 2n. 

Cuando P es el origen, las ecuaciones (2.15) se satisfacen con r = 0 y cual- 
quier 6. Por esta razón asignamos al origen la distancia radial r = 0, y convenimos 
en que cualquier número real 0 puede usarse como ángulo polar. 

Sea / una función no negativa defìnida en un intervalo [a, b]. E1 conjunto 
de todos los puntos de coordenadas polares (r, 6) que satisfagan r = f(6) es la 
gráfìca de / en coordenadas polares. La ecuación r = f(6 ) se llama ecuación polar 
de esa gráfìca. Para ciertas curvas, las ecuaciones polares pueden ser más senci- 
llas y de uso más favorable que las ecuaciones cartesianas. Por ejemplo, la cir- 
cunferencia de ecuación cartesiana x 2 + y 2 = 4 tiene la sencilla ecuación polar 
r = 2. Las ecuaciones (2.15) indican cómo puede pasarse de coordenadas cartesia- 
nas a polares. 

ejemplo. La figura 2.12 nos muestra una curva con el aspecto de un ocho 
cuya ecuación cartesiana es (x 2 + y 2 f = y 2 . Utilizando (2.15), encontramos 
x 2 + y 2 = r 2 , de modo que las coordenadas polares de los punto s de esa curva 
satisfacen la ecuación r 6 = r 2 sen 2 6, o r 2 = |sen6|, r = V|sen 6\. No es difícil 
dibujar esta curva a partir de la ecuación polar. Por ejemplo, en el intervalo 
0 < 0 < tt/2, sen 6 crece de 0 a 1, con lo que r también crece de 0 a 1. Situando 
unos pocos puntos cuyas coordenadas sean fáciles de calcular, por ejemplo, los 
que corresponden a 6 = tt/6, 7t/ 4 y n/3, casi dibujamos la porción de la curva 
situada en el primer cuadrante. E1 resto se la curva se obtiene teniendo en cuenta 
la simetría de la ecuación cartesiana, o la simetría y la periodicldad de sen fj\. Sería 
un trabajo más difícil dibujar esta curva a partir de su ecuación cartesiana sola- 
mente. 


2.10 La integral para el área en coordenadas polares 

Sea / una función no negativa definida en un intervalo [a, 6], siendo 
0 <b — a < 2-n. E1 conjunto de todos los puntos de coordenadas polares (r, 6) 
que satisfacen las desigualdades 

0 < r < /(0), a <6 <b, 

se denomina conjunto radial de / sobre [a, 6]. La región sombreada de la figu- 
ra 2.13 es un ejemplo. Si / es constante en [a, b], su conjunto radial es un sector 
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Figura 2.13 El conjunto radial de f Figura 2.14 El conjunto radial de una 

correspondiente a un intervalo [a,b\. función escalonada S es una reunión de 

sectores circulares. Su área es s 2 (d) dd. 


circular que subtiende un ángulo de b — a radiantes. La figura 2.14 muestra el 
conjunto radial S de una función escalonada s. En cada uno de los n subinterva- 
los abiertos (6 k _^, 6 k ) de [a, b] en el que s es constante, llamemos por ejemplo 
s(0) = Sk, la gráfica de s en coordenadas polares es un arco de circunferencia de 
radio s*, y su conjunto radial es un sector circular que subtiende un ángulo de 
6 k — 6 k _ k radianes.. Debido a la forma como hemos definido la medida angular, 
el área de este sector es h(b k — O k _i)sl . Puesto que b — a <, 2n, como esos sec- 
tores no tienen parte común unos con otros, por la aditividad, el área del conjun- 
to radial de s correspondiente al intervalo completo [a, 6] viene dado por 

<S) = l ì 4 • (6 k - 6^) = i £ s \6) d6 , 

donde s 2 (0) representa el cuadrado de s(0). Así pues, para las funciones escalona- 
das, el área del conjunto radial ha sido expresada como una integral. Vamos 
ahora a -demostrar que esta fórmula integral admite mayor generalidad. 

teorema 2.6. Designemos por R el conjunto radial de una función no ne- 
gativa f en un intervalo [a, b~\, siendo 0 < b —a < 2tt, y supongamos que R es 
medible. Si f es integrable en [a, b\ el área de R viene dada por la integral 

a(R) = ì [f\6) dO . 

Demostración. Elijamos dos funciones escalonadas s y t que satisfagan 
0 < s(6) <f(6) < t(6) 
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para todo 0 en [a, b], y designemos por S y T sus conjuntos radiales, respectiva- 
mente. Ya que s < / < í en [a, b], los conjuntos radiales satisfacen las relacio- 
nes de inclusión S ç R £ T. Luego, por la propiedad de monotonía del área, se 
tiene a(S) < a(R) < a(T). Pero S y T son conjuntos radiales de funciones escalo- 
nadas, por lo que a(S) = s 2 (0) dB y a(T) = if* t 2 (0) dd. Por consiguiente se 

tienen las desigualdades 


£ s 2 (0) dO <, 2a(R) < J 6 1\0) dO , 


para todas las funciones s y t que satisfagan s </< / en [a, b]. Pero s 2 y í 2 
son funciones escalonadas arbitrarias que satisfacen s 2 < / 2 < t 2 en [a,fe], luego, 
ya que / 2 es integrable, debe ser 2 a(R) = J b a P(0)d6. Esto demuestra el teorema. 

Nota: Puede demostrarse que la mensurabilidad de R es una consecuencia de la 
hipótesis de que / 2 sea integrable, pero no desarrollaremos la demostración. 

ejemplo. Para calcular el área del conjunto radial R interior a la curva 
en forma de ocho dibujada en la fìgura 2.12, calculamos el área de la porción 
situada en el primer cuadrante y multiplicamos luego por cuatro. Para esta curva, 
se tiene f(0) = sen 6\ y, ya que sen 0 > 0 para 0 < 0 < n/2, encontramos 

a(R) = \f\0) dO = 2 J sen 0 dO = 2^cos 0 - cos ^ j = 2 . 


2.11 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 4, demostrar que el conjunto de puntos cuyas 
coordenadas rectangulares (x,y) satisfacen la ecuación cartesiana dada, es igual al de los 
puntos cuyas coordenadas polares (r,0) satisfacen la correspondiente ecuación polar. 

1. (x - 1)* + / = 1; r = 2 cos 8, cos 0 > 0. 

2. x 2 + y 2 — x = Vx 2 + y 2 ; r = 1 + cos 8. 

3. (x 2 + y 2 ) 2 = x 2 - y 2 ,y 2 < x 2 ; r = Vcos 20, cos 26 > 0. 

4 . (x 2 + y 2 ) 2 = \x 2 -y 2 \; r = V|cos 26\. 

En cada uno de los Ejercicios del 5 al 15, trazar la gráfica de / en coordenadas polares 
y calcular el área del conjunto radial de / en el intervalo que se cita. Se supondrá que cada 
conjunto es medible. 

5. Espiral de Arquímedes: f(6) =6, 0 < 6 < 2w. 

6. Circunferencia tangente al eje y: f(6) = 2 cos 6, —nj2 < 6 < w/2. 

7. Dos circunferencias tangentes al eje y: f(6) = 2 |cos0|, 0 < 6 < 2v. 

8. Circunferencia tangente al eje x: f(6) = 4 sen 6, 0 < 0 < w. 

9. Dos circunferencias tangentes al eje x: f(6) = 4 |sen0|, 0 < 0 < 2-n. 
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10. Pétalo de rosa: f(6) = sen 26, 0 <, 0 < 7 t/2 . 

11. Rosa de cuatro hojas: f(6) = |sen20|, 0 < 6 < 2n. 

12. Ocho aplastado: /(®) = \/|cos 6\, 0 <, 6 < 2n. 

13. Trébol de cuatro hojas: f(6) = V|cos 20\, 0 < 0 < 2rr. 

14. Cardioide: f(6) = 1 + cos 6, 0 < 6 < 2rr. 

15. Caracol: /(6) = 2 + cos 6, 0 <6 < 2-rr. 


2.12 Aplicación de la integración al cálculo de volúmenes 


En la Sección 1.6 se introdujo el concepto de área como función de conjunto 
que satisface ciertas propiedades que tomamos como axiomas para el área. Luego, 
en las Secciones 1.18 y 2.2, demostramos que las áreas de muchas regiones po- 
dían calcularse por integración. E1 mismo camino puede utilizarse al tratar del 
concepto de volumen. 

Supongamos que existen ciertos conjuntos S de puntos en el espacio de tres 
dimensiones, que llamamos conjuntos medibles, y una función de conjunto v, lla- 
mada función volumen, que asigna a cada conjunto medible S un número v(S), 
llamado volumen de S. Utilizamos el símbolo stf para designar la clase de todos 
los conjuntos medibles en el espacio de tres dimensiones, y a cada conjunto S de 
jz/Io llamamos sólido. 

Como en el caso del área, enunciamos unas propiedades que desearíamos 
que tuviera el volumen y las tomamos como axiomas para el mismo. La elección 
de los axiomas nos permite demostrar que los volúmenes de muchos sólidos 
pueden calcularse por integración. Los tres primeros axiomas, parecidos a los 
correspondientes para el área, se refieren a las propiedades de no negatividad, adi- 
tividad, y de la diferencia. En lugar de un axioma de invariancia frente a la 
congruencia, utilizamos otro de tipo distinto, llamado principio de Cavalieri. Éste 
asigna volúmenes iguales a sólidos congruentes y también a ciertos sólidos que, 
no siendo congruentes, tienen secciones de áreas iguales al ser cortados por planos 
perpendiculares a una recta dada. Con mayor precisión, supongamos que S y L 
sean un sólido y una recta dados. Si F es una plano perpendicular a L, Ia inter- 
sección FnSse llama sección perpendicular a L. Si toda sección perpendicular 
a L es un conjunto medible en su propio plano, 5 se llama un sólido de Cavalieri. 
E1 principio de Cavalieri asigna volúmenes iguales a dos sólidos de Cavalieri, S y 
T, si a(S fl F) = a(T n F)para todo plano F perpendicular a una recta dadaL. 

E1 principio de Cavalieri puede interpretarse intuitivamente como sigue. 
Imaginémonos un sólido de Cavalieri como una pila o montón de láminas mate- 
riales delgadas, por ejemplo de naipes, siendo cada lámina perpendicular a una 
recta dada L. Si deslizamos cada lámina en su propio plano podemos cambiar la 
forma del sólido pero no su volumen. 
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E1 axioma siguiente establece que el volumen de un paralelepípedo rectan- 
gular es el producto de las longitudes de sus aristas. Un paralelepípedo rectangular 
es cualquier conjunto congruente a un conjunto de la forma. 

(2.16) {(x,y, z) | 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}. 

Utilizaremos la palabra más corta «caja» en lugar de «paralelepípedo rectangular». 
Los números no negativos a, b, c de (2.16) son las longitudes de las aristas de la 
caja. 

Incluimos, por último, un axioma que establece que todo conjunto convexo 
es medible. Un conjunto se llama convexo si, para todo par de puntos P y Q del 
conjunto, el segmento de recta que los une pertenece también al conjunto. Este 
axioma, junto con las propiedades de aditividad y de la diferencia, aseguran que 
todos los sólidos elementales que se presentan en las aplicaciones delCálculo son 
medibles. 

Los axiomas para el volumen pueden ahora establecerse del siguiente modo. 

definición axiomática de volumen. Supongamos que existe una clase s/ 
de sólidos y una función de conjunto v, cuyo dominio es J/, con las propiedades 
siguientes: 

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de s/ se tiene 
v(S) > 0. 

2. Aditividad. Si S y T pertenecen a s/, S u T y S O T también pertene- 
cen a s/, y se tiene v(S uf) = v(S ) + v(T) — v(S n T). 

3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a s/ siendo S £ T, 
T — S pertenece a s/ y se tiene v(T — S) = v(T) — v(S). 

4. Principio de Cavalieri. Si S y T son dos sólidos de Cavalieri pertene- 
cientes a s/ tales que a(S n F) < a(T n F) para todo plano F perpen- 
dicular a una recta dada, entonces v(S) < v(T). 

5. Elección de escala. Toda caja B pertenece as/. Si los lados o aristas de 
B tienen longitudes a, b y c, se tiene que v(B) = abc. 

6. Todo conjunto convexo pertenece a s/. 

E1 axioma 3 asegura que el conjunto vacío 0 pertenece a s/ y tiene volumen 
cero. Puesto que v(T — S) > 0, el axioma 3 también implica la siguiente propie- 
dad de monotonía: 

i r(S) <, v(T), para conjuntos S y T de sZ tales que S £ T. 

La propiedad de monotonía, a su vez, nos muestra que todo conjunto plano aco- 
tado S de s/ tiene volumen cero. Un conjunto plano se llama acotado si es un 
subconjunto de un cierto cuadrado en el plano. Si consideramos una caja B de 
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altura c que tenga ese cuadrado como base, entonces S £ B de modo que tenemos 
v(S) < v(B ) = a' 2 c, siendo a la longitud de cada lado del cuadrado de la base. 
Si fuese v(S) > 0, podría tomarse c de modo que c < v(S)/a 2 , en contradicción 
con la desigualdad v(S) < à 2 c. Esto demuestra que v(S) no puede ser positiva, 
con lo que v(S) — 0, como se afìrmó. 

Obsérvese que el principio de Cavalieri ha sido establecido en forma de 
desigualdades. Si a(S O F)=a(TC> F) para todo plano F perpendicular a una 
recta dada, podemos aplicar el axioma 4 dos veces para deducir r(S) < v(T) y 
v(T) < v(S), y se tiene por tanto v(T) = v(S). 

A continuación demostramos que el volumen de un sólido cilíndrico es 
igual al área de su base multiplicada por su altura. Por sólido cilíndrico enten- 
demos un conjunto congruente a un conjunto S de la forma 

S = {(x,y,z)\(x,y)e B, a < z < b), 

siendo B un conjunto medible plano y acotado Las áreas de las secciones de S 
perpendiculares al eje z determinan una función as, que es el área de la sección, 
y que toma el valor constante a(B) en el intervalo a < z < b, y el valor 0 fuera 
de él. Se denominará función área seccional a la función as. 

Sea ahora T una caja cuya función área seccional ar sea igual a as. E1 
axioma 5 nos dice que v(T) = a(B)(b — a), siendo a(B) el área de la base de T, 
y b — a es su altura. E1 principio de Cavalieri establece que v(S) = v(T), de 
modo que el volumen de S es igual al área de su base. a(B), multiplicada por su 
altura, b — a. Obsérvese que a(B)(b — à) es la integral de la función a s en el 
intervalo [a, b]. Dicho de otro modo, el volumen de un sólido cilíndrico recto 
es igual a la integral de su función área de la sección. 

V (S) = JT a^z) dz . 


Podemos extender esta fórmula a sólidos de Cavalieri más generales. Sea R 
un sólido de Cavalieri con secciones medibles perpendiculares a una recta dada 
L. Consideremos un eje de coordenadas coincidente con L (llamado eje u), y 
sea cìr(u) el área de la sección producida por un plano perpendicular a L en el 
punto u. E1 volumen de R puede calcularse con el teorema siguiente. 

teorema 2.7. Sea R un sólido de Cavalieri de srf cuya función área sec- 
cional a R , sea integrable en un intervalo [a, b~\ y nula fuera del mismo. En tales 
condiciones el volumen de R es igual a la integral del área seccionaT. 


v(R) = | 6 a If (u) du . 



140 


Algunas aplicaciones de la integración 


Demostración. Elijamos funciones escalonadas s y t tales que s < a R < t 
en [a, b] y definamos s y t como nulas fuera de [a, b]. Para cada subintervaio 
de [a, 6] en el que s sea constante, podemos imaginar un sólido cilíndrico (por 
ejemplo, un cilindro circular recto) construido de modo que su área seccional 
en este subintervalo tenga el mismo valor constante que s. La reunión de esos 
cilindros sobre los intervalos en los que s es constante es un sólido S cuyo vo- 
lumen v(S) es, por la aditividad, igual a la integral J* s(u) du. Del mismo modo, 
existe un sólido T, una reunión de cilindros, cuyo volumen v(T) = J£ t(u) du. 
Pero a s (u) = s(u) < a R (u) < t(u) = ar(u) para todo u de [a, b], de modo que 
el principio de Cavalieri implica que v(S) < v(R) < v(T). En otras palabras, 
v(R) satisface las desigualdades 

J‘ s(u) du < v(R) < J* t(u) du 

para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s < a s ^ t en [a, b]. 
Puesto que a s es integrable en [a, b], resulta que v(R) =J* a s (u)du. 

ejemplo. Volumen de un sólido de revolución. Sea / una función no 
negativa e integrable en un intervalo [a, b]. Si el conjunto de ordenadas de esa 
función gira alrededor del eje x, engendra un sólido de revolución. Cada sección 
determinada por un plano perpendicular al eje x es un disco circular. E1 área 
del disco circular correspondiente al punto x es nf 2 (x), siendo f(x) el cuadrado 
de f(x). Por consiguiente, según el teorema 2.7, el volumen del sólido (si el só- 
lido pertenece a sV ) e s igual a la integral nf(x) dx, si la integral existe. En 
particular, si f(x) = Vr 2 — x 2 para — r < x < r, el conjunto de ordenadas de / 
es un disco semicircular de radio r y el sólido engendrado es una esfera de ra- 
dio r. La esfera es convexa. Su volumen es igual a 

£ r dx = t r J^ (r 2 - x 2 ) dx = 2n jj(r 2 - x 2 ) dx = | rrr 3 


Con mayor generalidad, supongamos que disponemos de dos funciones no 
negativas / y g que son integrables en un intervalo [a, b] y que satisfacen f < g 
en [a, b]. Cuando la región entre sus gráficas gira alrededor del eje x, engendra 
un sólido de revolución tal que cada sección producida por un plano perpendicu- 
lar al eje x en el punto x es una corona circular (una región limitada por dos 
circunferencias concéntricas) con área ng 2 (x) — nf(x). Por consiguiente, s i g 2 — f 
es integrable, el volumen de dicho sólido (si tal sólido pertenece a s/ ) viene dado 


por la integral 


[n[g\x)-f\x)]dx. 


2.13 Ejercicios 

1. Aplicar la integración para calcular el volumen de un cono circular recto engendrado 
haciendo girar alrededor del eje x la gráfica de la función / dada por f(x) = xc en el 
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intervalo 0 < x < b. Demostrar que el resultado es el producto de un tercio del área 
de la base por la altura del cono. 

En cada uno de los Ejercicios del 2 al 7, calcular el volumen del sólido engendrado al 
girar el conjunto de ordenadas de la función / sobre el intervalo indicado. Dibujar cada uno 
de los conjuntos de ordenadas. 

2 . f(x) = Vx, 0 < x < 1. 5. f(x) =sen x, 0 <>x <■*. 

3 . f(x) = x 1 ' 4 , 0 ^ x < 1. 6. f(x) = cos x, 0 < x ^ n/2. 

4. f(x) = x 2 , -1 < x ^ 2. 7. f(x) = sen x + cos x, 0 < x <, *. 

En cada uno de los Ejercicios 8 al 11, dibujar la región entre las gráficas de / y g y 
calcular el volumen del sólido obtenido al girar dicha región alrededor del eje x. 

8 . f(x) = Vx, #(x) = 1, 0 < x < 1. 

9 . f(x)=Vx, g(x)=x*, 0 <x^l. 

10 . f(x) = se nx, g(x) = cos x, 0 <, x < n/4. 

11 . f(x) =V4 - x 2 , g(x) =1, 0 ^ x < V3. 

12 . Dibujar las gráficas de f(x) = Vx y g(x) = x/2 en el intervalo [0,2]. Hallar un nú- 
mero t, 1 < / < 2, de modo que cuando la región entre las grificas de / y g sobre el 
intervalo [0, t] gira alrededor del eje x, engendra un sólido de revolución cuyo volumen 
es igual a irt s / 3. 

13. iQué volumen de material se quita de una esfera de radio 2r cuando se atraviesa con 
un taladro, formando un agujero centrado de radio r? 

14. Un servilletero se obtiene practicando un agujero cilíndrico en una esfera de modo que 
el eje de aquél pase por el centro de ésta. Si la longitud del agujero es 2h, demostrar 
que el volumen del servilletero es nah 3 , siendo a un número racional. 

15. Un sólido tiene una base circular de radio 2. Cada sección producida por un plano 

perpendicular a un diámetro fijo es un triángulo equilátero. Calcular el volumen del 
sólido. , 

16. Las secciones transversales de un sólido por planos perpendiculares al eje x son cua- 
drados con centros en dicho eje. Si al cortar por el plano perpendicular en el punto de 
abscisa x, se obtiene un cuadrado cuyo lado es 2x 2 , se trata de hallar el volumen del 
sólido entre x = 0 y x = a. Dibujar un esquema. 

17. Hallar el volumen de un sólido cuya sección transversal por un plano perpendicular 
al eje x tiene de área ax 2 + bx + c para cada x del intervalo 0 < x < h. Expresar el 
volumen en función de las áreas B t , M y B 2 de las seccicnes transversales correspon- 
dientes a x = 0, x = h/2 y x = h, respectivamente. La fórmula que resulta se conoce 
por fórmula del prismatoide. 

18. Dibujar un esquema de la región del plano xy formada por todos los puntos (x, y) que 
satisfacen las desigualdades simultáneas 0 <, x <, 2, |x 2 < _y < 1. 

Calcular el volumen del sólido obtenido haciendo girar esta región: a) alrededor del 
eje x; b) alrededor del eje y; c) alrededor de la vertical que pasa por (2,0); d) de la ho- 
rizontal que pasa por (0, 1). 


2.14 Aplicación de la integración al concepto de trabajo 

Hasta aquí nuestras aplicaciones de la integración han sido a los conceptos 
geométricos de área y volumen. Vamos ahora a comentar una aplicación al con- 
cepto físico de trabajo. 
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Trabajo es una medida de la energía consumida por una fuerza al mover 
una partícula de un punto a otro. En esta sección consideramos el caso más sen- 
cillo, el movimiento rectilíneo. Esto es, suponemos que el movimiento se efectúa 
a lo largo de una recta (que se toma como eje x) desde un punto x = a, hasta otro 
x = b, y también que la fuerza actúa a lo largo de esta recta. Admitimos que 
a < b o b < a. Suponemos además que la fuerza que actúa sobre la partícula 
es una función de la posición. Si la partícula está en x, designamos por f(x) la 
fuerza que actúa en ella, siendo f(x) > 0 si actúa en la dirección positiva del 
e J e x, y f(x) < 0 si lo hace en sentido contrario. Cuando la fuerza es constante, 
por ejemplo f(x) = c para todo x entre a y b, defmimos el trabajo efectuado por 
/ como el número c • (b — a): la fuerza multiplicada por el desplazamiento. 
E1 trabajo puede ser positivo o negativo. 

Si la fuerza está medida en dinas y la distancia en centímetros (sistema cgs), 
el trabajo se mide en dinas por centímetro. Una dina-centímetro de trabajo se 
llama erg. Si la fuerza se mide en newtons y la distancia en metros (sistema mks), 
el trabajo se expresa en newton por metro. Un newton-metro de trabajo se llama 
joule. Un newton equivale a 10 5 dinas, y un joule a 10 7 erg. Si la fuerza se mide 
en libras y la distancia en pies, medimos el trabajo en libras-pie. 

eiemplo. Una piedra de 3 libras de peso se lanza hacia arriba a lo largo 
de una recta, hasta una altura de 15 pies y vuelve al suelo. Tomamos el eje x 
a lo largo de la trayectoria y orientado positivamente hacia arriba. La fuerza 
constante de la gravedad actúa hacia abajo, de modo que f(x) = — 3 libras para 
cada x, 0 < x <15. E1 trabajo efectuado por la gravedad al mover la piedra 
desde, por ejemplo, x = 6 pies hasta x = 15pies es — 3 • (15 — 6) = — 27 li- 
bras-pie. Cuando la misma piedra cae desde x = 15 pies hasta x = 6 pies, el tra- 
bajo efectuado por la gravedad es — 3(6 — 15) = 27 libras-pie. 

Supongamos ahora que la fuerza no sea constante sino que sea una función 
de la posición defmida en el intervalo que une a y b. £Cómo defmimos el trabajo 
realizado por / al mover una partícula desde a hasta 6? Lo haremos como para 
el área y el volumen. Establecemos ciertas propiedades que vienen impuestas 
por exigencias físicas. Se demuestra luego que para cualquier definición de trabajo 
con esas propiedades, el trabajo realizado por una función fuerza integrable / 
es igual a la integral fj b a f(x) dx. 

PROPIEDADES FUNDAM ENT ALES DEL TRABAJO. DesÌgnemOS COn W a (f), el 
trabajo realizado por una función fuerza f al mover una partícula desde a hasta b. 
Tal trabajo tiene las propiedades siguientes: 

1. Propiedad aditiva. Si a < c < b, W b (f) = W' a (f) + Wff). 

2. Propiedad monótona. Si f < g en [a, 6], W b (f) < W b (g). Esto es, una 
fuerza mayor realiza un trabajo mayor. 
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3. Fórmula elemental. Si f es constante, por ejemplo f(x) = c para todo x 
en el intervalo abierto (a, b), W*(f) = c • (b — a). 

La propiedad aditiva puede extenderse por inducción a cualquier número 
finito de intervalos. 

Esto es, si a = x 0 < x^ < ... < x„ = b, se tiene 


wl(f) = zw k , 


siendo Wk el trabajo realizado por / desde Xk-i a Xk. En particular, si la fuerza 
es una función escalonada s que toma un valor constante Sk en el intervalo abier- 
to (x k - 1 , x k ), la propiedad 3 establece que W k = s* • (x k — x k -i), con lo que 

Wt(s) = ÌX • (x k — dx . 

Así pues, para funciones escalonadas, el trabajo se expresa como una integral. 
Es fácil demostrar que esto es cierto en casos más generales. 

teorema 2.8. Supongamos que el trabajo se ha definido para una clase 
de funciones fuerza f de modo que satisfaga las propiedades 1, 2, y 3. El trabajo 
efectuado entonces por .una función fuerza integrable f al mover una partícula 
desde a hasta b es igual a la integral de f, 

W\(f) = jj(x) dx . 

Demostración. Sean s y t dos funciones escalonadas que satisfacen 
s?Çf<t en [a, &]. La propiedad monótona del trabajo establece que 
W b a (s)<W b a (f)<Wl(t). Pero Wj) = £ s (x) y Wj) = t(x) dx, de modo 
que el número Wff) satisface las desigualdades 

s(x) dx < W\(f ) < £ t(x) dx 

para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s < / < t en [a, &]. 
Puesto que / es integrable en \_a, b], resulta que W b a (f) = f’ a f(x) dx. 

Nota: Muchos autores definen simplemente el trabajo como la integral de la fun- 
ción fuerza. La anterior discusión puede considerarse como una justificación de tal de- 
fmición. 
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ejemplo. Trabajo necesario para estirar un muelle. Supongamos que la 
fuerza j{x) necesaria para estirar un muelle de acero una longitud x más allá de 
su longitud natural es proporcional a x (Ley de Hoohe). Coloquemos el eje x 
a lo largo del eje del muelle. Si la fuerza de tracción actúa en la dirección posi- 
tiva del eje, tenemos f(x) — cx, en donde la constante de tracción c es positiva. 
(E1 valor de c puede determinarse si conocemos la fuerza j(x) para un valor 
particular de x =£ 0.) E1 trabajo preciso para estirar el muelle una longitud a es 
$lf(x)dx = jô cxdx — ca 2 /2, que es un número proporcional al cuadrado del 
desplazamiento. 

En el Volumen II y mediante las integrales de línea se estudia el trabajo para 
movimientos a lo largo de curvas. 


2.15 Ejercicios 


En los Ejercìcios 1 y 2 se supone que la fuerza que actúa sobre el resorte obedece la 
ley de Hooke. 

1. Si una fuerza de 10 libras alarga un muelle elástico 1 pulgada, iqué trabajo se realiza al 
alargar el muelle 1 pie? 

2. Un muelle tiene normalmente la longitud de 1 metro. Una fuerza de 100 newtons 
lo comprime hasta 0,9 m. iCuántos joules de trabajo se precisan para comprimirlo hasta 
la mitad de su longitud normal? /,Cuál es la longitud del muelle cuando ya se han rea- 
lizado 20 joules de trabajo? 

3. Una partícula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsora 

f(x) = 3x 2 + 4x newtons. Calcular cuántos joulesde trabajo se realizan con esa fuerza para 
trasladar la partïcula a) desde x = 0 hasta x = 7 m; b) desde x = 2 m hasta x = 7 m. 

4. Una partícula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsora dada por 

f(x)= ax 2 + bx dinas. Calcular a y b de modo que se precisen 900 ergsde trabajo para 
desplazar la partícula 10 cm a partir del origen, si la fuerza es de 65 dinas cuando 
x = 5 cm. 

5. Un cable de 50 pies de longitud y 4 libras de peso por pie pende de un torno. Calcular 

el trabajo realizado al enrollar 25 pies de cable. No considerar más fuerzas que la 

gravedad. 

6 . Resolver el Ejercicio 5 si se cuelga un peso de 50 libras en el extremo del cable. 

7. Un peso de 150 libras se fìja en un extremo de una cadena cuyo peso es de 2 libras 
por pie. Inicialmente el peso se suspende con 10 pìes de cadena sobre el borde de un 
edificio de 100 pies de altura. Considerando sólo la fuerza de la gravedad, calcular el 
trabajo realizado cuando el peso se baja hasta una posición de 10 pies sobre el suelo. 

8 . En el ejercicio 7, suponer que la cadena sólo tiene 60 pies de longitud y que el peso 
y la cadena se dejan caer al suelo, partiendo de la misma posición inicial que antes. 
Calcular el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad cuando el peso alcanza el suelo. 

9. Sea V(q) el voltaje necesario para situar una carga q en las placas de un condensador. 
E1 trabajo necesario para cargar un condensador desde q = a hasta q = b se defme me- 
diante la integral V(q) dq. Si el voltaje es proporcional a la carga, demostrar que el 
trabajo realizado para situar una carga Q en un condensador descargado es | QV(Q). 
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2.16 Valor medio de una función 

En el trabajo científico es necesario con frecuencia realizar varias medicio- 
nes en condiciones semejantes y calcular luego el promedio o media con la idea 
de resumir los datos. Existen muchos tipos útiles de promedios, el más corriente 
es la media aritmética. Si a lt a 2 , . ■., a„ son n números reales, su media aritmé- 
tica à está definida por la igualdad 

(2.17) â=ì ~Z a *- 


Si los números a k son los valores de una función / en n puntos distintos, por 
ejemplo a* = f(Xk), el número 


iï/M 

es la media aritmética de los valores /(xj, .... f(x„). Podemos extender este con- 
cepto al cálculo de un valor medio no sólo para un número finito de valores de 
f(x) sino para todos los valores de f(x) al recorrer x un intervalo. La defìnición 
que sigue nos sirve para ello. 

DEFINICIÓN DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCIÓN EN UN INTERVALO. SÌ f eS 

integrable en un intervalo [a, b], definimos A(f), valor medio de f en [a, b], 
mediante la fórmula 

(2.18) A(f) = f/00 dx . 

b — aJa 

Cuando / es no negativa, esta fórmula tiene una interpretación geométrica 
sencilla. Puesta en la forma (b — a)A(f) =$jff(x) dx, establece que el rectán- 
gulo de altura A(f) y base [a, b) tiene la misma área que el conjunto de orde- 
nadas de / sobre [a, b]. 

Podemos ahora demostrar que la fórmula (2.18) es en realidad una extensión 
del concepto de media aritmética. Sea / una función escalonada que es cons- 
tante en cada uno de los subintervalos de [a, b], obtenidos al dividirlo en n 
Partes iguales. En particular, sea x k = a + k(b — a)/n para k = 0, 1, 2, ..., n, 
y supongamos que f(x) — f(x k ), si x k -i < x < x k . Entonces será x k — x k - x = 
= (b — a)/n, con lo que se tiene 

A(f) = VT' />) “—TZZ J>> >= = j |/W ■ 
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Así pues, para funciones escalonadas, el promedio A(f) coincide con la media 
aritmética de los valores f(xA, .... f(x„) tomados en los intervalos en los que la 
función es constante. 

Con frecuencia se utilizan medias aritméticas ponderadas en lugar de las 
medias aritméticas ordinarias (2.17). Si iVl w 2 , ..., w„ son n números no nega- 
tivos (llamados pesos), no todos ceros, la media aritmética ponderada à de 
fli, a 2 , ..., a„, se define mediante la fórmula 

J>*«* 


Cuando los pesos son todos iguales, este valor coincide con la media aritmética 
ordinaria. La extensión de este concepto a las funciones integrables viene dada 
por la fórmula 


(2.19) 


A(f) = 


j\(x)f(x) dx 

J>(x) dx 


siendo w una función peso no negativa tal que H'(x) dx já o. 

Las medias ponderadas son muy utilizadas en Física e Ingeniería. Por ejem- 
plo, consideremos una varilla recta de longitud a y hecha con un material de 
densidad variable. Coloquemos la varilla a lo largo del eje x positivo con un 
extremo en el origen 0, y designemos con m(x) la masa de la porción de varilla 
de longitud x, medida desde 0. Si m(x) = f J p(t) dt para una cierta función inte- 
grable p que se llama densidad de masa de la varilla. Una varilla uniforme tiene 
una densidad de masa constante. La integral Jg xp(x) dx se denomina el primer 
momento de la varilla en torno de 0, y el centro de gravedad es el punto cuya 
coordenada x es 


- _ i Xp ^ dx 

J o a P (x) dx 

Éste es un ejemplo de media ponderada. Hemos promediado la función distancia 
f(x) = x con la densidad de masa p como función peso. 

La integral Jg x 7 p(x) dx se llama segundo momento, o momento de inercia, 
de la varilla en torno de 0, y el número positivo r dado por la fórmula 

, íypix^dx 
J o V(x) dx 
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es el radio de giro de la varilla. En este caso, la función promediada es el cua- 
drado de la función distancia, j(x) = x 2 , con la masa de densidad p como función 
peso. 

Medias ponderadas parecidas a éstas también se presentan en el Cálculo de 
probabilidades en el cual los conceptos de esperanza y varianza juegan el mismo 
papel que el centro de gravedad y el momento de inercia. 

2.17 Ejercicios 


al 10, calcular el promedio A(f) para la función dada / en el 


En los Ejercicios del 1 
intervalo correspondiente. 

\.f(x) =x\ a<x<b. 

2. f(x) = x 2 + x 3 , 0£x<\. 

3. f(x) = x »/*, 0 < * < 4. 

4. f(x) = x+ 2 , \ <, x < 8. 

5. f(x) =senx, 0 < x <, * /2. 


6. f(x) = cos v, -tt/2 <x < tt/2. 

7. f(x) = sen 2x, 0 < x <, 77/2. 

8. f(x) = sen xcosx, 0 < x < 77/4. 

9. f(x) =sen 2 v, 0 < * < 77/2. 

10. f(x) = cos 2 x, 0 <, x <, 77. 


11. (a) Si f(x) = x 2 para 0 < x < a, hallar un número c que satisfaga 0 <c<a y tal 
que f(c) sea igual al promedio de / en [0, o]. 

(b) Resolver la parte (a) si f(x) = x n , siendo n un entero positivo cualquiera. 

12. Sea f(x) = x 2 para 0 < x < 1. E1 valor medio de / en [0,1] es 5. Hallar una función 

peso no negativa w tal que la media ponderada de / en [0,1], definida por (2.19) sea 
(a) (b) (c) §. 

13. Sea A(f) el promedio de / en el intervalo [a,b]. Demostrar que tiene las propiedades 
siguientes: 

(a) Propiedad aditiva: A(f + g) = A(f) + A(g). 

(b) Propiedad homogénea: A(cf) = cA(f) si c es un número real cualquiera. 

(c) Propiedad monótona: A(f) < A(g) si f < g en [a,b]. 

14. iCuáles de las propiedades citadas en el Ejercicio 13 son válidas para las medias ponde- 
radas definidas por (2.19)? 

15. Designemos por +£(/) el promedio de / en el intervalo [a, b]. 

(a) Si a < c < b, demostrar que existe un número t que satisface 0 < t < 1 tal que 
A b n (f) = tA n (f) + (1 — t)A b (f). Así pues, A b (f) es una media aritmética ponderada de 
Aff) y A*‘(f). 

(b) Demostrar que el resultado de la parte (a) también es válido para medias pondera- 
das como las definidas por (2.19). 

En cada uno de los Ejercicios del 16 al 21 se hace referencia a una varilla de longitud L 
situada en el eje x con un extremo en el origen. Con la densidad de masa p que se cita en 
cada caso, calcular (a) el centro de gravedad de la varilla, (b) el momento de inercia 
en torno al origen, y (c) el radio de giro. 


16. P (x) = 1 

17. p(x) = 1 

18. p(x) = x 

19. P (x) =x 


para 0 < x < L. 

L 

para 0 < x < - , 

para 0 < x < L. 

L 

para 0 < x < — , 


L 

p(x) = 2 para — < x < L. 
P(x) = \ P ara \ <x<L. 
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20. p(x ) = x 2 para 0 <, x <, L. ^ ^ 

21. P (x) = x 2 para 0 ^ x < - , p(x) = j P ara < x <, L. 

22. Determinar una densidad de masa p de modo que el centro de gravedad de una varilla 
de longitud L quede situado a una distancia L/4 de un extremo de la varilla. 

23. En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) en el tiempo t viene dado por la fórmula 
e(t) = 3 sen 2f. Calcular: (a) el voltaje medio en el intervalo de tiempo [0,^/2]; (b) la 
media cuadrática del voltaje; esto es, la raíz cuadrada del promedio de la función e 2 
en el intervalo [0,-!r/2]. 

24. En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) y la intensidad de la corriente i(t) vienen dados 
por las fórmulas e(t) = 160 sen t, i(t) = 2 sen (f — ir/6). La potencia media se define 
por la fórmula 

i r T 

-J # e(t)i(t) dt, 

siendo T el período del voltaje y de la intensidad. Determinar T y calcular la potencia 


2.18 La integral cotno función del límite superior. Integrales indefinidas 

Suponemos en esta sección que / es una función tal que la integral $ x a f(t) dt 
existe para cada x del intervalo [a, b]. Mantendremos a y / fìjos y estudiaremos 
esta integral como una función de x. Designamos el valor de la integral con A(x), 
con lo que 

(2.20) A(x) = j“f(t) dt si a<,x<,b. 

Una ecuación como ésta nos permite construir una nueva función A a partir de 
una función dada /; el valor de A en cada punto de [a, 6] es el determinado por 

(2.20) . Algunas veces esta función A se dice que es una integral indefinìda de / y 
se obtiene a partir de / por integración. Decimos una integral indefìnida y no la 
integral indefìnida porque A también depende del límite inferior a. Valores dis- 
tintos de a nos conducirán a funciones A distintas. Si utilizamos un nuevo límite 
inferior, por ejemplo c, y definimos otra integral indefinida F mediante la ecuación 

F(x) = jV(í) dt , 

la propiedad aditiva nos dice entonces que 

A(x) - F(x) = \j(t) dt - j“f(t) dt = /V(0 dt, 
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y por tanto la diferencia A(x) — F(x) es independiente de x. Por tanto dos inte- 
grales indefinidas cualesquiera de la misma función difieren tan sólo en una cons- 
tante (la constante depende de la elección de a y c). 

Cuando se conoce una integral indefinida de f, el valor de una integral como 
Ja f(t) dt puede calcularse por simple substracción. Por ejemplo, si n es un entero no 
negativo, tenemos la fórmula del teorema 1.15, 



y la propiedad aditiva implica que 

En general, si F(x) = J? f(t) dt, se tiene 

( 2 . 21 ) J o 7(0 dt = jj(t) dt - J f °/(0 dt = F(b) - F(a). 

Una elección distinta de c altera solamente F(x) en una constante; esto no cambia 
la diferencia F(b) — F(a), debido a que la constante desaparece en la substracción. 
Si utilizamos el símbolo especial 

F(x)\ b a 

para designar la diferencia F(b) — F(a), la igualdad (2.21) puede ponerse en la 
forma 

JJ/(x) dx = F(x)\l = F(b) - F(a). 

Existe, naturalmente, una relación geométrica muy simple entre una fun- 
ción / y sus integrales indefinidas. En la figura 2.15(a) se representa un ejemplo 
en el que / es una función no negativa y el número A(x) es igual al área de la 
región sombreada situada por debajo de la gráfica de / desde a hasta x. Si / toma 
valores positivos y negativos, como en la figura 2.15(b), la integral A(x) da la 
suma de las áreas de las regiones situadas por encima del eje x disminuida en 
la suma de las áreas situadas por debajo del mismo eje. 

Muchas de las funciones que aparecen en diversas ramas de la ciencia se 
presentan exactamente en esta forma, como integrales indefinidas de otras fun- 
ciones. Ésta es una de las razones por las que una gran parte del Cálculo está 
dedicada al estudio de las integrales indefinidas. 
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A veces una propiedad particular de / implica una correspondiente propiedad 
de la integral indefinida. Por ejemplo, si / es no negativa en [a, b], la integral 
indefinida A es creciente, puesto que se tiene 

A{y) - A(x) = JV(f) dt - /7(0 dt = /7(0 dt> 0 , 



Figura 2.15 Interpretación geométrica de la integral indefinida. 



Figura 2.16 înterpretación geométrica de la concavidad y convexidad. 


siempre que a <Ç x < b. Interpretado geométricamente, esto significa que el área 
limitada por la gráfica de una función no negativa de a a x no puede ser decre- 
ciente cuando x aumenta. 
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Vamos ahora a considerar otra propiedad que geométricamente no es tan 
evidente. Supongamos / creciente en [a, 6]. Podemos demostrar que la integral 
indefinida A tiene una propiedad que se llama convexidad. Su gráfica se curva 
hacia arriba, como se ve en la figura 2.16(a); esto es, la cuerda que une dos 
puntos cualesquiera de la curva queda siempre por encima del arco. Una defini- 
ción analítica de convexidad puede darse como sigue. 

definición de función convexa. Una función g se llama convexa en un 
intervalo [a, b] si, cualesquiera que sean x e y de [a, 6] y para todo a tal que 
0 < a < 1, se tiene 

(2.22) g(z) < zg(y) + (1 — a )g(x), siendo z = xy + (1 — a)x . 

Se dice que g es cóncava en [a, b] si es válida la desigualdad invertida, 
g(z) ^ a g(y) + (1 — a)g(x), siendo z = ay + (1 — a)x . 

Estas desigualdades tienen una interpretación geométrica sencilla. E1 punto 
z = a.y + (1 — x)x satisface z — x = a(y — x). Si x < y, ese punto divide al 
intervalo [x, y] en dos subintervalos, [x, z] y [z, y], siendo la longitud de 
[x,z] el producto de la de [*,y] por «. Cuando a varía de 0 a 1, el punto 
<*g(y) + (1 — a )g(*) describe el segmento de recta que une los puntos (x,g(x)) 
e (y, g(x)) de la gráfica de g. La desigualdad (2.22) establece que la gráfica de g 
no está nunca por encima de aquella recta. La figura 2.16(a) muestra un ejemplo 
con a = Para una función cóncava, la gráfica nunca está por debajo del seg- 
mento de recta, como se ve en el ejemplo de la figura 2.16(b). 

teorema 2.9. Sea A(x) = $*f(t)dt. Esta función A es convexa en todo 
intervalo en el que f es creciente, y cóncava si f es decreciente. 

Demostración. Supongamos / creciente en [a,b], elijamos x < y, y sea 
Z = ay + (1 — a)x. Vamos a demostrar que A(z)< a A(y)+ (1 — a)A(x). Puesto 
que A(z) = aA(z) + (1 — a)A(z), es lo mismo que demostrar que aA(z) + 
+ (1 — a)A(z) < aA(y) + (1 — a)A(x), o que 

(1 - x)(A(z) - A(x)) < a (A(y) - A(z)]. 

Ya que A(z) — A(x) = í*/(í) dt y A(y) — A(z) = f(t) dt, tenemos que demos- 
trar que 


( 2 . 23 ) 


(ì-a)jj(t)dt<ajj(t)dt. 
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Pero si / es creciente, se tienen las desigualdades 

m<>/{*) « y m<>m S i z<, t <, y . 

Integrando esas desigualdades encontramos 

JV(0 dt <, /(z)(z - x), y f(z)(y - z) <, jj(t) dt. 

Pero (1 — a)(z — x) = a(y — z), de manera que esas desigualdades nos dan 

(1 _ «)JV(0 dt<( 1 - a)/(zXz - x) = a/(z)(y - z) ^ ajV(0 dt, 

lo que demuestra (2.23). Esto prueba que A es convexa cuando / es creciente. 
Cuando / es decreciente, podemos aplicar el resultado que se acaba de demos- 
trar a — /. 

ejemplo. La función coseno decrece en el intervalo [0, tt}. Puesto que 
sen x = Jg cos t dt, la gráfica de la función seno es cóncava en el intervalo [0, n]. 
En el intervalo [n, 2n], el coseno crece y la función seno es convexa. 

La figura 2.17 representa otras propiedades de las integrales indefinidas. 
La gráfica de la izquierdaesladela funciónparte entera ,f(x) = [x]; la de la dere- 
cha es la de la integral indefinida A(x) = Jj [/] dt. En aquellos intervalos en los 
que / es constante, la función A es lineal. Esto se expresa diciendo que la integral 
de una función escalonada es una función lineal a trozos. 



Figura 2.17 La integral indefinida de una función escalonada es una función lineal a trozos. 
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Obsérvese que la gráfica de / está formada por segmentos desconectados. Hay 
puntos en la gráfica de / en los que un pequeno cambio en la x produce un 
salto súbito en el valor de la función. Obsérvese, no obstante, que la correspon- 
diente integral indefinida no presenta tal comportamiento. Un cambio pequeno 
en x produce sólo un cambio pequeno en A(x). Por esto la gráfica de A no es 
discontinua. Esto expresa una propiedad general de las integrales indefinidas que 
es la continuidad. En el próximo capítulo discutiremos con detalle el concepto de 
continuidad y demostraremos que la integral indefinida es siempre una función 
continua. 

2.19 Ejercicios 


Calcular las integrales de los Ejercicios 1 al 16. 


1. [*(1 + t + t 2 ) dt. 

9. J cos tdt. 

2. J o 2ï (l + t + t 2 )dt. 

10. J** (\ + cos t) dt. 

3. J 8 *(l +t + t 2 ) dt. 

H. JJ* (i — sen t)dt. 

4. Jj " (1 -2t + 3 t 2 )dt. 

12. J* («* + sen 3«) du. 

5. j X _/(t 2 + 1) dt. 

13. J* 2 (w 2 +sen 3 v)dv. 

6. \ X \t 2 + 1 fdt. 

14. JJ (sen 2 x + x)dx. 

7. JJ(í 1/2 + \)dt, at>0. 

15. J |sen 2w + cos 

8. J* 2 (/1/2 + /1 /1) dt, X>0. 

16. J’ (Ì + cos /) 2 dt. 


17. Hallar todos los valores reales de x tales que 

J“(<3 -t)dt = ~t 3 )dt. 

Dibujar una figura adecuada e interpretar geométricamente la igualdad. 

18. Sea f(x) = x — [x] — J si x no es entero, y f(x) = 0 si x es entero. (Como de costum- 
bre, [x] representa el mayor entero < x.) Definamos una nueva función P del modo 
siguiente: 

P(x) = J*/(/) dt para todo real x. 

(a) Trazar la gráfica de / correspondiente al intervalo [ — 3,3] y demostrar que / es 
periódica de período 1: f(x + 1) = f(x) para todo x. 
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(b) Demostrar que P(x) =l(x 2 — x), si 0 < x < 1 y que P es periódica de período 1. 

(c) Expresar P(x) en función de [*]. 

(d) Determinar una constante c tal que JJ (P(t) + c)dt = 0. 

(e) Con la constante c de la parte (d), sea Q(x) = Jj (P(t) + c) dt. Demostrar que Q 
es periódica con período 1 y que 

GW = i-T + T2 Si 

19. Dada una función impar f, definida para todo valor de x, con período 2, e integrable en 
cualquier intervalo. Sea g(x) = J*/(t) dt. 

(a) Demostrar que g(2n) = 0 para todo entero n. 

(b) Demostrar que g es par y periódica con período 2. 

20. Dada una función par f, definida para todo x, periódica de período 2, e integrable en 
todo intervalo. Sea g(x) = fâ f(t) dt, y pongamos A = g(l). 

(a) Demostrar que g es impar y que g(x + 2) — g(x) = g(2). 

(b) Calcular g(2) y g(5) en función de A. 

(c) iPara qué valor de A será g periódica de período 2? 

21. Dadas dos funciones / y g, integrables en cualquier intervalo y con las propiedades si- 
guientes: / es impar, g es par, /(5) = 7, /(0) = 0, g(x) = f(x + 5), f(x) = f* g(t) dt para 
todo x. Demostrar que (a) f(x — 5) = — g(x) para todo x; (b) f(t) dt = 7; 
(c) J* f(t) dt = g(0) - g(x). 
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3.1 Idea intuitiva de continuidad 

Este capítulo trata el concepto de continuidad, una de las ideas más impor- 
tantes y más fascinantes de toda la Matemática. Antes de dar una defìnición rigu- 
rosa de continuidad, comentaremos este concepto brevemente en forma intuitiva 
para orientar al lector sobre su significado. 

Prescindiendo del rigor podemos presentar el asunto así: Supongamos una 
función / que tiene el valor f(x) en un cierto punto p. Se dice que / es continua 
en p si en todo punto próximo x el valor de la función f(x) es próximo a /(p). 



Otro modo de expresar este hecho, es el siguiente: Si x se mueve hacia p, el 
correspondiente valor de la función f(x) debe llegar a ser tan próximo a f(p) como 
se desee, cualquiera que sea la forma con que x tienda a p. En los valores de una 
función continua no se presentan saltos bruscos como en el ejemplo de la figura 3.1. 
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La figura 3.1(a) muestra la gráfica de una función / definida por la ecuación 
f(x) = x — [*], en la que [x] representa la parte entera de x. En cada entero te- 
nemos lo que se llama una discontinuidad de salto. Por ejemplo, /(2) = 0, pero 
cuando x tiende a 2 por la izquierda, f(x) tiende al valor 1, que no coincide con 
f(2). Tenemos,por tanto.una discontinuidad en 2. Obsérvese que f(x) tiende a f(2) 
si x se aproxima a 2 por la derecha, pero esto no es suficiente para establecer la 
continuidad en 2. En un caso como éste, la función se llama continua por la de- 
recha en 2 y discontinua por la izquierda en 2. La continuidad en un punto exige 
la continuidad por la izquierda y por la derecha. 

Cuando empezó a desarrollarse el Cálculo, la mayor parte de las funciones 
con las que se trabajaba eran continuas, y por tanto no se sentía la necesidad 
de penetrar en el signifìcado exacto de continuidad. Fue ya entrado el siglo xvm 
que se presentaron algunas funciones discontinuas en conexión con distintas clases 
de problemas físicos. En particular, los trabajos de J. B. J. Fourier(1758-1830) 
sobre la Teoría del calor, obligaron a los matemáticos de principios del siglo xix 
a examinar cuidadosamente el significado de los conceptos de función y continui- 
dad. A pesar de que el significado de la palabra «continuo» parece intuitivamente 
clara a todo el mundo, no es fácil imaginarse cuál sería una buena definición de 
esta idea. Un diccionario popular da la siguiente definición de continuidad: 

Continuidad: Cualidad o condición de ser continuo. 

Continuo: Que tiene continuidad entre las partes. 

Intentar aprender el signifìcado de continuidad únicamente a partir de estas dos 
definiciones, es lo mismo que intentar aprender chino con sólo un diccionario 
chino. Una definición matemática satisfactoria de continuidad, expresada entera- 
mente por medio de las propiedades del sistema de los números reales, fue formu- 
lada por primera vez en 1821 por el matemático francés Agustin-Louis Cauchy 
(1789-1857). Su definición, que aún se da hoy día, puede exponerse más fácil- 
mente por medio del concepto de límite que se introducirá a continuación. 


3.2 Definición de límite de una función 

Sea / una función definida en un intervalo abierto que contenga un punto p, 
si bien no debemos insistir en que / esté definida en p. Sea A un número real. 
La igualdad 

lim f(x) = A 

se lee: «E1 límite de f(x), cuando x tiende a p, es igual a A», o «f(x) tiende a A 
cuando x tiende a p». También se escribe sin el símbolo de límite, como sigue: 
f(x) -*■ A cuando x -+p . 
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Este simbolismo implica la idea de que f(x) puede hacerse tan próximo a A como 
queramos, con tal que x se elija suficientemente próximo a p. 

Nuestro objetivo inmediato es desarrollar el significado de estos símbolos en 
función tan sólo de los números reales. Lo haremos en dos etapas. Introducimos 
primero el concepto de entorno de un punto, después definimos los límites por 
medio de los entornos. 

definición de entorno de un punto. Cualquier intervalo abierto que 
contenga un punto p como su punto medio se denomina entorno de p. 

Notación. Designemos Ios entornos con N(p), N x (p), N 2 (p), etc. Puesto 
que un entorno N(p) es un intervalo abierto simétrico respecto a p, consta de 
todos los números reales x que satisfagan p — r < x < p + r para un cierto 
r > 0. E1 número positivo r se llama radio del entorno. En lugar de N(p) ponemos 
N(p; r) si deseamos especificar su radio. Las desigualdades p — r < x < p + r 
son equivalentes a — r < x — p < r, y a \x — p\ < r. Así pues, N(p; r) consta 
de todos los puntos x, cuya distancia a p es menor que r. 

En ia definición que sigue, suponemos que A es un número real y que / es 
una función definida en un cierto entorno de un punto p (excepción hecha acaso 
del mismo p). La función puede estar defìnida en p pero esto no interviene en la 
definición. 


DEFINICIÓN DE LÍMITE DE UNA FUNCIÓN. El SÌmbolÌSmO 

lim f(x) = A [o f(x) —*■ A cuando x->p] 

significa que para todo entorno N,(A) existe un cierto entorno N 2 (p) tal que 
(3-1) f(x) e NfA) siempre que x e Nfp) y x^p. 

Lo primero que se observa en esta definición es que en ella intervienen dos 
entornos, N,(A) y N 2 (p). E1 entorno N,(A) se cita en primer lugar, e indica cuán 
próximo queremos que sea f(x) a su límite A. E1 segundo entorno, N 2 (p), nos 
indica lo próximo que debe estar x de p para que f(x) sea interior al primer 
entorno N,(A). Lo esencial de la definición es que, para cada N,(A), por pequeiio 
que sea, existe un cierto entorno N 2 (p) que satisface (3.1). En general, el entorno 
N 2 (p) dependerá del N,(A) elegido. Un entorno N 2 (p) que sirva para un NfA) 
determinado servirá también, naturalmente, para cualquier NfA) mayor, pero 
puede no ser útil para todo N,(A) más pequeno. 

La definición de límite puede representarse geométricamente como en la 
figura 3.2. En el eje y está dibujado un entorno N,(A). E1 entorno correspondiente 
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Figura 2.3 Existe lim }(x) = A, pero 
no se dice nada de } en p. 


Ficura 3.3 / está definida en p y 
lim f(x) = /(p), de manera que f es 
x ~* r continua en p. 


N 2 (p) se ha representado en el eje x. E1 rectángulo sombreado consta de todos 
los puntos (aí, y) para los cuales x e N 2 (p) e y e NAA). La definición de límite 
asegura que toda la gráfica de / correspondiente al intervalo N 2 (p) está situada en 
ese rectángulo, salvo para el mismo punto p. 

La definición de límite también se puede formular mediante los radios de 
los entornos N X (A) y N 2 (p). Es costumbre designar el radio de NfA) por e (letra 
griega épsilon) y el de N 2 (p) por á (letra griega delta). Decir que f(x) e NyiA) 
es equivalente a la desigualdad \f(x) — A\ < e, y poner que x e N 2 (p), x p, 
es lo mismo qué escribir 0 < \x — p\ < ô. Por ìo tanto, la definición de límite 
puede también expresarse así: 

El símbolo lim f(x) = A çignifica que para todo e > 0, existe un ô > 0 
tal que x ~" v 

(3.2) | f(x) — A\ < e siempre que 0 < \x — p\ < ò . 

Observemos que las tres igualdades. 


lim/(x) = A , lim (f(x) — A) = 0 , 


lim | f(x) — A\ = 0 , 
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son equivalentes. Esta equivalencia se hace manifiesta tan pronto como escri- 
bamos cada una de esas igualdades en la terminología de ey 6 (3.2). 

A1 considerar límites cuando x -» p, conviene a veces designar la diferencia 
x — p con el nuevo símbolo h, y hacer luego que h -» 0. Esto implica tan sólo 
un cambio de notación, porque, como se comprueba fácilmente, las dos igualda- 
des siguientes son equivalentes: 

lim f(x) = A , lim f(p + h) = A . 

ejemplo 1. Límite de una función constante. Sea f(x) = c para todo x. 
Es fácil demostrar que para todo p, tenemos lim/(^) = c. En efecto, dado un 
entorno Nì(c), la relacicn (3.1) se satisface para cualquier N 2 (p) porque f(x) = c 
para todo x, cualquiera que sea N,(c). Con Ia notación de los límites, escribimos 

lim c = c . 

ejemplo 2. Límite de la función identidad. Ahora es f(x) = x para todo 
x. Podemos probar muy simplemente que lim f(x) = p. Para cualquier entorno 

iVjfp) se toma N 2 (p) = AI,(p)- Entonces la relación (3.1) se realiza trivialmente. 
Con la notación de límite, escribimos 

lim x = p . 

Los límites «laterales» pueden defìnirse en forma parecida. Por ejemplo, si 
f(x) -> A cuando x -> p con valores mayores que p, decimos que A es el límite 
por la derecha de / en p, e indicamos esto poniendo 

lim/(x) = A . 


En la terminología de los entornos esto significa que para todo entorno N,(A), 
existe algún entorno N 2 (p) tal que 

(3.3) f(x) e NfÁ) siempre que x e N 2 (p) y x > p. 

Los límites a la izquierda, que se indican poniendo x -* p —, se definen del mismo 
modo restringiendo x a valores menores que p. 

Si / tiene límite A en p, también tiene límite a la derecha y límite a la izquier- 
da de p, siendo ambos iguales a A. Pero una función puede tener el límite a la 
derecha de p distinto del límite a la izquierda, como se ve en el ejemplo siguiente. 
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ejemplo 3. Sea f(x) = [x] para todo x, y sea p un entero cualquiera. 
Para valores de x próximos a p, x < p, tenemos f(x) = p — 1, y para valores de 
x próximos a p, x > p, es f(x) = p. Vemos, por consiguiente, que 
lim /(x) = p - 1 y lim f(x) = p. 

x->v- x-*V+ 

En un ejemplo como éste, en el que los límites a la izquierda y a la derecha 
son distintos, el límite de / en p no existe. 

ejemplo 4. Sea f(x) = 1/x 2 si x ¥= 0, y /(0) = 0. La gráfica de / en las 
proximidades del origen está representada en la figura 3.1(b). En este ejemplo, / 
toma valores tan grandes como queramos en las proximidades de 0 de modo que 
no tiene límite a la izquierda ni límite a la derecha del origen. Para demostrar 
rigurosamente que no existe número real A tal que lim f(x) = A, podemos ra- 
zonar así: Supongamos que existiera un tal A, supongámosle A > 0. Elijamos 
un entorno NfA) de longitud 1. En el intervalo 0 < x < 1 /(A + 2), tenemos 
f(x) = 1/x 2 > (A +2) 2 > A + 2, de modo que f(x) no puede estar en el entor- 
no NfA). Así pues, todo entomo N( 0) contiene puntos x > 0 para los que f(x) 
es exterior a N^A), con lo que (3.3) no se cumple para este NfA) elegido. Luego 
/ no tiene límite a la derecha en 0. 

ejemplo 5. Sea f(x) = 1 si x ¥=■ 0, y /(0) = 0. Esta función toma el valor 
constante 1 para todo x salvo en 0, donde tiene el valor 0. Los límites a la derecha 
y a la izquierda son 1 en todo punto p, con lo que el límite de f(x), cuando x tien- 
de a p, existe y es igual a 1. Obsérvese que el límite de / es 1 en el punto 0, en 
tanto que /(0) = 0. 


3.3 Definición de continuidad de una función 

En la definición de límite no se hace mención del comportamiento de / en 
el punto p. La formulación (3.1) se refiere a aquellos puntos x ¥= p pertenecientes 
al entorno N 2 (p), con lo que no es necesario que / esté definida en p. Además, in- 
cluso si / está definida en p, su valor allí no es necesariamente igual al límite A. 
No obstante, si ocurre que / está definida en p y que f(p) = A, se dice entonces 
que la función / es continua en p. Dicho de otro modo, tenemos la siguiente de- 
finición. 

DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO. Se dice ÇUe Und 

función f es continua en un punto p si 

a) / está definida en p, y 

b) limf(x) = f(p). 
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Esta defmición también puede formularse con entornos. Una función / es 
continua en p si para todo entorno /V a [/(p)] existe un entorno N 2 (p) tal que 

(3.4) f(x) e Nffip)] siempre que x e Nfp). 

Puesto que f(p) pertenece siempre a N,[/(p)], no se precisa la condición 
x^p en (3.4). Especificando los radios de los entornos, la defmición de con- 
tinuidad puede darse como sigue: 

Una función / es continua en p si para todo e > 0 existe un ô > 0 tal que 

\f(x) - f(p)\ < e siempre que \x - p\ < ò. 

En la figura 3.3 se representa geométricamente la definición de continuidad. 
Esa figura es parecida a la 3.2 salvo que el valor límite A, es igual al valor f(p) 
con lo que toda la gráfica de / correspondiente a N 2 (p) está en el rectángulo som- 
breado. 


ejemplo 1. Las funciones constanles son siempre continuas. Si f(x) = c 
para todo x, entonces 

lim f(x) = lim c = c =f(p) 
para todo p, con io cual / es continua para todo x. 


ejemplo 2. La función identidad es continua para todo x. Si f(x) = x 
para todo x, tenemos 


lim/(x) = lim x = p =f(p) 


para todo p, luego es continua para todo valor de x. 

ejemplo 3. Sea f(x) = [x] para todo x. Esta función es continua en todo 
punto p que no sea entero. Para valores enteros de x es discontinua, ya que el 
límite de / no existe, ya que son distintos los límites a la derecha y a la izquierda. 
Una discontinuidad de este tipo, en la que existen los límites a la derecha y a la 
izquierda pero son distintos, se llama discontinuidad de salto. Sin embargo, ya 
que el límite a la derecha es igual a f(p) en cada entero p, decimos que / es con- 
tinua por la derecha en p. 
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ejemplo 4. La función f para la que f(x) = \/x 2 para x ¥= 0, /(0) = 0, es 
discontinua en 0. [Ver figura 3.1(b).] Decimos que existe una discontinuidad 
infinìta en 0 porque la función toma valores tan grandes como queramos en las 
proximidades de 0. 

ejemplo 5. Sea f(x)= 1 para x¥=0, f(0)=0. Esta función es continua en todo 
punto x excepto en 0. Es discontinua en 0 porque /(0) no es igual al límite de 
f(x) cuando x -> 0. En este ejemplo la discontinuidad podría evitarse limitando 
la función en 0 para tener el valor 1 en vez de 0. Por esta razón, una discontinui- 
dad de este tipo se llama evitable. Obsérvese que las discontinuidades de salto, 
no pueden evitarse cambiando tan sólo el valor de la función / en un punto. 

3.4 Teoremas fundamentales sobre límites. Otros ejemplos de funciones continuas 

E1 cálculo con límites puede simplificarse con frecuencia con el teorema si- 
guiente que proporciona unas reglas básicas para operar con límites. 

teorema 3.1. Sean f y g dos funciones tales que 
lim f(x) = A , lim g(x) = B. 

p 

Se tiene entonces 

(i) lim[f(x) + g(x)] = A + B, 

(ii) fim [/(x) — g(x)] = A — B, 

(iii) lim/(x) • g(x) = A- B , 

(iv) fim f(x)fg(x) = AfB si B* 0. 

Nota: Un caso particular importante de (iii) se presenta cuando / es constante, es 
decir f(x) =A para todo x. En este caso, (iii) se escribe lim A ■ g(x) = A ■ B. 

La demostración del teorema 3.1 no es difícil, pero es algo larga, por lo que 
la hemos colocado en otra sección (Sección 3.5). Aquí comentamos algunas 
consecuencias sencillas del teorema. 

Observemos primero que las afirmaciones del teorema pueden escribirse en 
forma un poco distinta. Por ejemplo, (i) puede ponerse como sigue: 

lim [/(x) + g(x )] = lim f(x) + lim g(x) . 



Teoremas fundamentales sobre límites 


163 


Esto nos dice que el límite de una suma es la suma de los límites. 

Es costumbre indicar por / + g, / — g, / g y f/g las funciones cuyos valores 
para cada x son: 

f(x) + g(x), f(x) - g(x), f(x) g(x), y f(x)/g(x), 

respectivamente. Estas funciones se denominan suma, diferencia, producto y 
cociente de / y g. Se entiende que el cociente f/g sólo está definido en los puntos 
en los que g(x) ¥ 0. E1 siguiente corolario al teorema 3.1, está formulado con 
esta terminología y notación y se refiere a funciones continuas. 

teorema 3.2. Sean f y g dos funciones continuas en un punto p. La suma 
f + g, la diferencia f — g, y el producto f • g son también continuas en p. Si 
g(p) ¥ 0, también el cociente f/g es contìnua. 

Demostración. Puesto que / y g son continuas en p, se tiene lim f(x) = f(p) 
y lim g(x) = g(p). Aplicando las fórmulas para los límites, dadas en el teore- 

ma 3.1 cuando A = f(p) y B = g(p), se deduce el teorema 3.2. 

Se ha visto que la función idéntica y la constante son continuas para cual- 
quier valor de x. Por medio de estos ejemplos y el teorema 3.2, se pueden construir 
otros muchos de funciones continuas. 

ejemplo 1. Continuidad de polinomios. Si se toma f(x) = g(x) = x, de 
la continuidad del producto se deduce la continuidad en cada punto de la funcìón 
cuyo valor en cada x es x 2 . Por inducción se prueba, que para cada número real c 
y cada entero n la función / para la cual f(x) = cx n es continua para todo x. Como 
la suma de dos funciones continuas es a su vez continua, por inducción se prueba 
que también es continua la suma de un número finito de funciones continuas. 
Por tanto, todo polinomio p(x) = C k x>c es función continua en todos los pun- 
tos. 


ejemplo 2. Continuidad de funciones racionales. E1 cociente de dos poli- 
nomios se llama función racional. Si r es una función racional, se tiene: 

q(x) 

donde p y q son polinomios. La función r está definida para todo número real x 
tal que q(x) ¥ 0. Como el cociente de funciones continuas es continuo, lafunción 
racional es continua en todos los puntos en que está definida. Un ejemplo sencillo 
es r(x) = \/x si x¥ 0. Esta función es continua para todo valor de x salvo en 
x = 0 en que no está definida. 
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E1 teorema que sigue demuestra que si una función g está intercalada entre 
otras dos funciones que tienen el mismo límite cuando x p, g tiene también este 
límite cuando x -* p. 

teorema 3.3. principio de intercalación. Supongamos que f(x)<g(x)<h(x) 
para todo x¥= p en un cierto entorno N(p). Supongamos también que 

lim f(x) = lim h(x) = a . 


Se tiene entonces lim g(x) = a. 

Demostración. Sean G(x) = g(x) — f(x), y H(x) = h(x) — f(x). Las desi- 
gualdades f <, g < h implican 0 < g — f < h — f, o 

0 < G(x) < H(x) 

para todo x ¥ p en N(p). Para demostrar el teorema, basta probar que G(x) -> 0 
cuando x -> p, dado que H(x) -> 0 cuando x -> p. 

Sea N^( 0) un entorno cualquiera de 0. Puesto que H(x) -* 0 cuando x -> p, 
existe un entorno N 2 (p) tal que 

H(x) e NfO) siempre que x e N 2 (p) y x ^ p . 

Podemos suponer que N 2 (p) ç N(p). Entonces la desigualdad 0 <, G <, H esta- 
blece que G(x) no está más lejos de 0 que H(x) si x está en N-fp), x¥= p. Por 
consiguiente G(x) e N^( 0) para tal valor x, y por tanto G(x) -* 0 cuando x ~* p. 
Esto demuestra el teorema. La misma demostración es válida si todos los límites 
son límites a un lado. 

E1 principio de intercalación es útil en la práctica porque a menudo es po- 
sible encontrar funciones de intercalación / y h más manejables que g. Vamos a 
utilizar este principio para demostrar que toda integral indefìnida es una función 
continua. 

TEOREMA 3.4. CONTINUIDAD DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS. SupongamOS 
que f es integrable en [a, x] para todo x en [a, b], y sea 

A(x) = jj(t)dt. 

Entonces la integral indefinida A es continua en cada punto de [a, 6]. (En los 
extremos del intervalo tenemos continuidad a un lado.) 
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Demostración. Elijamos p en [a, ò]. Hay que demostrar que ,4(*) -» A(p) 
cuando x p. Tenemos 

(3-5) A(x) - A(p) = f(t) dt. 


Puesto que / está acotada en [a, b), existe una constante M>0 tal que 
—M < f(t) < M para todo t en [a, 6]. Si x > p, integramos esas desigualdades 
en el intervalo [p, x] obteniendo 

-M(x - p)< A(x) - A(p) < M(x - p). 

Si x < p, obtenemos las mismas desigualdades con x — p sustituida por p — x. 
Por consiguiente, en uno u otro caso podemos hacer que x -*■ p y aplicar el prin- 
cipio de intercalación encontrando que A(x) -> A(p). Esto prueba el teorema. Si 
p es un extremo de [a, b], tenemos que hacer que x •* p desde el interior del 
intervalo, con lo que los límites son a un lado. 


ejemplo 3. Continuidad del seno y del coseno. Puesto que la función 
seno es una integral indefinida, sen x = J* cos t dt, el teorema anterior nos dice 
que la función seno es continua para todo x. Del mismo modo, el coseno es función 
continua para todo x ya que cos x — 1 — J* sen tdt. La continuidad de esas 
funciones también se puede deducir sin utilizar el hecho de que sean integrales 
indefinidas. En el Ejercicio 26 de la Sección 3.6 se esboza otra demostración. 


ejemplo 4. En este ejemplo demostramos una importante fórmula sobre 
límites: 


(3.6) 


que luego necesitaremos en Cálculo diferencial. Puesto que el denominador del 
cociente (sen x)/x tiende hacia 0 cuando x ->0, no podemos emplear el teorema del 
cociente de límites para deducir (3.6). En cambio, podemos utilizar el principio 
de intercalación. En la Sección 2.5 vimos que 


0 < — < —, 
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válida para 0 < x < \-n. También es válida para — \n < x < 0 ya que 
cos(— x) = cos x y sen (—x)=— sen x.conloque la anterior doble desigualdad es 
válida para todo x ¥= 0 en el entorno N(0; Jtt). Cuando x -> 0, encontramos 
cos x -» 1 pues el coseno es continuo en 0, y por tanto l/(cos x) -> 1. Por consi- 
guiente, según el principio de intercalación, deducimos (3.6). Si defìnimos 
f(x) = (senx)/x para x^O, /(0) = 1, entonces / es continua para todo x. Su 
gráfica se representa en la figura 3.4. 


y 



ejemplo 5. Continuidad de f(x) = x r para x > 0, siendo r un número ra- 
cional positivo. E1 teorema 2.2 nos da la fórmula de integración 


J'V /n dt 


x l+l/n 
1 + 1 /« ’ 


válida para todo x > 0 y todo entero n > 1. Con los teoremas 3.4 y 3.1, encon- 
tramos que la función A dada por A(x)_ = x 1+1/n es continua en todos los puntos 
p > 0. Ahora, sea g(x) = x 1/n = A(x)/x para x >0. Como g es un cociente de dos 
funciones continuas, también lo será para todos los puntos p > 0. Más gene- 
ral, si f(x) = x m/n , donde m es un entero positivo, entonces / es un producto de 
funciones continuas y es, por tanto, continua en todos los puntos p > 0. Esto esta- 
blece la continuidad de la función potencia r-ésima, f(x) = x r , cuando r es cual- 
quier número racional positivo, en todos los puntos p > 0. En p = 0 tenemos con- 
tinuidad a la derecha. 

La continuidad de la función potencia r-ésima para r racional puede también 
deducirse sin utilizar integrales. En la Sección 3.13 se da otra demostración. 
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3.5 Demostraciones de los teoremas fundamentales sobre límites 

En esta sección demostramos el teorema 3.1 que da las reglas fundamentales 
para calcular límites de sumas, productos, y cocientes. Los recursos algebraicos 
principales que se utilizan en la demostración son las dos propiedades de los 
valores absolutos que se mencionaron en las Secciones 14.8 y 14.9. (1) la desi- 
gualdad triangular, que afirma que \a + b\ < |a| + |6| para cualesquiera a y b 
reales, y (2) la igualdad |a b\ = |a| |6| que establece que el valor absoluto de un 
producto es el producto de valores absolutos. 

Demostraciones de (i) e (ii). Puesto que las dos igualdades: 

lim f(x ) = A y lim [/(x) — A] = 0 

son completamente equivalentes, y como se tiene 

/(*) + g(x) — (A + B) = (f(x) -A] + (g(x) - B ), 

basta demostrar las igualdades (i) e (ii) del teorema cuando los límites de A 
y B son ambos cero. 

Supóngase pues, que f(x) -» 0 y g(x) -» 0 cuando x -» p. Se demostrará en 
primer lugar que f(x) + g(x) -»• 0 cuando x -» p. Para ello se tiene que probar 
que para cada e > 0 existe un <5 > 0 tal que 

(3.7) I f(x) + g(x)| < € siempre que 0 < \x - p\ < ò . 

Sea e dado. Puesto que f(x) -» 0 cuando x -» p, exista un > 0 tal que 

(3- 8 ) |/(x)| < ~ siempre que < |x - p\ < ^ . 

Análogamente, puesto que g(x) -» 0 cuando x -» p existe un â 2 > 0 tal que: 

( 3 - 9 ) \g(x)\ < ^ siempre que 0 < |x — p\ < ò 2 . 

Si se indica por ô el menor de los dos números y ò 2 , entonces, ambas igual- 

dades (3.8) y (3.9) son válidas si 0 < |x — p\ < ô, y por tanto, en virtud de la 

desigualdad triangular, se tiene: 

\f(x) + g(x)| < |/(x)| + |g(x)| < j + ~ = e . 
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Esto demuestra (3.7) que, a su vez, demuestra (i). La demostración de (ii) es com- 
pletamente análoga, salvo que en el último paso se emplea la desigualdad 
I/(*) - g(x)\ < \f(x)\ +|g(x)|. 

Demostración de (iii). Supóngase que se ha demostrado (iii) en el caso par- 
ticular en que uno de los límites es 0. Entonces el caso general resulta fácilmente 
de este caso particular, como se deduce de la siguiente igualdad: 

f(x)g(x) - AB =f(x)[g(x) - B] + B[f(x) - A) . 

E1 caso particular implica que cada término del segundo miembro tienda a 0 
cuando x -> p y en virtud de la propiedad (i) la suma de los dos términos tiende 
también a 0. Por tanto, basta sólo probar (iii) en el caso en que uno de los 
límites, por ejemplo B, sea 0. 

Supóngase que f(x) -> A y g(x) -> 0 cuando x -> p. Se trata de probar que 
f(x) • g(x) -> 0 cuando x -> p. Para ello se ha de ver que dado un número posi- 
tivo e, existe un ô > 0 tal que 

(3.10) l/(*)g(*)l < « siempre que 0 < \x — p\ < ô . 

Puesto que f(x) -> A cuando x -> p, existe un tal que 

(3.11) | f(x) - A\ < 1 siempre que 0 < \x - p\ < ôj. 

Para tal x, tenemos \f(x)\ = \f(x) — A + A\ <, \f(x) — A\ + |/4| < 1 + \A\, y por 
tanto 

(3-12) \f(x)g(x)\ = \f(x)\ |g(x)| < (1 + \A\) |g(x)|. 

Ya que g(x) -> 0 cuando x -> p, para todo e > 0 existe un Ò 2 tal que 

(3.13) |g(x)| < —-— siempre que 0 < \x — p\ < ô 2 . 

1 + \A\ 

Por consiguiente, si llamamos ô al menor de los dos números Ò, y <5 2 entonces las 
dos desigualdades (3.12) y (3.13) son válidas siempre que 0 < \x — p\ < ò, y 
para tal valor de x deducimos (3.10), lo que completa la demostración de (iii). 

Demostración de (iv). Puesto que el cociente f(x)/g(x) es el producto de 
f(x)/B por B/g(x) basta demostrar que B/g(x)-> 1 cuando x -> p y luego apli- 
car (iii). Sea h(x) = g(x)/B, por lo que h(x) -> 1 cuando x -> p, y se quiere de- 
mostrar que 1 /h(x) -> 1 cuando x -> p. 
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Dado e > 0, se trata de ver si existe un ô > 0 tal que 

(3.14) —-1 < e siempre que 0 < |x — p\ < ò . 

I h(x) I 

La diferencia se puede escribir como sigue: 

| 1 ,| \h(x)~ 1| 

1 ' \h(x) I |*(*)| 

Puesto que h(x) h> 1 cuando x p se puede elegir un <5>0 tal que ambas desi- 
gualdades: 


(3.16) \h(x)-l\<í y |l*(x) — 1| < | 

se satisfagan siempre que 0 < |x — p\ < á. La segunda de estas desigualdades 
implica h(x) > \ y por tanto \/\h(x)\ = 1 /h(x) < 2 para tales valores de x. 
Empleando este resultado en (3.15) junto con la primera desigualdad (3.16), obte- 
nemos (3.14). Esto completa la demostración de (iv). 

3.6 Ejercicios 


1. lim — t . 

25jc 3 + 2 
2- lim —5—- . 


3. lim 

4. lim 

5. lim 


- 2 ' 

2x 2 - 3x + 1 


7. lim - 


8. lim - 


I- 2 ax H 


9. lim tan t. 

10. lim (sen 2t + t 2 cos 5 1). 


V7 2 


V7 
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Utilizar la relación lim (sen x)/x para establecer las igualdades de los Ejercicios del 
15 al 20. 


tan 2x 

16. lim —- = 2. 

sen jc 


sen x — sen a 


21. Demostrar que lim 


= 1 [ Indicación: (1 - Vu)(\ + \fu) = 1 - «.] 


22. Una función / está definida como sigue: 

/sen* 

= Lv , 


x > c, 


siendo a, b, c constantes. Si b y c están dados, hallar todos los valores de a (si existe 
alguno) para los que / es continua en el punto x = c. 

23. Resolver el Ejercicio 22 si / se define de este modo: 


/c*> 


{2cos* 

«*» +b 


si X ^ c , 


si X > c . 


24. i,En qué punto son funciones continuas la tangente y la cotangente? 

25. Sea f(x) = (tg x)/x si x * 0. Esbozar la gráfica de / correspondiente a los intervalos 
semiabiertos [ — \ ir, 0) y (0, J w]. iQué le ocurre a f(x) cuando x —> 0? iPuede defi- 
nirse /(0) de modo que / se haga continua en 0? 

26. Este Ejercicio ofrece otra demostración de la continuidad de las funciones seno y coseno. 

a) La desigualdad |sen x| < 1 jc| , válida para 0 < +| < | tt, fue demostrada en el Ejer- 
cicio 34 de la Sección 2.8. Utilizarla para demostrar que ìa función seno es continua en 0. 

b) Hacer uso de la parte a) y de la identidad cos 2x = 1 — 2 sen 2 x para demostrar la 
continuidad del coseno en 0. 

c) Utilizar las fórmulas de adición para sen (x + h) y cos (x + h) para demostrar que las 
funciones seno y coseno son continuas en cualquier valor x real. 

27. La figura 3.5 muestra una porción de la gráfica de la función / definida como sigue: 


/(*)- 


Para x = l/(nir), siendo n entero, tenemcs sen (1 /x) = sen (nir) = 0. Entre dos de esos 
puntos, la función asciende hasta + 1 y baja otra vez hasta 0 o bien desciende a — 1 
y vuelve a subir a 0. Por consiguiente, entre cualquiera de esos puntos y el origen, la 
curva presenta infinitas oscilaciones. Esto sugiere que los valores de la función no tienden 
a ningún valor fijo cuando x —» 0. Demostrar que no existe ningún valor real A tal 
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y 



Figura 3.5 l(x) = sen (\/x) si x ^ 0. Esta función es discontinua en 0 aunque se 
defina f(0). 

que f(x) -> A cuando x -* 0. Esto demuestra que no es posible deíinir /(0) de manera 
que / sea continua en 0. 


[Indicación: Suponer que exista un tal A y obtener una contradicción.] 

28. Para x ^ 0, sea f(x) = [1/x], designando por [í] el mayor entero < t. Trazar la gráfica 
de / para los intervalos [—2, — J] y [$, 2]. tQué le ocurre a f(x) cuando x 0 
tomando valores positivos? iy tomando valores negativos? iPuede definirse /(0) para 
que / sea contìnua en 0? 

29. Hacer lo mismo que en el Ejercicio 28, cuando f(x) =( —l)ti/«l para x 5* 0. 

30. Lo mismo que en el Ejercicio 28, cuando f(x) = x(— l)d/*J para x ^ 0. 

31. Dar un Ejemplo de una función continua en un punto de un intervalo y discontinua en 
los demás puntos del intervalo, o probar que no existe una tal función. 

31. Dar un ejemplo de una función continua en un punto de un intervalo y dìscontinua en 
los demás puntos del intervalo, o probar que no existe una tal función. 

32. Sea f(x) = x sen (\/x) si x # 0. Definir /(0) de manera que / sea continua en 0. 

33. Sea / una función tal que \f(u) — /(v)|<|u — v| para todos los valores u y v de un inter- 
valo [a, bf. 

a) Probar que / es continua en cada punto de [a, 6]. 

b) Suponiendo que / sea integrable en [a, b~ì, demostrar que 

I P I (b - a) 2 

J f(x) dx (6 a)f(a)\ < V -^— . 

c) Más general. Demostrar que para cualquier c de [a, b ], se tiene 


j J f(x) dx — (b — a)f(c) < — ^ g) . 
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3.7 Funciones compuestas y continuidad 

A partir de unas funciones dadas podemos construir nuevas funciones por 
adición, subtracción, multiplicación y división. En esta sección exponemos un 
nuevo procedimiento para construir funciones mediante una operación conocida 
por el nombre de composición. Vamos a verlo en un ejemplo. 

Sea f(x) = sen (x 2 ). Para calcular f(x), primero elevamos x al cuadrado y 
luego tomamos el seno de x 2 . Así pues, f(x) se obtiene combinando otras dos fun- 
ciones, la función elevación al cuadrado y la función seno. Si ponemos v(x) = x 2 
y u(x) = sen x, podemos expresar f(x) en función de u y de v escribiendo 

f ( x ) = m[d(x)] . 

Decimos que / resulta de la composición de u y v (en este orden). Si componemos 
t) y « en el orden inverso, obtenemos un resultado distinto, v\_u(x)] = (sen x) 2 . 
Esto es, para calcular u[w(x)], tomamos primero el seno de x y luego el cuadrado 
del sen x. 

Podemos ahora comentar este proceso con mayor generalidad. Sean u y v 
dos funciones dadas cualesquiera. La compuesta o la composición de u y v (en 
este orden) se define como la función / para la cual 

f(x) = u[t;(x)] (se lee, «« de v de x»). 

Es decir, para calcular el valor de / en x primero se calcula v(x) y luego se 
calcula u en el punto v(x). Naturalmente que para que este cálculo tenga sentido, 
es necesario que los valores de v(x) entren en el dominio de la función u, y / 
estará sólo definida en aquellos puntos x para los cuales v(x) está en el do- 
minio de u. 

Por ejemplo, si u(x) = Vx y v(x) = 1 — x 2 , la compuesta / está dada por 
f(x) = V1 — x 2 . Obsérvese que v(x) está definida para todo número real x, 
mientras que u está definida sólo para x > 0. Por tanto, la compuesta / está 
definida sólo para aquellas x tales que 1 — x 2 > 0. 

Formalmente, f(x) se obtiene sustituyendo x por v(x) en la expresión u(x). 
Por esta razón la función / se indica algunas veces por / = u(v) (que se lee 
«U de v»). Otra notación empleada para indicar composición es: / = u° v (que 
se lee u círculo v) y que tiene una analogía con la notación de producto u ■ v. 
En efecto, se verá a continuación que la operación de composición tiene algu- 
nas de las propiedades de la multiplicación. 

La compuesta de tres o más funciones se puede hallar componiendo dos, 
el resultado con la tercera y así sucesivamente. Así, la función / dada por: 


f(x) = cos [sen(x 2 )] 
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es la composición / —u° (v ° w)donde: 

u(x) = cos x, v(x) = sen x, y w(x) = x 2 . 

Obsérvese que la misma / se puede obtener componiendo u y v primero y la 
compuesta u°v con w, es decir / = (u ° v) ° w. En este ejemplo se cumple la ley 
asociativa de la composición que en forma general es: 

(3.17) u ° (v° w) = (m °v) ° w 

cualesquiera que sean las funciones u, v, w siempre que tenga sentido formar 
las compuestas que aparecen en la igualdad. E1 lector verá que la demostración 
de (3.17) es un ejercicio inmediato. 

Se observará que la ley conmutativa u°v = v°u,no es siempre válida en 
la composición. Por ejemplo, si u(x) = sen x y v(x) = x 2 , la compuesta / =u°v 
está dada por f(x) = sen x 2 [que significa sen (a: 2 )] mientras que la composición 
g = v ° u está dada por g(x) = sen 2 x [que significa (sen x) 2 ]. 

Demostraremos ahora un teorema que nos dice que la propiedad de la conti- 
nuidad se conserva en la operación de composición. Con mayor precisión, tenemos 
el siguiente 

teorema 3.5. Suponiendo que v es continua en p y que u es continua en q, 
siendo q = v(p), la función compuesta f = u°v es continua en p. 

Demostración. Puesto que u es continua en q, para todo entorno Nj[u(q)] 
existe un entorno N 2 (q) tal que 

(3.18) u(y) 6 7Vi[w(^)] siempre que y e N 2 (q). 

Pero q = v(p) y v es continua en p, de modo que para el entorno N 2 (q) existe 
otro entorno N 3 (p) tal que 

(3.19) v(x)eN 2 (q) siempre que x £ N 3 (p). 

Si ponemos y = v(x) y combinamos (3.18) con (3.19), encontramos que para 
todo entorno N 1 (u[v(p)])ex iste un entorno N 3 (p) tal que 

w[f(jv)] £ 7Vi(w[y(/?)]) siempre que x e N 3 (p), 
o, dicho de otro modo, puesto que f(x) = u[y(x)], 

f(x) e V x [/(p)] siempre que x e N 3 (p). 


Esto significa que / es continua en p, como se afìrmó. 
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ejemplo 1. Sea f(x) = sen x 2 . Es la composición de dos funciones conti- 
nuas para todo valor de la variable por lo que / es continua para todo x. 

ejemplo 2. Sea f(x ) == V 1 — x 2 = w[t>(x)], siendo u(x)~ Vx, v(x)= 1 — x 2 . 
La función v es continua siempre.pero u sólo lo es para puntos x > 0. Luego / es 
continua en aquellos valores x para los cuales v(x) > 0, esto es, en todos los puntos 
que satisfacen x 2 <, 1. 


3.8 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 10, las funciones / y g están definidas por las fórmulas dadas. 
Si no se dice lo contrario, los dominios de / y g consisten en todos los números reales. Pon- 
gamos h(x) = /[g(x)] siempre que g(x) esté en el dominio de /. En cada caso, precisar el do- 
minio de h y dar una o más fórmulas para la determinación de h(x). 


1. f(x)=x*-2x, 

2. f(x)=x + 1, 

3. f(x) = V* si x £ 0, 

4. f(x) = Vx si x>0, 

5. f(x) = ^ 2 , 

6. f(x) = -* 2 , 

7. f(x) = sen x, 

8 f(x)=Vï si *>0, 

9. f(x) = Vx _si_ x >0, 

10. f(x) = V x + Vx si x 


g(x) =x + \. 
g(x) =x 2 - 2x. 


11 II II 

x>0. 

g(x) =Vx Si 

x>0. 

g(x) =V~X Si 

x>0. 

g(x) = sen x. 

g(x) =x + V~x 

si x > 0. 

g(x) = x + Vx 

si X > 0. 


cada < 


Calcular los límites en los Ejercicios del 11 al 20 y explicar qué teoremas se aplican e 


* 3 + 8 


11. lim - _ 

12. lim V'l + Vv . 
n (tan t) 


13. lim - 


14. lim 


:n (cos x) 


17. lim x sen- . 
o x 
1 — cos 2x 


19. lim - 

20. lim I 


/l + x V 1 
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21. Sean f y g dos funciones definidas como sigue: 


f(x) = 


ZM - 


para x < 0 , 
para x > 0 


Hallar una fórmula (o fórmulas) para el cálculo de la función compuesta h(x) = /[g(x) ]. 
tPara qué valores de x es continua h ? 

22. Resolver ei Ejercicio 21 cuando f y g se definen del modo siguiente: 


f(x) = {i ImVi’, Z (x) = ( 

23. Resolver el Ejercicio 21 cuando h(x) = g[/(*)]. 


si IjcI <, 2 , 
si \x\ >2. 


3.9 Teorema de Bolzano para las funciones continuas 

En el resto de este capítulo se discutirán algunas propiedades de las funciones 
continuas que se usan con frecuencia. Muchas de ellas aparecen como triviales 
cuando se interpretan geométricamente, por lo que algunos se inclinan a acep- 
tarlas como evidentes. Sin embargo, es importante poner de manifìesto que estas 
propiedades no tienen en sí una evidencia superior a la misma definición de con- 
tinuidad y que por tanto han de ser demostradas si se quiere aplicarlas con cierta 
generalidad. Las demostraciones de estas propiedades suelen hacer uso del axioma 
del extremo superior del sistema de los números reales. 

Bernardo Bolzano (1781-1848), sacerdote católico que hizo aportaciones 
importantes a las Matemáticas en la primera mitad del siglo xix, fue uno de 
los primeros en reconocer que muchas de las propiedades sobre funciones con- 
tinuas que parecían obvias requerían una demostración. Sus demostraciones 
referentes a continuidad fueron publicadas en 1850 en su importante obra póstuma 
Paradojas del infinito. Uno de sus resultados conocido por el teorema de Bolzano 
se pone de manifiesto en la figura 3.6 donde se muestra la gráfica de una función 
continua /. La gráfica está por debajo del eje x en el punto a y por encima del 
eje x en el punto b. E1 teorema de Bolzano afirma que la curva ha de cortar al eje 
alguna vez entre a y b. Esta propiedad se puede enunciar rigurosamente como 
sigue: 

teorema 3.6. teorema de bolzano. Sea f continua en cada punto del 
intervalo cerrado [a, 6] y supongamos que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Exis- 
te entonces por lo menos un c en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0. 

Basaremos nuestra demostración del teorema de Bolzano en la siguiente 
propiedad de las funciones continuas que establecemos aquí como un teorema. 
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TEOREMA 3.7. CONSERVACIÓN DEL SIGNO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. 
Sea f continua en c y supongamos que }(c) ^ 0. Existe entonces un interválo 
(c — ô, c + ô) en el que f tiene el mismo signo que f(c). 

Demostración del teorema 3.7. Supóngase f(c) > 0. En virtud de la conti- 
nuidad, para cada e > 0 existe un ò > 0 tal que: 

(3.20) /(c) - e < f(x) < f(c) + e siempre que c-ó<x<c + á. 

Tomando el ô correspondiente a e = /(c)/2 (esta e es positiva) entonces (3.20) 
se transforma en 

\f(c) < f(x) < | f(c) siempre que c-á<x<c + á. 



Figura 3.6 Teorema de Bolzano. 



c - 5 c c+ S 

Figura 3.7 Aquí f(x) > 0 para x próximo 
a c pues f(c) > 0. 


(Véase fig. 3.7). De aquí se deduce que f(x) > 0 en este intervalo y por tanto 
f(x) y f(c) tienen el mismo signo. Si f(c) < 0 se toma <5 correspondiente a 
e = — i f(c) y se llega a la misma conclusión. 

Nota: Si existe continuidad a un lado de c, entonces existe el correspondiente 
intervalo unilateral [c, c + <5)o (c — ô, c) en el cual / tiene el mismo signo que f(c). 

Demostración del teorema de Bolzano. Para fijar ideas, supóngase f(a) < 0 
y f(b) > 0 tal como se ha hecho en la figura 3.6. Puede haber muchos valores 
de x entre a y b para los cuales f(x) = 0. Se trata aquí de encontrar uno y esto 
se hará determinando el mayor x para el cual f(x) = 0. Para ello, sea S el 
conjunto de todos los puntos del intervalo [a, fe] para los cuales f(x) < 0. Hay 
por lo menos un punto en S puesto que f(a) < 0. Por tanto, S es un conjunto 
no vacío. S está acotado superiormente puesto que todos los puntos de S están 
en [a, 6], y puesto que todo conjunto no vacío de números reales que está aco- 
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tado superiormente tiene un extremo superior, a éste se le llama c. Se trata de 
demostrar que f(c) = 0. 

Hay sólo tres posibilidades: /(c) > 0, /(c) < 0, y /(c) = 0. Si /(c) > 0 
hay un intervalo (c — ô, c + ò) o (c — <5, c] si c = b, tal que f(x) es positivo si 
x está en este intervalo. Por tanto, ningún punto de 5 puede estar a la dere- 
cha de c — <5, y por tanto c — ô es una cota superior del conjunto S. Pero 
c — á < c y c es el extremo superior de S. Por tanto la desigualdad /(c) > 0 es 
imposible. Si /(c) < 0 hay un intervalo (c — Ó, c + ô) o [c, c + á) si c = a, en 

el cual / es negativa y por tanto f(x) < 0 para algún x > c, contra el hecho de 

que c es una cota superior de S. Por tanto /(c) < 0 también es imposible y que- 
da sólo la posibilidad /(c) = 0. Además a < c < b puesto que f(á) < 0 y 

f(b) > 0. Con lo cuai queda demostrado el teorema de Bolzano. 


3.10 Teorema del valor intermedio para funciones continuas 

Consecuencia inmediata del teorema de Bolzano es el teorema del valor 
intermedio para funciones continuas (véase figura 3.8). 

teorema 3.8. Sea f continua en cada punto de un intervalo [a, b]. Sì x x 
< x 2 son dos puntos cualesquiera de [a, b] tales que f(x x ) ¥= f(x 2 ), la función / 
toma todos los valores comprendidos entre f(x) x y f(x 2 ) por lo menos una vez en 
el intervalo (x x ,x 2 ). 

Demostración. Supóngase f(x x ) < f(x 2 ) y sea k un valor cualquiera com- 
prendido entre /(*,) y f(x 2 ). Sea g una función defmida en [x I; x 2 ] como sigue: 

g(x) =/( x) - k, 



g es continua en cada punto de [x 1( x 2 ] y se tiene: 

g(* i) = f(* i) - k < 0 , g(x 2 ) = f(x 2 ) - k > 0 . 
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Aplicando el teorema de Bolzano a g se tiene g(c) = 0 para algún c entre x x y x 2 , 
lo cual signifìca f(c) = k, quedando así demostrado el teorema. 

Nota: Tanto en el teorema de Bolzano como en el teorema del valor intermedio se 
supone que / es continua en todos los puntos del intervalo [a, b] incluidos los extremos a y b. 
Para entender por qué es necesaria )a continuidad en los extremcs a y b se considera la 
curva de la figura 3.9. Ésta es continua en todos los puntos de [ a, b] excepto en a. A pesar 
de ser f(a) negativa y f(b) positiva no existe ningún x en [a, 6] para el cual f(x) = 0. 

Finalmente se da en esta Sección una aplicación del teorema del valor inter- 
medio en la cual se demuestra que cada número real positivo tiene una raíz n-sima, 
lo cual ya se había indicado en la Sección I 3.14. E1 enunciado preciso de esta 
propiedad es el siguiente: 

teorema 3.9. Si n es un entero positivo y si a > 0, existe un entero posi- 
tivo y sólo uno b tal que b n = a. 

Demostración. Sea un número c > 1 y tal que 0 < a < c y considérese la 
función / definida en el intervalo [0, c] por f(x) = x n . Esta función es continua 
en [0, c] y en los extremos se tiene /(0)=0 y f(c)=c n . Puesto que 0 <a<c<c n 
el número a dado está comprendido entre los valores de la función /(0) y /(c). Por 
tanto, en virtud del teorema del valor intermedio, se tiene f(x) = a para algún x 
en [0, c], sea x = b. Esto demuestra la existencia de por lo menos un positivo 
b tal que b n = a. No puede haber más que uno puesto que / es creciente en sen- 
tido estricto en [0, c], con lo cual queda demostrado el teorema. 

3.11 Ejercicios 

1. Sea / un polinomio de grado n en x, f(x) = '5> = o c k-x l , tal que el primero y el último 
coeficientes c 0 y c n tienen signos opuestos. Demostrar que f(x) = 0 por lo menos para 
un valor positivo de x. 

2. Se dice que un número real x t es una rafz real de la ecuación f(x) = 0 si f(x t ) = 0. 
Decimos queuna raíz real de una ecuación ha sido separada si se ha encontrado un inter- 
valo (a, b] que contiene esta raíz y ninguna otra. Con ayuda del teorema de Bolzano, 
separar las raíces reales de cada una de las siguientes ecuaciones (cada una tiene cuatro 
raíces reales): 

(a) 3x* — 2x 3 — 36x 2 + 36x — 8 = 0. 

(b) 2x 4 - I4x 2 + 14x - 1 = 0. 

(c) x 4 + 4x 3 + x 2 - 6x + 2 = 0. 

3. Si n es un entero positivo impar y a < 0, demostrar que existe un número negativo b 
y sólo uno tal que b n = a. 

4. Sea f(x) = tanx. A pesar de ser/far/4) = 1 y /(3 tt/ 4) = — 1, no hay ningún punto x 
en el intervalo ["77/4, 37 t/ 4] tal que f(x) = 0. Explicar por qué no hay contradicción con 
el teorema de Bolzano. 

5. Dada una función / de valores reales continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Suponga- 
mos que 0 < f(x) < 1 para cada x en [0, 1]. Demostrar que existe por lo menos un punto 
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c en [0, 1 ] para el cual /(c) = c. Tal punto se llama un punto fijo de /. E1 resultado de 
este Ejercicio es un caso particular del teorema del punto fijo de Brower. [ Indicación: 
Aplicar el teorema de Bolzano a g(x) = f(x) — x.] 

6. Dada una función / de valores reales continua en el intervalo cerrado [a, b]. Suponiendo 
que f(a) <ny que f(b) > b, demostrar que / tiene un punto fijo en [ a, b]. (Véase Ejer- 
cicio 5.) 


3.12 E1 proceso de inversión 

En esta Sección se estudia otro método importante que se usa con frecuencia 
para construir nuevas funciones a partir de otras funciones dadas. Antes de des- 
cribir el método con detalle, damos un sencillo ejemplo. 

Consideremos la función / definida en el intervalo [0, 2] por la ecuación 
f(x) = 2x + 1. E1 recorrido de / es el intervalo [1, 5]. Cada punto x de [0, 2] es 
llevado por / a un único punto y de [1, 5], a saber 

(3.21) y = 2x+l. 

Recíprocamente, para todo y de [1, 5], existe un único x en [0, 2] para el que 
y = j(x). Para encontrar este x, resolvemos la ecuación (3.21) obteriiendo 

* = ì(y - i). 

Esta ecuación define x como función de y. Si representamos esta función por g, 
tenemos 


g(y) = ì(y ~ 1) 


para cada y de [1,5]. La función g se llama la inversa de /. Obsérvese que 
gíf(x)] = x para cada x de [0,2], y que /[g(y)] = y para cada y de [1, 5]. 

Consideremos ahora una función más general / con dominio A y recorrido B. 
A cada x de A corresponde un y en B tal que y = }(x). Para cada y de B, existe 
por lo menos un x de A tal que f(x) = y. Supongamos que existe uno solo de 
esos x. Entonces podemos definir una nueva función g en B del modo siguiente: 

g(y) = x significa que y = f(x). 

Dicho de otro modo, el valor de g en cada punto y de B es el único x de A tal 
que f(x) = y. Esta nueva función g se llama la inversa de /. E1 proceso mediante 
el cual se obtiene g a partir de / se llama inversión. Obsérvese que g[/(x)] = x 
para todo x de A y que /[g(y)] = y para todo y de B. 
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E1 proceso de inversión puede aplicarse a cualquier función / que tenga la 
propiedad de que para cada y en el recorrido de /, existe un solo x en el dominio 
de / tal que f(x) = y. En particular, una función continua y estrictamente monó- 
tona en un intervalo [a,b] tiene esa propiedad. En la figura 3.10 se muestra un 
ejemplo. Sean c = f(a), d = f(b). E1 teorema del valor intermedio para las fun- 
ciones continuas nos dice que en el intervalo [a, b], f toma todo valor compren- 
dido entre c y d. Además, no puede tomar dos veces el mismo valor porque 
f(x i) # f(x 2 ) siempre que ¥= x 2 . Por consiguiente, toda función continua estric- 
tamente monótona tiene inversa. 

La relación entre una función / y su inversa g puede explicarse también con 
la formulación de pares ordenados del concepto de función. En la Sección 1.3 se 
define una función / como un conjunto de pares ordenados (x,y) tales que dos 
cualesquiera no tienen el mismo primer elemento. La función inversa g se forma 
tomando los pares (x,y) de / e intercambiando los elementos x e y. Esto es 
(y,x) e g si y sólo si (x,y) e f. Si / es estrictamente monótona, dos pares cuales- 
quiera de / no tienèn el mismo segundo elemento, y por tanto dos pares cua- 
lesquiera de g no tienen el mismo primer elemento. Así pues g es una función. 

ejemplo. Función raíz enésima. Si n es un entero positivo, pongamos 
f(x) = x n para x > 0. Entonces / es estrictamente creciente en todo intervalo 
[a, b] con 0 <, a < b. La función inversa g es la función raíz enésima, defmida 
para y > 0 por la ecuación 

giý) = / /n 


3.13 Propiedades de las funciones que se conservan por la inversión 

Muchas de las propiedades que posee una función / se transmiten a la inver- 
sa g. La figura 3.11 muestra la relación entre sus gráficas. Puede obtenerse una 
a partir de la otra mediante una simple simetría respecto a la recta y = x, debido 
a que un punto (u, v) está en la gráfica de / si y sólo si el punto (v, u) está sobre 
la gráfica de g. 


Las propiedades de monotonía y continuidad que posee / se transmiten a 
la función inversa g, como se afirma en el teorema siguiente. 

teorema 3.10. Sea f estrictamente creciente y continua en un intervalo 
[a, b]. Sean c = f(a) y d = f(b) y sea g la inversa de f. Esto es, para cada y en 
[c, d], sea g(y) aquel x de [a, b] tal que y = f(x). Entonces 

a) g es estrictamente creciente en [c, d]; 

b) g es continua en [c, d]. 
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Figura 3.10 Función continua Figura 3.11 Representación gráfica 

estrictamente creciente. del proceso de inversión. 


Demostración. Elijamos y t < y 2 en [c, d] y pongamos Xi = g(yi), 
x 2 = g(y 2 ). Entonces y, = f(x i) e y 2 = f(x 2 ). Puesto que / es estrictamente cre- 
ciente, la relación y, < y 2 implica que x^ < x 2 , la cual, a su vez, implica que g 
sea estrictamente creciente en [c, d]. Esto demuestra la parte a). 

Demostremos ahora b). La demostración está representada en la fìgura 3.12. 
Elijamos un punto y„ en el intervalo abierto (c, d). Para demostrar que g es con- 
tinua en y 0 , debemos probar que para todo e > 0 existe un ô > 0 tal que 

(3.22) g(y Q ) — e < g(y) < g(y 0 ) + e siempre que >’ 0 — <3 < y < y 0 + <3 

Pongamos x 0 = g(y 0 ), de modo que/(x 0 ) = y 0 . Supongamos e dado. (No se pierde 
generalidad si consideramos aquellos valores de e bastante pequenos para que 
x 0 — e yx 0 + equeden en el interior de [ a , 6].) Sea ô el menor de los dos nú- 
meros 

f(x 0 ) ~ f(x o - e) y f(x 0 +e)~ f(x 0 ). 

Es fácil comprobar que con este ò se verifica (3.22). Una ligera modificación 
del razonamiento prueba que g es continua a la derecha de c, y a la izquierda de d. 

Existe el teorema análogo para funciones decrecientes. Esto es, la inversa de 
una función / estrictamente decreciente es estrictamente decreciente y continua. 
Esto resulta de aplicar el teorema 3.10 a —/. 

ejemplo. Continuidad de la función raíz enésima. La función raíz enési- 
ma g, definida por y > 0 por la ecuación g(y) = y 1 /", es estrictamente creciente 
y continua en todo intervalo [c, d] con 0 < c < d, puesto que es la inversa de 
una función continua estrictamente creciente. Esto nos da otra demostración de 
la continuidad de la función raíz enésima, independiente de la teoría de la inte- 
gración. Puesto que el producto de funciones continuas es continuo, deducimos 
otra vez la continuidad de la función potencia, h(y) = y r , siendo r = mfn un 
número racional positivo e y > 0. 
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ò es la menor de estas dos distancias 



Figura 3.12 Demostración de la continuidad de la función inversa. 


3.14 Inversas de funciones monótonas a trozos 

Supongamos que intentamos aplicar el proceso de inversión a una función 
que no es monótona en [a, 6]. Por ejemplo, considérese el caso en que 
f{x) = x 2 en un intervalo de la forma [— c, c], del eje *. A cada punto x de 
este intervalo, / le hace corresponder exactamente un punto y del intervalo 
[0, c 2 ], precisamente: 

(3.23) y = x 2 . 

Pero la correspondencia entre los puntos de estos dos intervalos no es uno a 
uno. Si se resuelve la ecuación (3.23) de x respecto a y, se encuentra que existen 
dos valores de x correspondientes a cada y en [0, c 2 ], que son: 

x = Vy y x = —Vy 

Ya se mencionó en otro lugar que antes los matemáticos hubieran considerado la 
inversa g en este caso como una función biforme definida por 

g(y) = ±Vy. 

Pero el punto de vista más moderno no admite la multiformidad como una 
propiedad de las funciones y en casos como el considerado se dice que el p’ro- 
ceso de inversión da lugar a dos nuevas funciones, g, y g 2 donde: 

(3.24) "i0') = Vy y g 2 (y) = —Vy para cada y en [0,c 2 ] 
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Para encajar este resultado con la noción de inversa tal como se expuso anterior- 
mente, se puede considerar que la ecuación y — x 2 no define una función / sino 
dos funciones /i y / 2 donde: 

fi(x) = x 2 si 0 < x < c y f 2 (x) = x 2 si — c < x <0. 

Estas funciones pueden considerarse como distintas porque tienen dominios dis- 
tintos. Cada una de ellas es monótona en su dominio y cada una tiene una 
inversa, la inversa de /i es gi y la inversa de / 2 es g 2 donde gi y g 2 están dadas 
por (3.24). 

Esto hace ver como el proceso de inversión puede aplicarse a funciones 
monótonas a trozos. Consideramos simplemente una tal función como una reunión 
de funciones monótonas e invertimos cada uno de Ios trozos. 

Haremos un uso más amplio del proceso de inversión en el capítulo 6. 


3.15 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios 1 al 5, demostrar que / es estrictamente monótona en 
todo el eje real. Desígnese por g la inversa de /. Describir el dominio de g en cada caso. 
Poner y = f(x) y despejar x en función de y; hallar una fórmula (o fórmulas) para calcular 
g(y) para cada y en el dominio de g. 

1. f(x) = x + 1. 4. f(x) = x 3 . 

2. f(x)=2x+5. tx si x<\, 

3. f(x) = 1 - x. 5. f(x) = ìx 2 si \ <x <4, 

l8x'^ si jc > 4. 

Valores medios. Sea / continua y estrictamente monótona en el eje real positivo y sea g 
la inversa de /. Si < a 2 < ... <a„ son n números reales positivos dados, se llama valor 
medio (o promedio) con respecto a / al número M definido como sigue: 

M f =^ 2 /(o,} ) ■ 

En particular, cuando f(x) = x p ]para p ^ 0,M, se llama media de potencias p-ésimas (Véase 
también la Sección I 4.10.) Los Ejercicios que siguen se refieren a las propiedades de los va- 
lores medios. 

6. Demostrar que f(M t ) = (i/n)'ff = \j(a l ). Dicho de otro modo, el valor de / en el pro- 

medio M, es la media aritmética de los valores f(a,) . f(a„). 

7. Demostrar que a, < M f < a„. De otro modo, el promedio de a,, ..., a„ está comprendido 
entre el mayor y el menor de los a,. 

8. Si h(x) = af(x) + b, donde a ^ 0, demostrar que M h — M,. Esto prueba que funciones 
distintas pueden conducir al mismo promedio. Interpretar geométricamente este teorema 
comparando ias gráficas de h y /. 
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3.16 Teorema de los valores extremos para funciones continuas 

Sea / una función de valores reales definida en un conjunto S de números 
reales. Se dice que la función / tiene un máximo absoluto, en el conjunto S si 
existe por lo menos un punto c en S tal que 

|/0) <,f(c) para todo x en S . 

E1 número /(c) se llama máximo absoluto de / en S. Decimos que / tiene un mí- 
nimo absoluto en S si existe un punto d en S tal que 

/O) ~k. f(d) para todo x en S. 

y No existe 


f(x) = •!• ìsiO < x <; 2, /fO) = 1 

(b) 

Figura 3.13 Valores máximos y m'mimos de las funciones. 

Esos conceptos se representan en la figura 3.13. En la fìgura 3.13 (a), S es el 
intervalo cerrado [0, tt;] y f(x) = sen x. E1 mínimo, que se presenta en los extre- 
mos del intervalo, es 0. E1 máximo es /( in) = 1. 

En la fìgura 3.13 (b), S es el intervalo cerrado [0, 2] y f(x) = l/x si x > 0, 
/(0) = 1. En este ejemplo, / posee un mínimo absoluto en x = 2, pero no tiene 
máximo absoluto. No posee máximo debido a una discontinuidad en un punto 
de S. 
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Queremos demostrar que si S es un intervalo cerrado y / es continua en 
todo S, entonces / posee un máximo absoluto y un mínimo absoluto en S. Este 
resultado, conocido como el teorema del máximo (mínimo) para funciones conti- 
nuas, se deducirá como una sencilla consecuencia del siguiente teorema. 

TEOREMA 3.11. TEOREMA DE ACOTACIÓN PARA FUNCIONES CONTINUAS. Sea 
f continua en un intervalo cerrado [a, &]. Entonces f es acotada en [a, b]. Esto 
es, existe un número C í> 0 tal que |/(x)| <, C para todo x en [a, £>]. 

Demostración. Razonamos por reducción al absurdo o contradicción, utili- 
zando una técnica llamada método de bipartición. Supongamos que / no es aco- 
tada en [a,b]. Sea c el punto medio de [a, 6]. Ya que / no es acotada en 
[a, b] tampoco lo está por lo menos en uno de los subintervalos [a, c] o 
[c,b]. Sea [a u òj aquella mitad de [a, b] en la que / no está acotada. Si / 
no es acotada en ambas mitades, sea [ai,b x ] la mitad izquierda de [a,c]. Con- 
tinuemos el proceso de bipartición reiteradamente, designando con [a n+ i,b„ +ì ] 
la mitad de [a n , b„] en la cual / no es acotada, con el convenio de elegir la mitad 
izquierda si / no es acotada en ambas mitades. Como la longitud de cada inter- 
valo es la mitad de su precedente, observamos que la longitud de [a n ,b n ], es 
0 h-a)/T. 

Designemos con A el conjunto de los extremos izquierdos a,a x ,a 2 .así 

obtenidos, y sea a el extremo superior de A. Tal punto a está situado en [a, b]. 
Por la continuidad de / en a, existe un intervalo de la forma (a — ô, a + <5) en 
el que 

(3.25) I/(*) -/(«)| < 1 . 

Si a = a este intervalo tiene la forma [a, a + ô), y si a = b tiene la forma 
(b — ô,b]. La desigualdad (3.25) implica 

l/«l < 1 + l/(a)|, 

de modo que / es acotada por 1 + |/(a)| en ese intervalo. Sin embargo, el inter- 
valo [a„, b„] está contenido en (a — ô, a + ô) cuando n es lo bastante grande 
para que (b — a)/2 n < ò. Por consiguiente / también es acotada en [a„, b„], en 
contradicción con el hecho de que / está acotada en [a„,b„]. Esta contradicción 
completa la demostración. 

Si / es acotada en [a,b], el conjunto de todos los valores f(x) está acotado 
superior e inferiormente. Por consiguiente, este conjunto tiene un extremo superior 
y un extremo inferior que designamos por sup / y por inf /, respectivamente. Esto 
es, escribimos 

sup/ = sup {/(x) | a < x < b}, inf/ = inf {/(*) | a < x < b). 

Para cualquier función acotada tenemos inf / < f(x) < sup / para todo x en 
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ía, b]. A co.ntinuación demostramos que una función continua alcanza los va- 
lores inf / y sup / en algún punto de [a, b]. 

TEOREMA 3.12. TEOREMA DEL MÁXIMO (MÍNIMO) PARA FUNCIONES CONTI- 
Nuas. Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], existen puntos c y d en 
[a, b] tales que 

m = sup/ y f{d) = inf/. 

Demostración. Basta probar que / alcanza su extremo superior en [a, 6]. 
Para el extremo inferior basta tener en cuenta que el extremo inferior de / es 
el extremo superior de —/. 

Sea M = sup /. Supondremos que no existe un x en [a, b] para el que 
f(x) = M y se llegará a una contradicción. Sea g(x) = M — f(x). Para todo x en 
[a, b] será entonces g(x) > 0 con lo que la función recíproca 1/g es continua 
en [a,b], pongamos í/g(x) < C para todo x en [a, b], siendo C > 0. Esto 
implica que M — f(x) > 1 /C, con lo que f(x) < M — 1/C para todo x de [a, b]. 
Esto está en contradicción con el hecho de que M es la menor cota superior de 
/ en [a,b]. Por consiguiente, f(x) = M para un x por lo menos en [a,b]. 

Nota: Este teorema demuestra que si / es continua en [a,b], el sup / es su máxi- 
mo absoluto, y el inf / ès su mínimo absoluto. Luego, en virtud del teorema del valor 
intermedio, el recorrido de / es el intervalo cerrado [inf/, sup /]. 


3.17 Teorema de la continuidad uniforme 

Sea / una función de valores reales y continua en un intervalo cerrado [a, b] 
y sean M(/) y m(f) los valores máximo y mínimo respectivamente de / en [a, b]. 
A la diferencia 

M(f) - m(f) 

la llamaremos oscilación de / en el intervalo [a, b]. Se podría utilizar la palabra 
extensión, en lugar de oscilación, ya que esta palabra tiene el inconveniente de 
sugerir funciones ondulantes. En textos antiguos se emplea saltus, equivalente la- 
tino de brinco o salto; pero nosotros conservaremos el nombre de oscilación, por 
ser su uso muy generalizado. Observemos que la oscilación de / en cualquier 
subintervalo de [a, ò] no puede superar la de / en [a, b]. 

Demostraremos seguidamente que el intervalo [a,b] puede subdividirse de 
modo que la oscilación de / en cada subintervalo sea tan pequena como se se 
quiera. Esta propiedad, en forma precisa, es la que da el siguiente teorema, que 
equivale al que ordinariamente se denomina teorema de la continuidad uniforme. 

Teorema 3.13. Sea f continua en un intervalo cerrado [a,b]. Para todo 
e> 0 existe una partición de [a,b], en un número finito de subintervalos, tal 
que la oscilación de f en todo subintervalo es menor que e. 
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Demostración. Razonaremos por contradicción, utilizando el método de bi- 
particiones sucesivas. Supongamos que el teorema es jalso. Esto es, que para un 
cierto e, por ejemplo para e = e 0 , el intervalo [a, 6] no puede ser subdividido 
en un número finito de subintervalos en cada uno de los cuales la oscilación de 
/ sea menor que e n . Sea c el punto medio de [a, b\. Entonces para ese e 0 el teore- 
ma es falso en uno por lo menos de los dos subintervalos [a, c] o [c, b~\. (Si el 
teorema fuese cierto en ambos subintervalos, también lo sería en el intervalo 
completo [a, b].) Sea [ai,6,] aquella mitad de [a, b~\ en la que el teorema es 
falso para e 0 . Si es falso en ambas mitades, sea [a„ 6,] la mitad izquierda 
[a, c]. Reiteramos el proceso de bipartición, designando por [a„ +1 ,fi„ +1 ] aquella 
mitad de [a„, ò„] en la que el teorema es falso para e 0 , teniendo en cuenta que 
elegimos la mitad izquierda si el teorema es falso en ambas mitades de [a„, fi„]. 
Nótese que la oscilación de / en cada subintervalo de [a n , b„\ así construido es 
por lo menos « 0 . 

Llamemos A al conjunto de extremos izquierdos a, a u a 2 , . . . , construidos 
como se indicó, y sea a la mínima cota superior de A. Este punto a está situado 
en [a,b\. Por la continuidad de / en a, existe un intervalo (a — ô, a + ó) en 
el que la oscilación de / es menor que € 0 .(Si a — a, ese intervalo es [ a , a + à), y 
si a = b, es (b — ò, b].) Sin embargo, el intervalo [a„, b n \ está dentro de 
(a — ó, a -f <5) cuando n es lo bastante grande para que (b — a)/2 n < <5, con lo 
que la oscilación de / en [a n , b„] es también menor que € 0 , lo que está en contra- 
dicción con el hecho de que la oscilación de / es por lo menos e 0 en [a n , b n ]. Esta 
contradicción completa la demostración del teorema 3.13. 


3.18 Teorema de integrabilidad para funciones continuas 

E1 teorema de la continuidad uniforme puede utilizarse para demostrar que 
una función continua en [a, b] es integrable en [a, £>]. 

TEOREMA 3.14. INTEGRABILIDAD DE FUNCIONES CONTINUAS. Si Una jUHCÌÓn 
j es continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a, b], es integrable en 

[a. b). 

Demostración. E1 teorema 3.11 demuestra que / es acotada en [a, b~\, 
con lo que / tiene una integral superior, /(/), y una integral inferior /(/). Demos- 
raremos que /(/) = /(/). 

Elijamos un entero N > 1 y sea e = l/N. En virtud del teorema de la con- 
tinuidad uniforme, elegido este e existe una partición P = {x 0 , x „ de 

[a, b\ en n subintervalos tales que la oscilación de / en cualquier subintervalo es 
menor que e. Designemos por M k (f) y m k (f), respectivamente, el máximo y el 
mínimo absolutos de / en el A:-ésimo subintervalo [**_„ Xk\. Tenemos entonces 
M k (f) - m k (f) < e 
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para cada k = 1,2, Sean s„ y t„ dos funciones escalonadas definidas en 

[a, fi] como sigue: 

j„(x) = m k (f) si **_i <x<x k , s n (a) = mff), 
t n ( x ) = M k (f) si x k _ k <x<x k , t n (b ) = M „(/). 

Tenemos entonces .s„f-v) </(x) < t n (x) para todo x de [a, b ]. Tenemos también 
f ^ =ïm k (f)(x k ~ x*-i) y f tn =ÏM n (f)(x k - x*_,). 

La diferencia de esas dos integrales es 

/a - Í s " = Ì[W) - "»*(/)](** - x*_i) < ci(x* - x*_i) = e(b - fl ) . 

Puesto que e = 1 /N, esta desigualdad puede escribirse en la forma 

(3 ' 26 > />-/>< b -îf- 

Por otra parte, las integrales superior e inferior de f satisfacen las desigualdades 

/ a s n < /(/) < f t n e £ s» < /(/) ^ // í„ ■ 

Multiplicando el primer conjunto de desigualdades por (—1) y sumando el resul- 
tado al segundo conjunto obtenemos 

/(/)-/(/)< />„-/>„. 

Haciendo uso de (3.26) y la relación /(/)) < /(/), tenemos 
0 < /(/) - /(/) < 

N 

para todo entero N > 1. Por consiguiente, según el teorema 1.31, debe ser 
/(/) = /(/). Esto demuestra que / es integrable en [a, b]. 
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3.19 Teoremas del valor medio para funciones continuas 

En la Sección 2.16 se definió el valor promedio A(f) de una función / sobre 
un intervalo \_a, b] como el cociente J* f(x) dx/(b — a). Cuando / es continua, 
podemos demostrar que este valor promedio es igual al valor de / en un cierto 
punto de [a, £>]. 

TEOREMA 3.15. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. Si f es 
continua en \a,b], para un cierto c de \a, bf tenemos 

/VC’O dx = f(c)(b - a ) . 


Demostración. Representamos por m y M, respectivamente, los valores 
máximo y mínimo de / en \a, b). Entonces m < f(x) < M para todo x de \a, b]. 
Integrando esas desigualdades y dividiendo por b — a, encontramos que 
m < A(f) < M, siendo A(f) = $° n f(x) dxj(b — a). Pero ahora el teorema del valor 
intermedio nos dice que A(f) = f(c) para un cierto c de \a, b]. Esto completa la 
demostración. 

Para valores medios ponderados hay un resultado análogo. 

TEOREMA 3.16. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PONDERADO PARA INTEGRALES. 
Supongamos que f y g son continuas en \a, b]. Si g no cambia nunca de signo 
en \a, 6] entonces, para un cierto c de \a, b], tenemos 

(3.27) // f(x)g(x) dx = f(c) // g(x) dx . 

Demostración. No cambiando nunca de signo en [a, b~\, g es siempre no 
negativa o siempre no positiva en \a, b]. Supongamos que g es no negativa en 
\a,b}. Entonces podemos razonar como en la demostración del teorema 3.15, 
excepto que integramos las desigualdades mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x) obteniendo 

(3.28) m/g(x) dx <j*f(x)g(x) dx < M^g(x) dx. 

Si íf,g(x) dx = 0, esa desigualdad demuestra que f', f(x)g(x)dx = 0. En este caso, 
la ecuación (3.27) se satisface para cualquier c ya que ambos miembros son cero. 
De otro modo, la integral de g es positiva, y podemos dividir por esta integral 
en (3.28) y aplicar como antes el teorema del valor intermedio para completar la 
demostración. Si g es no positiva, aplicamos el mismo razonamiento —g. 
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E1 teorema del valor medio ponderado nos lleva algunas veces a estimaciones 
útiles para la integral de un producto de dos funciones y especialmente si la inte- 
gral de uno de los factores es fácil de calcular. En los próximos Ejercicios se 
dan ejemplos. 


3.20 Ejercicios 

1. Con el teorema 3.16 establecer las desigualdades siguientes: 


10\/2 ^ l V 


2. Teniendo en cuenta que Vl — x 2 = (1 — x 2 )l \ / 1 — x 2 y por medio del teorema 3.16 
obtener las desigualdades 


n p /2 U /4 

24 ^ Jo V X ^ 24 V 3 ' 


3. Utilizar la identidad 1 + x 6 7 8 = (1 + * 2 )(1 — x 2 + x 4 ) y el teorema 3.16 para demos- 
trar que para a > 0, tenemos 


1 / a 3 « 5 \ dx 

1 + « 6 V 3 + 5 ) * 1 1 + x 


Tómese a = 1/10 y calcular el valor de la integral con seis cifras decimales. 

4. Una de las siguientes afirmaciones es incorrecta. Explicar por qué es falsa. 

a) La integral (sen/)/f dt >0 debido a que J|J(sen t)/t dl > JfJ ]sen /•]// dt. 

b) La integral 1(sen t)/tdt= 0 porque, según el teorema 3.16, para un cierto c 
comprendido entre 2ir y 4 tt tenemos 


í ir sen t 1 f 4 ’' 


5. Si n es un entero positivo, utilizar el teorema 3.16 para demostrar que 

J _ sen (/ 2 ) dt = — , donde Vmr <, c < V(« + 1 )tt . 

6. Supóngase que / es continua en [a, 6]. Si J'j f(x) dx = 0, demostrar que /(c) = 0 por 
lo menos para un c de [a,b]. 

7. Supóngase que / es integrable y no negativa en [a, 6]. Si J’* f(x) dx = 0, demostrar que 
f(x) = 0 en cada punto de continuidad de /. [Indicación: Si /(c) > 0 en un punto de 
continuidad c, existe un entorno de c en el cual f(x) > l 2 /(c).] 

8. Supóngase que / es continua en [a, 6] y que J 5 f(x)g(x) dx = 0, para toda función g 

que sea continua en [a, b]. Demostrar que f(x) = 0 para todo x en [a, 6]. 
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CÁLCULO DIFERENCIAL 


4.1 Introducción histórica 

Newton y Leibniz, independientemente uno del otro, fueron en gran parte 
los responsables del desarrollo de las ideas básicas del Cálculo integral hasta 
llegar a conseguir que problemas, en su tiempo írresolubles, pudieran serlo por 
los nuevos métodos y de forma casi rutinaria. Su mayor logro fue esencialmente 
el hecho de poder fundir en uno el Cálculo integral y la segunda rama impor- 
tante del Cálculo: el Cálculo diferencial. 

La idea central del Cálculo diferencial es la noción de derivada. Igual que 
la integral, la derivada fue originada por un problema de Geometría: el pro- 
blema de hallar la tangente en un punto a una curva. Sin embargo, a diferencia 
de la integral, la derivada aparece muy tarde en la historia de la Matemática. 
Este concepto no se formuló hasta el siglo xvn, cuando el matemático francés 
Pierre de Fermat, trató de determinar los máximos y mínimos de ciertas funciones. 

La idea de Fermat, básicamente muy simple, puede comprenderse con auxilio 
de la figura 4.1. Se supone que en cada uno de sus puntos, esta curva tiene una 
dirección defmida que puede venir dada por la tangente. Cada una de estas tan- 
gentes se ha indicado en la figura por una recta de trazos. Fermat observó que 
en aquellos puntos en que la curva tiene un máximo o un mínimo como los de la 
figura, de abscisas x„ y x,, la tangente ha de ser horizontal. Por tanto, el problema 
de localizar estos valores extremos se reduce al de la localización de las tangentes 
horizontales. 

Esto conduce a la cuestión más general de la determinación de la dirección 
de la tangente en un punto arbitrario de la curva. E1 intento de resolver este 
problema fue lo que condujo a Fermat a descubrir algunas de las ideas rudimen- 
tarias referentes a la noción de derivada. 

A primera vista parece que no habrá conexión entre el problema de hallar 
el área de una región limitada por una curva y el de hallar la tangente en un 
punto de una curva. E1 primero que descubrió que estas dos idéas, en apariencia 
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Figura 4.1 La curva tiene tangentes horizontales en los puntos x 0 y Xi. 

sin conexión, estaban íntimamente ligadas, fue el maestro de Newton, Isaac 
Barrow (1630-1677). Sin embargo, Newton y Leibniz fueron los primeros que 
comprendieron la verdadera importancia de esta relación y la explotaron en forma 
tal que inauguraron una etapa sin precedénte en el desarrollo de la Matemática. 

Aunque la derivada se introdujo inicialmente para el estudio del problema 
de la tangente, pronto se vio que proporcionaba también un instrumento para 
el cálculo de velocidades y, en general para el estudio de la variación de una 
función. En el apartado siguiente se considerará un problema particular que se 
refìere al cálculo de una velocidad. La solución de este problema contiene todas 
las características esenciales del concepto de derivada, y su análisis conduce a la 
definición general que se da en el apartado 4.3. 


4.2 Un problema relativo a velocidad 

Sea un proyectil lanzado verticalmente desde el suelo a una velocidad de 
45 m por segundo. Prescindiendo del rozamiento, se supone que solamente actúa 
la gravedad, por lo que el proyectil se mueve en línea recta. Sea /(f) la altura en 
metros que alcanza el proyectil t segundos después del lanzamiento. Si la fuerza 
de la gravedad no actuara en él, el proyectil continuaría subiendo a velocidad cons- 
tante, recorriendo una distancia de 45 m cada segundo, y en el tiempo t se tendría 
/(f) = 45f. Pero a causa de la gravedad, el proyectil va retardándose hasta que su 
velocidad llega a valer cero, y a partir de este momento cae al suelo. Experiencias 
físicas indican que mientras el proyectil está en movimiento su altura /(f) viene 
dada aproximadamente por la fórmula 
(4.1) /(f) = 45f - 5 1\ 
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E1 término —5í 2 es debido a la influencia de la gravedad. Obsérvese que /(/) = 0 
cuando í = 0 y í = 9; o sea, que el proyectil regresa a la tierra después de 9 se- 
gundos, por lo que la fórmula 4.1 sólo es válida para 0 < t < 9. 

E1 problema a considerar es el siguiente: Determinar la velocidad del pro- 
yectil en cada instante de su movimiento. Para poder comprender este problema, 
hay que precisar lo que se entiende por velocidad en cada instante. Para ello, 
se introduce la noción de velocidad media durante un intervalo de tiempo, es 
decir, desde el instante t al t + h, defíniéndola como el cociente: 

diferencia de distancias en el intervalo de tiempo _ f(t + h) — /(/) 
intervalo de tiempo h 

Este cociente, llamado cociente incremental, es un número que se puede calcular 
siempre que t y t + h pertenezcan ambos al intervalo [0, 9]. E1 número h puede 
ser positivo o negativo, pero no cero. Se dejará fijo / y se estudiará lo que le 
ocurre al cociente incremental, cuando se dan a h valores cada vez menores 
en valor absoluto. 

Por ejemplo, considérese el instante t — 2. La distancia recorrida después 
de 2 segundos es: 


/(2) =90 - 20 = 70. 

En el tiempo t = 2 + h la distancia recorrida es: 

/(2 + h) = 45(2 + h) - 5(2 + hf = 70 + 25 h - 5 h\ 

Por tanto, la velocidad media en el intervalo entre í = 2yí = 2 + /tes 


/(2 + h) - /(2) _ 25 h - 5 h 2 


Tomando valores de h cada vez más pequenos en valor absoluto, esta velocidad 
media, se acerca más y más a 25. Por ejemplo, si h = 0,1 la velocidad media 
es 24,5; si h = 0,001, es 24,995; si h = 0,00001, se obtiene el valor 24,99995, y 
cuando h = — 0,00001 se obtiene 25,00005. Lo importante es que se puede obte- 
ner la velocidad media tan próxima a 25 como se desee, sin más que tomar \h\ 
suficientemente pequeno. Se describe este hecho diciendo que la velocidad me- 
dia tiende al límite 25 cuando h tiende a cero. Parece natural llamar al valor de 
este límite la velocidad instantánea en el instante t = 2. 
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Los mismos cálculos se pueden efectuar para cualquier otro instante. La 
velocidad media en un intervalo arbitrario entre t y t + h está dado por el co- 


f(t + h) - /(t) = [45(t + h )- 5(t + /z) 2 ] - [45 1 - 5t 2 l = + 45 _ 10/ _ 5h 
h h 

Cuando h tiende a cero, la expresión de la derecha tiende al límite 45 — lOf 
que define la velocidad instantánea en el instante t. Designando la velocidad ins- 
tantánea por v(t) se tiene 

(4.2) v(t) = 45 - 10f. 

La fórmula (4.1) del espacio f(t), define una función / que indica la altura 
a que se encuentra el proyectií en cada instante de su movimiento; / se deno- 
mina función posición o ley de espacios. Su dominio es el intervalo cerrado [0, 9] 



Figuj 


t.2 (a) Gráfica de la funciórt de posición f(t) = 45 t—5t\ 

(b) Gráfica de la función velocidad v(t) = 45 —10/. 
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y su gráfica es la de la figura 4.2(a). [La escala sobre el eje vertical en ambas 
figuras 4.2(a) y (b) ha sido modificada]. La fórmula (4.2) de la velocidad v (í) 
define una nueva función v que indica la rapidez con que se mueve el proyectil 
en cada instante de su movimiento, se denomina función velocidad y su gráfica 
es la de la figura 4.2(b). A1 crecer t de 0 a 9, v(t) decrece constantemente de 
r(0) = 45 a v(9) = — 45. Para hallar el instante t en el cual v(t) = 0 se re- 
suelve la ecuación 45 = lOí obteniéndose t = 9/2. Por tanto, en el punto cen- 
tral del movimiento la influencia de la gravedad reduce la velocidad a cero y 
el proyectil queda instantáneamente fijo. La altura en este instante es /(9/2) = 
= 101,25. Si t > 9/2, la velocidad es negativa y la altura decrece. 

E1 proceso por el cual se obtiene v(t) a partir del cociente incremental se 
denomina «hallar el límite cuando h tiende a cero», y se expresa simbólicamente 
como sigue: 


(4.3) 


d(í) = lim 


f(t + h) - f(t) 
h 


Esta expresión usada para defmir la velocidad, en el ejemplo anterior, tiene 
un sentido más amplio y permite definir la velocidad en movimientos a lo largo 
de una línea recta, cuando se conozca la función de posición /, y siempre que 
el cociente incremental tienda a un límite cuando h tiende a cero. 


4.3 Derivada de una función 

E1 ejemplo expuesto en la Sección anterior senala el camino para intro- 
ducir el concepto de derivada. Sea / una función definida por lo menos, en un 
intervalo abierto (a, b) del eje x. Se elige un punto x en este intervalo y se forma 
el cociente de diferencias 

f(x + h)-f(x) 
h 

donde el número h puede ser positivo o negativo (pero no cero), y tal que x + h 
pertenezca también a (a, b). E1 numerador de este cociente mide la variación 
de la función cuando x varía de x a x + h. E1 cociente representa la variación 
media de / en el intervalo que une x a x + h. 

Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese co- 
ciente. Si tiende hacia un cierto valor como límile (y será el mismo, tanto si h 
tiende a cero con valores positivos como negativos), entonces ese límite se deno- 
mina derivada de / en x y se indica por el símbolo f’(x) (se lee «/ prima de x»). 
Con lo que la definición formal de f(x) puede establecerse del siguiente modo: 
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definición DE derivada. La derivada f(x) está definida por la igualdad 

( 4 . 4 ) f ( x) = ì m tí x + h )- m , 

con tal que el límite exista. El número f(x) también se denomina coeficiente de 
variación de f en x. 

Comparando (4.4) con (4.3) se ve que el concepto de velocidad instantánea 
es simplemente un ejemplo del concepto de derivada. La velocidad v(t) es igual 
a la derivada f(t) cuando / es la ley de espacios; lo que frecuentemente se 
expresa diciendo, que la velocidad es la relación entre la variación del espacio 
y la del tiempo. En el ejemplo desarrollado en laSección 4.2 la ley de espacios está 
dada por la ecuación 


f(t) = 45 1 - 5 1 2 

y su derivada f es una nueva función (velocidad) dada por 
f(t) = 45 - 10/. 

En general, el proceso de paso al límite por el que se obtiene f(x) a partir 
de f(x), abre un camino para obtener una nueva función f a partir de una 
función dada f. Este proceso se denomina derivación, y f es la primera derivada 
de /. Si f a su vez está defìnida en un intervalo abierto se puede también calcular 
su primera derivada, indicada por f' y que es la segunda derivada de /. Análoga- 
mente, la derivada n-sima de /, que se indica por / (B) , se define como la derivada 
primera de / (n_1) . Convendremos en que / (0) = /, esto es, la derivada de orden 
cero es la misma función. 

En el caso del movimiento rectilíneo, la primera derivada de la velocidad 
(segunda derivada del espacio) se denomina aceleración. Por ejemplo, para calcular 
la aceleración en el ejemplo de la Sección 4.2 se puede utilizar la ecuación (4.2) 
para formar el cociente de diferencias 

v(t + h)~ v(t) = [45 - 10« + ft)] - [45 - 101] = - 1 Qh = 
h h h 

Como este cociente no varía al tender h a 0, se puede considerar que tiende a 
— 10 (puesto que es —10 cuando h está próximo a 0). Se concluye pues, que 
la aceleración en este problema es constante e igual a —10, lo que indica que 
li velocidad decrece a una razón de 10 metros por segundo cada segundo. En 
9 segundos el decrecimiento total de la velocidad es 9 • 10 = 90 m por segun- 
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do, que está de acuerdo con el hecho que durante los 9 segundos de movimiento la 
velocidad cambia de v(0) = 45 a v(9) = —45. 


4.4 Ejemplos de derivadas 

ejemplo 1. Derivada de una función constante. Supongamos que / es una 
función constante, sea por ejemplo f(x) = c para todo x. E1 cociente de diferen- 
cias es 


f(x + h) - f(x) _ c - c _ Q 
h h 

Puesto que el cociente es 0 para todo x ¥= 0, su límite, f'(x), es también 0 para 
todo x. Dicho de otro modo, una función constante tiene derivada nula para 
todo x. 


ejemplo 2. Derivada de una función lineal. Sea / una función lineal, por 
ejemplo f(x) = mx + b para todo real x. Si h ¥= 0, tenemos 

f(x + h) — f(x) _ m(x + h) + b — (mx + b) _ mh _ ^ 
h h h 

Como que el cociente de diferencias no cambia cuando h tiende a 0, resulta que 
f(x) = m para cada x. 

Así que, la derivada de una función lineal es una función constante. 

ejemplo 3. Derivada de una función potencial de exponente entero positivo. 
Consideremos el caso f(x) = x n , siendo n un entero positivo. E1 cociente de dife- 
rencias es ahora 

f(x + h) — f(x) _ (x + h) n — x" 
h h 

Para estudiar este cociente al tender h a cero, podemos proceder de dos maneras, 
o por la descomposición factorial del numerador considerado como diferencia de 
dos potencias n-simas o aplicando el teorema del binomio para el desarrollo de 
(x + h) n . Seguiremos el primer método y dejaremos el segundo como Ejercicio 
para el lector. (Ver Ejercicio 39 de la Sección 4.6) 
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En álgebra elemental se tiene la identidad * 


Si se toma a = x 
se transforma en 


a n - b n = (a - b)Za k b n - l ~ k . 

+ h y b = x y dividimos ambos miembros por h, esa identidad 


(x + h) n — x n _ 


2 (* + h) k x n - 1 


En la suma hay n términos. Cuando h tiende a 0, (x + h) k tiende a x k , el /r-ésimo 
término tiende a x k x n - 1 ~ k = x n_l , y por tanto la suma de los n términos tiende a 
nx n l . De esto resulta que 


J '(x) = nx n ~ y para todo x. 

ejemplo 4. Derivada de la función seno. Sea s(x) = sen x. E1 cociente de 
diferencias es 

s(x + h) — s(x) _ sen(x + h) — senx 
h ~ h 

Para transformarlo de modo que haga posible calcular el límite cuando h -» 0, 
utilizamos la identidad trigonométrica 


. y — X V + X 

seny — sen x = 2sen 2 -cos -- 

2 2 

poniendo y = x + h. Esto conduce a la fórmula 

sen (x + h) — sen x sen(h/2) ( h\ 

h h/2 \ 21 


* Esta identidad es una consecuencia inmediata de la propiedad telescópica de las sumas 
finitas. En efecto, si se multiplica cada término de la suma por ( a — b) se encuentra: 


(a - b) "2 û**- 1 -* = "l - «**-*) 


ar" — 6". 
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Cuando h -» 0, el factor cos (x + J h) -> cos x por la continuidad del coseno. Asi- 
mismo, la fórmula 


establecida en la Sección 3.4, demuestra que 

(4.5) Se ^i/2^ 1 P ara t0< ^ 0 h ° ' 

Por lo tanto el cociente de diferencias tiene como límite cos x cuando h -> 0. Dicho 
de otro modo, s'(x) = cos x para todo x; la derivada de la función seno es la fun- 
ción coseno. 


ejemplo 5. Derivada de la función coseno. Sea c(x) = cos x. Demostrare- 
mos que c'(x) = — Isen x; esto es, la derivada de la función coseno es menos la 
función seno. Partamos de la identidad 


y pongamos y = x + h. Esto nos conduce a la fórmula 

cos (x + h) — cos x _ _ sen(/i/2) gen / h\ 
h ~ h/2 Sen \ X + 2/ 

La continuidad del seno demuestra que sen (x + J h) -> sen x cuando h -> 0; a par- 
tir de (4.5) obtenemos c'(x) = — sen x. 


ejemplo 6. Derivada de la función raíz n-sima. Si n es un entero positivo, 
sea f(x) = x 1/n para x > 0. E1 cociente de diferencias para / es 

/(* + h) -f(x) _ (x + h) lU - x 1/n 
h h 

Pongamos u = (x + h) 1/n y v = x 1/n . Tenemos entonces u n = x + h y v n = x, 
con lo que h = u n — v n , y el cociente de diferencias toma la forma 


f(x + h) - f(x) u — v 



u n 1 + u” 2 v +■■■ + uv n 2 + p" -1 ' 
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La continuidad de la función raíz n-sima prueba que u -* v cuando h -* 0. Por 
consiguiente cada término del denominador del miembro de la derecha tiene lí- 
mite t> n_1 cuando h -* 0. En total hay n términos, con lo que el cociente de dife- 
rencias tiene como límite t> 1-n /n. Puesto que v = x 1/n , esto demuestra que 


/'(*) = 


i/«-i 


ejemplo 7. Continuidad de las funciones que admiten derivada. Si una 
función f tiene derivada en un punto x, es también continua en x. Para demostrar- 
lo, empleamos la identidad 

f(x + h) =f(x) + /i( /(jC + ^~/ (x) ) 

que es válida para h # 0. Si hacemos que h -* 0, el cociente de diferencias del 
segundo miembro tiende a f'(x) y, puesto que este cociente está multiplicado por 
un factor que tiende hacia 0, el segundo término del segundo miembro tiende a 
0 ■ f'(x) = 0. Esto demuestra que f(x + h)-* f(x) cuando h 0, y por tanto que / 
es continua en x. 

Este ejemplo proporciona un nuevo procedimiento para probar la continuidad 
de las funciones. Cada vez que establecemos la existencia de una derivada f'(x), 
establecemos también, al mismo tiempo, la continuidad de f en x. Debería obser- 
varse, no obstante, que el recíproco no es cierto. La continuidad en x no implica 
necesariamente la existencia de la derivada f'(x). Por ejemplo, cuando f(x) = |x[, 
el punto x = 0 es de continuidad de / [puesto que f(x) -* 0 cuando x ~* 0] pero 
no existe derivada en 0. (Véase la figura 4.3.) E1 cociente de diferencias 
[/(0 + h) - /(0)] /% es igual a \h\/h. Éste vale + 1 si h > 0 y -1 si h < 0, 
y por consiguiente no tiene límite cuando h ~* 0. 


y 



Figura 4.3 La función es continua en 0 pero /'(0) 
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4.5 Álgebra de las derivadas 

Lo mismo que los teoremas relativos a los límites de la Sección 3.4 nos en- 
senan a calcular el límite de la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 
ciones, el teorema siguiente nos proporciona un conjunto de reglas para el cálculo 
de derivadas. 

teorema 4.1. Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo común. 
En cada punto en que f y g tienen derivadas, también las tienen la suma f + g, 
la diferencia f — g, el producto f g y el cociente f/g. (Para f/g hay que aiiadir 
también que g ha de ser distinta de cero en el punto considerado). Las derivadas 
de estas funciones están dadas por las siguientes fórmulds: 

0) (f+gy^r+g'. 

00 (/ - gY =f -g’. 


(iii) (f-gï =f-g' + g-f, 

(iv) (-) = — / g en puntos x donde g(x)=£ 0. 

\g' g 2 

Antes de demostrar estos teoremas, es interesante dar algunas de sus con- 
secuencias. Un caso particular de (iii) se tiene cuando una de las dos funciones 
es constante, por ejemplo, g(jcr) = c para todo valor de a:. En este caso, (iii) se 
transforma en: (c • /)' = c ■ /'; es decir, la derivada del producto de una fun- 
ción por una constante es el producto de la derivada de la función por la cons- 
tante. Combinando esta propiedad con la de la derivada de una suma [propie- 
dad (i)] se tiene, que para cada par de constantes c t y c 2 , es: 

( c if+ c tgY = c if + c 2 g'. 

Esta propiedad se denomina propiedad lineal de la derivada, y es análoga a la 
propiedad lineal de la integral. 

Aplicando el método de inducción se puede extender la propiedad lineal a 
un número cualquiera fìnito de sumandos: 

{ì'.-ffìc.r,, 

donde c 1; c 2 , c 3 , ..., c„ son constantes y /,, / 2 , ..., /„ son funciones cuyas deri- 
vadas son //, / 2 ', ..., /„'. 
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Cada fórmula referente a derivadas se puede escribir de dos maneras, o 
como una igualdad entre dos funciones, o como una igualdad entre números. 
Las propiedades del teorema 4.1 tal como se han escrito antes, son igualdades 
que contienen funciones. Por ejemplo, la propiedad (i) indica que la derivada 
de la función / + g es la suma de dos funciones f' y g'. Cuando se consideran 
los valores de estas funciones en un punto x, se obtienen fórmulas entre núme- 
ros; así la fórmula (i) implica 

(/+ gï(x) =f(x) + g\x). 

Vamos ahora a demostrar el teorema 4.1. 

Demostración de (i). Sea x un punto en el que existen ambas derivadas 
/'(*) y g'(x). E1 cociente de diferencias para / + g es 

[f(x + h) + g(x + h)] - [f(x) + g(x)] _ f(x + h) -f(x) g(x + h) - g(x) 
h h h 

Cuando h -> 0, el primer cociente del segundo miembro tiende a f'(x) y el segundo 
a g'(x) y por tanto la suma tiende a f'(x) + g'(Ac). La demostración de (ii) es 
análoga. 

Demostración de (iii). E1 cociente de diferencias para el producto / ■ g es: 
f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x) 


Para estudiar este cociente cuando h 0 se suma y resta al numerador un 
término conveniente para que se pueda escribir (4.6) como la suma de dos térmi- 
nos en los que aparezcan Ios cocientes de diferencias de / y g. Sumando y res- 
tando g(x) f(x + h), (4.6) se convierte en 

f(x + h)g(x + h) -f(x)g(x) = ^ f(x + h) f(x) ^ + ^ g(x + h) - g(x) 

h h h 

Cuando h -*■ 0 el primer término del segundo miembro tiende a g(x)f'(x), y 
puesto que f(x + h) -» f(x), el segundo término tiende a f(x)g’(x), lo que demues- 
tra (iii). 

Demostración de (iv). Un caso particular de (iv) se tiene cuando f(x) = 1 
para todo x. En este caso f'(x) = 0 y (iv). se reduce a la fórmula 



(4.7) 
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suponiendo que g(x) =+ 0. A partir de este caso particular, sepuede deducir la fór- 
mula general (iv) escribiendo f/g como producto y aplicando (iii), con lo cual se 

(/■-)= -■/•+/■ _ t-r-f-t , 

V S’ S 's' g g g 

Por tanto, queda solamente por probar (4.7). E1 cociente de diferencias de 1/g es: 
[l/g(s + h)] - [!/g(x)] 


(4.8) 


g(x + h)~ g(x) 1 1 

h g(x) g(x + h )' 


Cuando h 0, el primer cociente de la derecha tiende a g'(x) y el tercer factor 
tiende a l/g(s). Se requiere la continuidad de g en x ya que se hace uso del hecho 
que g(x + h) -> g(x) cuando h -> 0. Por tanto, el cociente en (4.8) tiende a 
-g'(x)/g(x) 2 , lo que demuestra (4.7). 


Nota: Para poder escribir (4.8) es necesario suponer que g(x + h) ^ 0 para todo h 
suficientemente pequeiio. Esto es consecuencia del teorema 3.7. 


E1 empleo del teorema 4.1 teniendo en cuenta los ejemplos expuestos en la 
Sección 4.4, nos permite deducir nuevos ejemplos de derivación. 

ejemplo 1. Polinomios. En el ejemplo 3 de la Sección 4.4 se vio que si 
f(x) = x n , donde n es un entero positivo, entonces f'(x) = nx n ~\ Puede ser inte- 
resante para el lector encontrar de nuevo este resultado a partir del caso particular 
n = 1 , aplicando el método de inducción juntamente con la fórmula de derivación 
de un producto. 

Combinando este resultado con la propiedad lineal, se puede derivar cual- 
quier polinomio sumando las derivadas de cada uno de los términos; es decir, si 

f(x)=j/'C k x k , 

derivando término a término se tiene 

f(x) =J,kc k x k ~ 1 . 


Obsérvese que la derivada de un polinomio de grado n es un polinomio de grado 
n— 1. Por ejemplo, si f(x)= 2s 3 + 5s 2 —7s+8, entonces f'(x) = 6x' 2 + 1 Ox — 7. 

ejemplo 2. Funciones racionales. Si r es el cociente de dos polinomios, es 
decir, r(x) = p(x)/q(x), la derivada P(x) se puede calcular por medio de la fórmu- 
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la del cociente (iv) del teorema 4.1. La derivada existe para todo x en el que 
q(x) ¥= 0. Obsérvese que la función r' así definida es a su vez una función racio- 
nal. En particular, si r(x) = 1 /x m donde m es un entero positivo y x ¥= 0 se tiene: 

„ . x m ■ 0 — mx m l —m 

r(x) =-—-= —— . 

x x 

Escribiendo este resultado en la forma: ¥(x) = — mx"®' 1 se obtiene una exten- 
sión a exponentes negativos de la fórmula dada para la derivación de potencias 
n-simas para n positivo. 

ejemplo 3. Potencias de exponente fraccionario. Sea f(x) = x r para x > 0, 
siendo r un número racional. Ya hemos demostrado la fórmula de derivación 

(4.9) f'(x) = rx r ~ x 


para r = 1/n, siendo n un entero positivo. Vamos ahora a extenderla a todas las 
potencias de exponente racional. La fórmula para la derivación de un producto 
demuestra que la igualdad (4.9) también es válida para r = 2/n y, por inducción, 
para r = m/n, siendo m cualquier entero positivo. (E1 razonamiento por induc- 
ción lo hacemos sobre m.) Por tanto la igualdad (4.9) es válida para todo r racio- 
nal positivo. La fórmula para derivar un cociente nos prueba que (4.9) también es 
válida para r racional negativo. Así pues, si f(x) = x 2/3 , tenemos f'(x) =f x -1/s . 
Si f(x) = x~ 1/2 , entonces f'(x) = —| x~ i/2 . En cada caso, es preciso que x > 0. 


4.6 Ejercicios 


1. Si f(x) = 2 + x - x*. calcular f'(0),f'(\),f'(\),f’(-\0). 

2. Si f(x) = + \x l - 2x, encontrar todos los valores de x para los que (a )f'(x) = 

= 0; (b)f'(x) = —2; (c)f'(x) = 10. 

En los Ejercicios del 3 al 12, obtener una fórmula para f’(x) si f(x) es la que se indica. 

3. f(x) =x 2 +3x +2. 

7 f (x) = x *TT + * 5 cosx ' 

4. f(x) = x* + sen x. 

8. f(x) = , x»*L 

5. f(x) = x 4 sen x. 

9 - f(x) ~ 2 + cos x ' 

6 / ( * } = JTT, x *- h 

, „ x x* +3x +2 

I0 -^ W ^+^ + l’ 
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13. Se supone que la altura f(t ) de un proyectil, t segundos después de haber sido lanzado 
hacia arriba a partir del suelo con una velocidad inicial de u 0 metros por segundo, está 
dada por la fórmula: 


/(0 = «o t - 15 1\ 

(a) Aplíquese el método descrito en la Sección 4.2 para probar que la velocidad media 
del proyectil durante el intervalo de tiempo de t a t + h es Vo — lOt — 5h metros por 
segundo, y que la velocidad instantánea en el instante t es Vo — 10/ metros por segundo. 

(b) Calcúlese (en función de v 0 ) el tiempo necesario para que la velocidad se anule. 

(c) ( ',Cuál es la velocidad de regreso a la Tierra? 

(d) iCuál debe ser la velocidad inicial del proyectil para que regrese a la Tierra al cabo 
de 1 segundo? £y al cabo de 10 segundos? ly al cabo de T segundos? 

(e) Pruébese que el proyectil se mueve con aceleración constante. 

(f) Búsquese un ejemplo de otra fórmula para la altura que dé lugar a una aceleración 
constante de — 10 metros por segundo cada segundo. 

14. iCuál es el coeficiente de variación del volumen de un cubo con respecto a la longitud 
de cada lado? 

15. a) E1 área de un círculo de radio r es trr 2 y su circunferencia es 2trr. Demostrar que el 
coeficiente de variación del área respecto al radio es igual a la circunferencia. 

b) E1 volumen de una esfera de radio r es 47rr 3 /3 y su área es 47rr 2 . Demostrar que 
eí coeficiente de variación del volumen respecto al radio es igual al área. 

En los Ejercicios del 16 al 23, obtener una fórmula para f'(x) si f(x) es la que se indica 


16. f(x) =Vx, x >0. 

17- f(x) = -^=, *>0. 

1 + Vx 

18. f(x) = x 3/2 , x>0. 

19. f(x) = x~ w , x > 0. 


20. f(x) = x m + x ,/3 + * 1/4 , x > 0. 

21. f(x) = x~ m + x~ m + x~ m , x>0. 

Vï 

22. f(x) = j-j-j , a: > 0. 

23. f(x) =-—, x>0. 

1 + \Tk 


24. Sean /i. f„ n funciones que admiten derivadas f[ .Dar una regla para la 

derivación del producto g = /,... /„ y demostrarla por inducción. Demostrar que para 
aquellos puntos x, en los que ninguno de los valores fi(x), ..., f„(x) es cero, tenemos 

VM f[(x) f' n (x) 

g(x) ffx) f n (x) ■ 

25. Comprobar la pequena tabla de derivadas que sigue. Se sobrentiende que las fórmulas 
son válidas para aquellos valores de x para los que f(x) está deftnida. 
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m 

f'(x) 

f(x) 

f(x) 

tan x 

sec 2 x 

sec x 

tan x sec x 

cot X 

—csc 2 x 

csc X 

—cot X csc X 


En los Ejercicios del 26 al 35, calcular la derivada f'(x). Se sobrpntiende que cada fór- 
mula será válida para aquellos valores de x para los que f(x) esté definida. 


26. f(x) = tan x sec x. 

27. f(x) = x tan jc. 

1 2 3 

2 8. /W=- +ï5+í â 

29f(x) = r^- 

30 -A*)-Î47t5- 


31. f(x) =^. 


32. f(x) = — - -. 

x + sen x 


33. f(x) 


ax + b 
cx + d' 


34. f(x) 

35. f(x) 


2x* +3' 
ax 2 + bx + c 
sen x + cos x ' 


36. Si f(x) = (ax + b) sen x + (cx + d) cos x, determinar valores de las constantes a, b, c, d 
tales que f'(x) = x cos x. 

37. Si g(x) = (ax 2 + bx + c) sen x + (dx 2 + ex + /) cos x, determinar valores de las cons- 
tantes a, b, c, d, e, f tales que g'(x) = x 2 sen x. 

38. Dada la fórmula 



(válida si xjt 1), determinar, por derivación, fórmulas para las siguientes sumas: 

(a) 1 + 2x + 3x 2 + ■ ■ ■ + nx n ~\ 

(b) l 2 x + 2 2 x* + 3V + • • • + n 2 x n . 

39. Sea f(x) = x n , siendo n entero positivo. Utilizar el teorema del binomio para desarrollar 
(x + h )” y deducir la fórmula 


f(x + h) — f(x) 
h 


n(n - 1) 
+ 2 


x n2 h + ■■■ 


+ nxh” 2 + h n + 


Expresar el segundo miembro en forma de sumatorio. Hágase que h —> 0 y deducir que 
f'(x) = nx r*' 1 . Indicar los teoremas relativos a límites que se han empleado. (Este resul- 
tado se obtuvo de otro modo en el ejemplo 3 de la Sección 4.4) 
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4.7 Interpretación geométríca de la derívada como una pendiente 

E1 método usado para definir la derivada tiene una interesante interpre- 
tación geométrica que conduce por un camino natural a la idea de tangente a 
una curva. En la figura 4.4 está dibujada una parte de la gráfica de una fun- 



Figura 4.4 lnterpretación geométrica del 
cociente de diferencia como tangente de 
un ángulo. 



m indica la pendiente 
Figura 4.5 Rectas de pendiente distinta. 


ción /. Las coordenadas de los dos puntos P y Q son, respectivamente, (x,f(x)) 
y (x + h, f(x + h)). En el triángulo rectángulo cuya hipotenusa es PQ, la altura 
es f(x + h) — f(x) y representa la diferencia de las ordenadas de los dos puntos 
P y Q; y en consecuencia, el cociente de diferencias 

(4 ]0) f(* + h) -f(x) 


representa la tangente trigonométrica del ángulo a que forma PQ con la hori- 
zontal. E1 número real tg a se denomina la pendiente de la curva entre P y Q 
y da un método para valorar la inclinación de esta línea. Por ejemplo, si / es una 
función lineal, digamos f(x) = mx + b, el cociente de diferencias (4.10) tiene el 
valor m, de manera que m es la pendiente de la curva. En la figura 4.5 se dan 
algunos ejemplos de rectas de distinta pendiente. Si se trata de una recta hori- 
zontal, a = 0 y la pendiente, tga, es también 0. Si a está entre 0 y ’tt , yendo 
de izquierda a derecha, la ruta es ascendente y la pendiente está repre- 





208 


Cálculo diferencial 


sentada por un número positivo. Si a está comprendido entre r y v, yendo 
de izquierda a derecha la recta es descendente y la pendiente es negativa. Una 
recta en la que oc = r, tiene pendiente 1. Si a crece de 0 a \tt, tlan a crece más 
allá de todo número y las rectas correspondientes a tales pendientes se aproxi- 
man a la posición vertical. Puesto que tan \-n no está definida, se dice que las 
rectas verticales no tienen pendiente. 

Sea / una función que tiene derivada en x, por lo que el cociente de dife- 
rencias tiende a cierto límite f'(x) cuando h tiende a 0. En la interpretación 
geométrica, al tender h a cero, el punto P permanece fijo pero Q se mueve hacia 
P a lo largo de la curva y la recta PQ se mueve cambiando su dirección de 
manera que la tangente del ángulo a tiende al límite f'(x). Por esta razón pa- 
rece natural tomar como pendiente de una curva en el punto P el número f'(x). 
La recta por P que tiene esta pendiente se denomina la tangente a la curva en P. 

Nota: E1 concepto de tangente a una circunferencia (y a algunas otras curvas espe- 
ciales) ya había sido considerado por los antiguos griegos. Definían la tangente a un 
círculo como la recta que tenía un punto común con el círculo y todos los demás fuera 
de él. De esta definición se pueden deducir muchas de las propiedades de las tangentes 
a los círculos. Por ejemplo, se puede demostrar que la tangente en cada punto es per- 
pendicular al radio en este punto. Sin embargo, esta definición de tangente dada por los 
griegos para el círculo no se puede extender fácilmente a otras curvas. E1 método an- 
terior, en el que la tangente se define a partir de la derivada, ha demostrado ser más 
satisfactorio. Utilizando esta definición para obtener la tangente al círculo, se puede 
probar que la recta así encontrada, tiene todas las propiedades hailadas por los geóme- 
tras griegos. Conceptos como perpendicularidad y paralelismo se pueden explicar analíti- 
camente en forma simple, utilizando las pendientes de rectas. Por ejemplo, de la identi- 
dad trigonométrica. 


tan (a - P) = 


tan a — tan (ì 
1 + tan a tan fl ’ 


se sigue que dos rectas no verticales, con la misma pendiente, son paralelas. También, 
de la identidad: 


cot (a — P) = 


1 + tan a tan (t 
tan a — tan /S ’ 


se deduce que dos rectas no verticales cuyas pendientes tienen como productos —1 son 
perpendiculares. 


E1 signo de la derivada de una función es de utilidad para precisar la forma 
de la gráfica. Por ejemplo, si en un punto x de un intervalo abierto la derivada 
es positiva, la gráfica es ascendente en la proximidad de x al pasar de la izquierda 
de x a la derecha. Esto ocurre en x 3 en la figura 4.6. Una derivada negativa en un 
intervalo indica que la gráfica es descendente como ocurre en x,, mientras que 
una derivada cero en un punto significa una tangente horizontal. En un máximo 
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f\xù = 0 



Figura 4.6 Sìgnificado geométrico del signo de la derivada. 

o mínimo tales como los indicados en x 2 , x s y x 6 la pendiente ha de ser cero. 
Fermat fue el primero que observó que puntos como x 2 , x 5 y x e donde / tiene 
un máximo o un mínimo se han de encontrar entre las raíces de f'(x) = 0. Es 
importante hacer notar que f'(x) puede también ser cero en puntos en los que 
no hay máximo ni mínimo, tal como, por ejemplo, en x t . Obsérvese que estas 
tangentes particulares, atraviesan la gráfica. Êste es un ejemplo de una situa- 
ción no incluida en la defìnición de tangencia de los griegos. 

Las anteriores observaciones relativas al significado del signo de la deri- 
vada se pueden considerar como obvias si se interpretan geométricamente. Las 
demostraciones analíticas, basadas en propiedades generales de las derivadas, se 
darán en la Sección 4.16. 


4.8 Otras notaciones para las derivadas 

La notación juega un papel muy importante en el desarrollo de la Matemática. 
Algunos símbolos matemáticos tales como x” o nl son simples abreviaturas que 
permiten escribir en corto espacio largas proposiciones o fórmulas. Otros, como 
el símbolo de integración f(x) dx, no sólo recuerdan el proceso por él represen- 
tado, sino que también ayudan para efectuar su cálculo. 
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Algunas veces se han utilizado diferentes notaciones para un mismo con- 
cepto, prefiriéndose una a otra según las circunstancias que acompanan el uso 
del símbolo. Esto es particularmente cierto en el Cálculo diferencial donde se 
han empleado muchas notaciones diferentes para las derivadas. Hasta ahora, 
la derivada de una función f se ha indicado con el símbolo /', notación intro- 
ducida por Lagrange (1736-1813) a finales del siglo xvm, y que pone de mani- 
fiesto que /' es una nueva función óbtenida de / por derivación, indicándose 
su valor en x por f'(x). Cada punto (x, y) de la gráfica de f(x) tiene sus coor- 
denadas x e y ligadas por la ecuación y = f(x) y el símbolo y' se utiliza tam- 
bién para representar la derivada f'(x). Análogamente y",.. ., y (n) representan 
las derivadas de orden superior f"(x), .... / (n) (x). Por ejemplo, si y = sen x, 
entonces / = cos x, y" = — sen x, etc. La notación de Lagrange no ha caído 
en desuso como la que utilizaba Newton, que escribía ỳ, ỳ en vez de y', y". 
Los puntos de Newton han sido utilizados por algunos autores para indicar 
especialmente velocidad y aceleración. 

Otro símbolo fue introducido en 1800 por L. Arbogast (1759-1803), que indi- 
caba la derivada de / por D/, símbolo cuyo uso ha tenido hoy día gran aceptación. 
E1 símbolo D se denomina operador derivación y sugiere que Df es una nueva 
función que se obtiene de / por la operación derivación. Las derivadas de 
orden superior /", /'", ..., / (n) se representan por D 2 /, D 3 /, .... D n / respectiva- 

mente, y los valores de estas derivadas en x se indican por D 2 f(x), D 3 f(x) . 

D n f(x). Así, se tiene, D sen x = cos x, D 2 sen x = D cos x = — sen x. La regla 
de derivación de la suma de dos funciones se escribe por medio de la notación D 
en la forma D(/ + g) = Df + Dg, y considerando el valor de las derivadas en x 
se tiene: [D(/ + g)] (x) = Df(x) + Dg(x) que se puede escribir también en la 
forma: D[f(x) + g(x)] = Df(x) + Dg(x). E1 lector puede formular fácilmente 
las reglas de derivación del producto y del cociente mediante la notación D. 

Entre los primeros cultivadores del Análisis matemático, fue Leibniz el 
que mejor comprendió la importancia de los símbolos bien elegidos. Introducida 
una notación la experimentaba largàmente y después mantenía extensa corres- 
pondencia con otros matemáticos sobre sus ventajas e inconvenientes. E1 for- 
midable impacto que el Cálculo ha tenido en el desarrollo de la Matemática 
moderna, es debido en gran parte a la elección adecuada y sugestiva de los 
símbolos, muchos de ellos introducidos por Leibniz. 

Leibniz empleaba una notación para la derivada algo distinta de la que 
se ha indicado. Utilizando y en vez de f(x), el cociente de diferencias 

f(x + h)-f(x) 
h 


lo escribía en la forma: 


Ay 

Ax’ 
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poniendo Ax en vez de h, y A y en vez de f(x + h) — f(x). E1 símbolo A se 
denomina operador diferencia. E1 límite del cociente de diferencias, es decir, la 
derivada f'(x), la designaba Leibniz por dy/dx. Con esta notación, la defmición 
de derivada se transforma en 


dx aìt-oAx 


No sólo era distinta la notación, sino también la manera de pensar de Leibniz 
acerca de las derivadas, pues consideraba el límite dy/dx como un cociente de 
cantidades «infìnitesimales» dy y dx que llamaba «diferenciales», y la derivada 
dy/dx era un «cociente diferencial». En vez de utilizar el paso a límite para 
definir las derivadas, pasaba de Ay y Ax a dy y dx indicando simplemente que 
Ay Ax se transformaban en infinitesimales. Leibniz imaginaba los infinitesimales 
como un nuevo tipo de números, que sin ser cero, eran más pequenos que cual- 
quier número real positivo. 

Durante mucho tiempo se creyó que el Cálculo era intrínsecamente difícil 
y algo misterioso, porque no era posible comprender lo que era un infmitesimal. 
Los trabajos de Cauchy y otros matemáticos en el siglo xix condujeron gradual- 
mente a abandonar las cantidades infinitamente pequenas como una parte esencial 
de las Matemáticas. No obstante, son todavía muchos, especialmente entre los 
que se dedican a la Matemática aplicada, los que consideran útil razonar a la 
manera de Leibniz a base de los infinitesimales. Muy frecuentemente de esta forma 
se llega rápidamente a resultados que pueden ser demostrados de manera rigurosa 
por métodos adecuados. 

Recientemente Abraham Robinson ha mostrado que el sistema de los números 
reales puede ser extendido por la incorporación de los infinitesimales de acuerdo 
con la idea de Leibniz. Una discusión de esta extensión, así como del impacto en 
otras ramas de la Matemática se encuentra en el libro de Robinson Non-standard 
Analysis. North-Holland Publishing, Amsterdam, 1966. 

Aunque algunas de las ideas de Leibniz no pasaron a la posteridad, no ha 
ocurrido lo mismo con sus notaciones. E1 símbolo dy/dx tiene la ventaja ma- 
nifiesta de resumir el proceso completo del cálculo de un cociente de diferencias 
y posterior paso a límite. Más tarde se observará que el uso del cociente de 
diferenciales permite operar más fácilmente y las fórmulas que se obtienen se 
recuerdan sin dificultad. 


4.9 Ejercicios 


1. Sea /(x) =Jx 3 — 2x 2 + 3x + 1 para todo x. Hallar los puntos de la gráfica de / en los 
que la recta tangente es horizontal. 

2. Sea /(x) = | x 3 + i x 2 - x — 1 para todo x. Hallar los puntos de la gráfica de / en los 
que la pendiente es: a) 0; b) —1; c) 5. 
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3. Sea f(x) = x + sen x para todo x. Hallar todos los puntos x para los que la gráfica de / 
en (x,f(x)) tiene pendiente cero. 

4. Sea f(x) = x 2 + ax + b para todo x. Hailar valores de a y b tales que la recta y = 2x 
sea tangente a la gráfica de / en el punto (2,4). 

5. Hallar valores de las constantes a, b y c para los cuales las gráficas de los dos polinomios 

f(x) = x 2 + ax + b y g(x) = x 3 — c se corten en el punto (1, 2) y tengan la misma tan- 

gente en dicho punto. 

6. Considérese la gráfica de la función / definida por la ecuación f(x) = x 2 + ax + b, siendo 
a y b constantes. 

a) Hallar la pendiente de la cuerda que une los puntos de la gráfica para los que 

b) Hallar, en función de x, y x 2 , todos los valores de x para los que la tangente en 
(x, f(x)) tiene la misma pendiente que la cuerda de la parte a). 

7. Demostrar que la recta y = — x es tangente a la curva dada por la ecuación 

y = x 3 — 6x 2 + 8x. Hallar los puntos de tangencia. iVuelve a cortar la curva esa 

tangente? 

8. Dibujar la gráfica de la cúbica f(x) = x — x 3 en el intervalo cerrado — 2 < x < 2. 
Hallar las constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a la gráfica 
de / en el punto ( — 1,0). Una segunda recta que pasa por (— 1,0) es también tangente 
a la gráfica de / en el punto (a, c). Determinar las coordenadas a y c. 

9. Una función / está definida del modo siguiente: 


/w 


íx* si X <. c, 

[ax + b si x > c. 


(a, b, c constantes) . 


Hallar los valores de a y b (en función de c) tales que f'(c) exista. 

10. Resolver el Ejercicio 9 cuando / es la siguiente: 


/(*) = 



si \x\ >c, 
si |x| ^ c . 


11. Resolver el Ejercicio 9 cuando / es la siguiente: 


f(x) = 


ísenx 

[ax + b 


12. Si f(x) = (1 -Vx)/1 +-\fx) para x >0, hallar fórmulas para Df(x), D 2 f(x) y D 3 f(x). 

13. Existe un polinomio P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d tal que P(0) = P(l) = — 2, P'( 0) = — 1, 
y P"( 0) = 10. Calcular a, b, c, d. 

14. Dos funciones / y g admiten primera y segunda derivada en 0 y satisfacen las relaciones 


/(0) = 2fg(0), /'(0) = 2g'(0) = 4^(0), g"( 0) = 5/"(0) = 6/(0) = 3 . 

a) Póngase h(x) = f(x)/g(x), y calcular h’( 0). 

b) Póngase k(x) = f(x)g(x) sen x, y calcular A:'(0). 

c) Calcular el límite de g'(x)/f (x) cuando x->0. 
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15. Supóngase que existe la derivada f'(a). Indicar cuáles de las igualdades siguientes s 
ciertas y cuáles falsas. Expresar el fundamento de la decisión en cada caso. 


. m - m 

(a) /'(«) = li m ~ h _ a ~ • 


f(a + 2 1 ) - f(a) 
(c) /'(«) = lim y - - -— - 


(b) /'(«) = lii 


f(a) — f(a - h) 


(d) f'(a) = lim 


f(a + 2 1 ) — f(a + t) 


16. Supóngase que en lugar de la defìnición usual de derivada Df(x) se define una nueva 
clase de derivada D*f(x) por la fórmula: 


D*f(x) = lim 


f\x + h) -f\x) 


donde f 2 (x) significa [/(x)] 2 . 

(a) Hallar fórmulas para calcular la derivada D* de una suma, diferencia, producto y 
cociente. 

(b) Expresar D*f(x) en función de Df(x). 

(c) iPara qué funciones es D*f = Dfí 


4.10 Regla de la cadena para la derivación de funciones compuestas 

Con las fórmulas de derivación dadas hasta ahora, se pueden calcular deriva- 
das de funciones / para las cuales f(x) es una suma finita de productos o cocientes 
de constantes multiplicadas por sen x, cos x, y x r (r racional). Sin embargo, hasta 
ahora no se ha tratado de funciones tales como f(x) = sen (x 2 ), cuyas derivadas se 
calculan a partir de la misma definición. En esta Sección presentaremos un teore- 
ma, llamado regla de la cadena, que nos permitirá derivar funciones tales como 
f(x) = sen (x 2 ). De este modo aumentará considerablemente el número de fun- 
ciones que podremos derivar. 

Recordemos que si u y v son dos funciones tales que el dominio de u incluye 
el recorrido de v, podemos definir la función compuesta f = u o v mediante la 
igualdad 


f(x) = M[r(jr)] . 


La regla de la cadena nos dice cómo se expresa la derivada de / en función de las 
derivadas u' y v'. 
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teorema 4.2. regla de la cadena. Sea f la función compuesta de dos 
funciones u y v, f = u° v. Si existen las derivadas v'(x) y u’{y) donde y = v{x), 
la derivada f{x) también existe y está dada por la fórmula: 

(4.11) f{x) = u’(y)-v'{x). 

Dicho de otro modo, para calcular la derivada de u ° v respecto a x se calcula 
primero la derivada de u en el punto y, donde y = v{x), y se multiplica ésta 
por v'{x). 

Antes de proceder a la demostración de (4.11) se darán algunas formas 
diversas de expresar la regla de la cadena, y se ilustrarán con algunos ejemplos. 
Escribiendo la fórmula (4.11) referida a la variable x se tiene 

f{x) = u’[v{x)\ • u'(x) . 

Expresada como igualdad entre funciones más que entre números, la regla de 
la cadena toma la forma siguiente: 

(u o v)’ = (u' ° v) • v'. 


En la notación u(v), si se escribe. u(v)' para indicar la derivada de la función 
compuesta u(v) y u'(v) para la composición u'°v, entonces la última fórmula 
se escribe 


u(v)' = u'(v) • v'. 

Demostración del teorema 4.2. Se trata aquí de demostrar (4.11). Se supone 
que v tiene derivada en x y u tiene derivada en v(x) y se trata de demostrar 
que / tiene derivada en x dada por el producto u'[a(x)] • v'(x). E1 cociente de di- 
ferencias para / es: 


(4.12) 


f(x + h ) - f ( x ) _ u[a(x + 1»)] - m [d(x)] 
h h 


Ahora es conveniente introducir la siguiente notación: Sean y = v(x) y sea 
k = v(x + h) — v(x). (Es importante poner de manifiesto que k depende de h.) 
Entonces se tiene v(x + h) = y + k y (4.12) se transforma en: 


(4.13) 


f(x + h )- f ( x ) u(y + k ) — u ( y ) 
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E1 segundo miembro de (4.13) sería el cociente de diferencias cuyo límite defme 
u'{y), si en el denominador en vez de h apareciera k. Si k + 0 se completa 
fácilmente la demostración multiplicando el numerador y el denominador por k 
y el segundo miembro de (4.13) toma la forma: 

(4 14) u( ~y + k ) ~ . * = u( y + k)- u(y) v(x + h) - v(x) 

' * k h k h 

Cuando h -> 0 el último cociente del segundo miembro tiende a v'(x). Puesto 
que k = v(x + h) — v(x) y v es continua en x, al tender h -> 0 también k -> 0; 
por tanto, el primer cociente del segundo miembro de (4.14) tiende a u'(y) 
cuando h -> 0, de donde se deduce inmediatamente (4.1 i). 

Aunque el razonamiento precedente parece el camino más natural para la 
demostración, sin embargo no es completamente general. Como k = v(x + h) — 
— v(x), puede ocurrir que k = 0 para infinitos valores de h cuando h -> 0, en 
cuyo caso, el paso de (4.13) a (4.14) no es válido. Para soslayar esta dificultad es 
necesario modificar ligeramente la demostración. 

Volviendo a la ecuación (4.13) se expresa el cociente del segundo miembro 
de manera que no aparezca k en el denominador, para lo cual se introduce la 
diferencia entre la derivada u'(y) y el cociente de diferencias cuyo límite es u'(y). 
Es decir, se define una nueva función g como sigue: 

<4.15) a0 .) _ u , w s . lyl0 


Esta ecuación define g(t) sólo si t ¥= 0. Multiplicando por t y transponiendo 
términos, se puede escribir (4.15) en la forma: 

( 4 - 16 ) u( y + 0 ~ u( y) = t[g(t) + u\y)]. 

Aunque (4.16) se había deducido en la hipótesis de ser t + 0, es válida también 
para t = 0 mientras se asígne algún valor definido a g(0). E1 valor que se asigne 
a g(0) no tiene importancia para esta demostración, pero ya que g(t) -> 0 cuando 
t -> 0 parece natural definir g(0) igual a 0. Si ahora se sustituye t en (4.16) por k, 
donde k = v(x + h) — v(x) y se sustituye el segundo miembro de (4.16) en 
(4.13) se obtiene: 


(4.17) 


f(x + h )- f ( x ) k 


= r lg(k) + «'(y)], 


fórmula que es válida aun cuando k = 0. Si h -> 0 el cociente k/h~* v'(x) y 
g (k) -> 0; por tanto el segundo miembro de (4.17) tiende al límite u'(y) ■ v'(x). 
Queda pues completada la demostración de la regla de la cadena. 
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4.11 Aplicaciones de la regla de la cadena. Coeficientes de variación ligados 
y derivación implícita 


La regla de la cadena es un ejemplo excelente para mostrar la utilidad de la 
notación de Leibniz para las derivadas, ya que si se escribe (4.11) con la notación 
de Leibniz, toma la apariencia de una identidad algébrica trivial. Introducidos los 
símbolos 


y = v(x) y z = u(y ). 

y designando con dy/dx la derivada v’(x) y con dz/dy la de u(y), la formación 
de la función compuesta queda indicada por: 

z = u(y) = u[v(x )] =f(x ), 


si siguiendo la notación de Leibniz, dz/dx designa la derivada f(x), la regla de la 
cadena tal como estaba expresada en (4.11) se presenta ahora en la forma: 


(4.18) 


dz dz dy 
dx dy dx 


Se observa que esta fórmula tiene gran poder sugestivo, y es especialmente 
atractiva cuando se aplica el Cálculo a problemas físicos. Por ejemplo, supón- 
gase que el símbolo z precedente representa una cantidad física medida por 
medio de otras x e y. La ecuación z = f(x) indica cómo se halla z dado x, y la 
ecuación z = u(y) indica cómo se halla z dado y. La relación entre x e y está 
expresada por la ecuación y = v(x). La regla de la cadena, tal como está es- 
crita en (4.18) expresa que el coeficiente de variación de z con relación a x es 
igual al producto del coeficiente de variación de z con relación a y por el coe- 
ficiente de variación de y con relación a x. E1 ejemplo siguiente muestra cómo 
se puede aplicar la regla de la cadena a un problema físico particular. 


ejemplo 1. Supóngase que se introduce un gas en un globo esférico a la 
razón constante de 50 cm 3 por segundo. Supóngase que la presión del gas perma- 
nece constante y que el globo tiene siempre forma esférica. iCuál es la rapidez 
con que aumenta el radio del globo cuando su longitud es de 5 cm? 

Solución. Sea r el radio y V el volumen del globo en el instante t. Se co- 
noce dV/dt, es decir, el coeficiente de variación del volumen respecto al tiempo, 
y se quiere determinar dr/dt, es decir, el coeficiente de variación del radio respecto 
al tiempo en el instante en que r = 5. La regla de la cadena da la conexión entre 
el dato y la incógnita mediante la fórmula: 

dV dVdr 


(4.19) 
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Para calcular dV/dr se utiliza la fórmula V = 4nr 3 /3 que expresa el volumen de la 
esfera en función del radio. Por diferenciación se obtiene: dVjdr = 4nr 2 ’ y, por 
tanto, (4.19) se transforma en: 


Sustituyendo dV/dt = 50 y r = 5 se obtiene: dr/dt = \/(2n). Es decir, el radio 
aumenta en la razón de 1/(277-) centímetros por segundo en el instante en que 
r = 5. 

E1 ejemplo precedente corresponde a los llamados problemas sobre coejicien- 
tes de variación ligados. Obsérvese que no ha sido necesario expresar r en función 
de t para determinar la derivada dr/dt. Este hecho es el que hace que la regla 
de la cadena sea especialmente útil en problemas sobre coeficientes de variación 
ligados. 

Los dos ejemplos que siguen muestran cómo puede utilizarse la regla de 
la cadena para obtener nuevas fórmulas de derivación. 


ejemplo 2. Dada f(x) = sen (x 2 ) calcular f'(x). 

Solución. La función / es una composición, f(x) = u[u(x)],donde r(x) = x 2 
y u(x) = sen x. Para aplicar la regla de la cadena se necesita determinar u'ív(x)} = 
= u'(x 2 ). Puesto que u'(x) = cos x se tiene ^(x 2 ) = cos (x 2 ), y, por tanto, (4.11) 
da: 

f(x) = cos (x 2 ) • v'(x) = cos (x 2 ) • 2x . 

Se puede también resolver el problema aplicando la notación de Leibniz. Si se 
escribe y = x 2 y z = f(x), entonces z = seny y dz/dx = f'(x). La regla de la 
cadena se expresa 


— = — — = (cos y)(2x) = cos (x 2 ) • 2x , 
dx dy dx 

que coincide con el resultado obtenido anteriormente para/'(x). 

ejemplo 3. Si f(x) = [ v(x)~\ n donde n es un entero positivo, calcular f(x) 
en función de v(x) y v'(x). 

Solución. La función / es una composición, f(x) = ulv(x)~\, donde u(x) = x n . 
Puesto que u\x) = n x" \se tiene u'[p(x)] = «[i7(x)]” _1 ,y la regla de la cadena da: 

f(x) = n[r(x)]"-V(x) . 
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Si se omite la referencia aryse escribe como una igualdad entre funciones, se 
obtiene la importante fórmula: 

( v n Y = nv n ~ í v' 

que indica cómo se deriva la potencia n-sima de v cuando i/ existe. La fórmula es 
también válida para las potencias racionales si v" y v B_1 están defìnidas. Para 
resolver el problema mediante la notación de Leibniz se puede escribir y = v(x) 
y z = f(x). Entonces z = y”, dz/dx = f'(x) y la regla de la cadena da: 


dz dz dy 
dx ~ dy dx 


= ny” 'v'(x) = n[c(x)]" V(x), 


que coincide con la primera solución. 


ejemplo 4. La ecuación x 2 + y 2 = r 2 representa una circunferencia de 
radio r y centro en el origen. Resolviendo esta ecuación respecto a y en función 
de x, se obtienen dos soluciones que sirven para definir dos funciones / y g dadas 
en el intervalo [ — r, r) por las fórmulas 



(La gráfica de / es la semicircunferencia superior, y la de g la semicircunferencia 
inferior.) Se trata de calcular las derivadas de / y g mediante la regla de la ca- 
dena. Para / se aplica el resultado del ejemplo 3 con v(x) = r 2 — x 2 y n = i y se 
obtiene: 


(4.20) 


/'(*) = \(r l - -x 2 m-2x) = 


/(*) 


siempre que f(x) ¥= 0. E1 mismo método aplicado a g da 


(4.21) 


g'(x) = 


g(*) 


siempre que g(x) ¥= 0. Obsérvese que si se indica por y ya sea f(x) o g(x), ambas 
fórmulas (4.20) y (4.21) pueden combinarse en una sola, que es: 


(4.22) 


—x 



si y ¥ 0 . 


Otra aplicación útil de la regla de la cadena, se encuentra en el método 
de la derivación implícita. Para explicar el método y poner de manifiesto sus 
ventajas se buscará de nuevo el resultado del ejemplo 4 por un camino más 
sencillo. 
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ejemplo 5. Derivación implícita. La fórmula (4.22) se puede deducir di- 
rectamente de la ecuación x 2 + y 2 = r 2 sin necesidad de resolverla respecto a y. 
Recordando que y es una función de x[y = f(x) o y = g(x)] se pueden derivar 
ambos miembros de la ecuación x 2 + y z = r 2 y se tiene: 

(4.23) 2.v + 2 yy' = 0 . 

(E1 término 2yy' es el resultado de derivar y 2 tal como se ha explicado en el ejem- 
plo 3.) Resolviendo la ecuación (4.23) respecto a / se obtiene (4.22). 

La ecuación x 2 + y 2 = r 2 se dice que defme y implícitamente como función 
de x (en este caso define dos funciones) y el proceso por el cual (4.23) se obtiene 
a partir de esta ecuación se denomina derivación implîcita. E1 resultado final es 
válido para las dos funciones / y g así definidas. Obsérvese que en el punto Qe, y) 
de la circunferencia con x + 0 e y^O la pendiente de la tangente es — x/y, 
mientras que el radio que une el centro con el punto (x, y) tiene por pendiente 
y/x. E1 producto de ambas pendientes es — 1, es decir, la tangente es perpendicu- 
lar al radio. 


4.12 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 14, determinar la derivada f'(x). En cada caso se sobrentiende 
que x toma sólo los valores para los que f(x) tiene sentido. 


1. f(x) = cos 2x - 2 sen x. 

8. f(x) = tan j - cot ^ . 

2. f(x) = V\ + x 2 . 

9. f(x) = sec 2 x + csc 2 x. 

3. f(x) = (2 - x 2 ) cos x 2 + 2x sen x 3 . 

10. f(x) = xVl + x 2 . 

4. f(x) = sen (cos 2 x) • cos (sen 2 x). 

n - f {x) = 

V 4 - x 2 

5 ./(*) =sen” x ■ cos nx. 


6. f(x) = sen [sen(senx)]. 

1;J 1 

's/ 1 + x 2 (jc + V1 + x 2 ) 

l.fix) 

U.f(x) = Jx+Vx+V~x. 

15. Calcular f'(x) si /(x) = (1 + x)(2 + x 2 ) 1 ^ + x 3 ) 1 ' 3 , x 3 ^ -3. 

16. Sean f( x ) = -—î—— si x * 0, 

1 + 1/x 

y gV) = i + 1//w - Calcular f(x) y g'(x). 
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17. La siguiente tabla de valores se calculó para un par de funciones f y g y sus derivadas 
f’ y g'. Construir la correspondiente tabla para las dos funciones compuestas h y k 
dadas por h(x ) = /[g(x)] f k(x) = «[/(*)]. 


X 

/(*) 

f'(x) 


g'(x) 

0 

1 

5 

2 

-5 

ì 

3 

-2 

0 

1 

2 

0 

2 

3 

1 

3 

2 

4 

1 

-6 


18. Una función / y sus dos primeras derivadas se han tabulado como a continuación se 
indica. Poner g(x) = f(x 2 ) y construir una tabla para g y sus dos primeras derivadas 
para x = 0, 1, 2. 


X 

f(x) 

f'(x) 

f"(x) 

0 

0 

1 

2 

2 

3 

2 

1 

4 

6 

3 

0 


19. Determinar la derivada g'(x) en función de f'(x) si: 

(a) g(x) = f(x 2 ) ; (c) g(x) =f[f(x)); 

(b) g(x) = /(sen 2 x) +/(cos 2 x); (d) g(x) = /{/[/(x)]}. 

Coeficientes de variación ligados y derivación implicita. 

20. Cada arista de un cubo se dìlata a razón de 1 cm por segundo. iCuál es la razón de va- 
riación del volumen cuando la longitud de cada arista es (a) 5 cm, (b) 10 cm, (c) x cm? 

21. Un avión se desplaza en vuelo horizontal, a 8 ki!ómetros de altura. (En este Ejer- 
cicio se supone laTierra llana.) La ruta de vuelo pasa por encima de un punto P del 
suelo. La distancia entre el avión y el punto P disminuye a razón de 4 kilómetros por 
minuto en el instante en el que esta distancia es de 10 kilómetros. Calcular la velocidad 
del avión en kilómetros por hora. 

22. En campo de baseball es un cuadrado cuyo lado tiene 90 pies de longitud. Una pelota 

es lanzada por el bateador a lo largo de una línea que pasa por la tercera base con una 

velocidad constante de 100 pies por segundo. iCuál es la rapidez con que varía la dis- 
tancia de la pelota a la primera base, (a) cuando la pelota se encuentra a mitad de 
camino de la tercera base, (b) cuando la pelota alcanza la tercera base. 

23. Un barco navega paralelamente a una costa recta, a una velocidad de 12 millas por hora 
y a una distancia de 4 millas. iCuál es su velocidad de aproximación a un faro de la 
costa en el instante en que diste precisamente 5 millas del faro? 

24. Un recipiente tiene forma de cono circular. La altura es 10 m y el radio de la base 4 m. 
Se introduce agua en el recipiente a una velocidad constante de 5 m 3 por minuto, icon 
qué velocidad se eleva el nivel del agua cuando la profundidad del agua es de 5 m, si 
(a) el vértice del cono está hacia arriba, (b) lel vértice del cono está hacia abajo? 
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25. Un depósito de agua tiene la forma de un cono circular recto con su vértice hacia 
abajo. Su altura es de 10 m y el radio de la base de 15 m. E1 agua sale por el fondo 
de modo constante a razón de 1 m 3 por segundo. Se vierte agua en el depósito a razón 
de c m :! por segundo. Calcular c de modo que el nivel del agua ascienda a razón de 4 m 
por segundo en el instante en que el agua alcance la altura de 8 m. 

26. E1 agua entra en un tanque hemisférico de 10 m de radio (la parte plana hacia arriba). 
En un instante dado, sea h la altura del agua medida desde el fondo, r el radio de la 
superficie libre del agua, y V el volumen del agua en el tanque. Calcùlar dV/dh en el 
instante en que h = 5 m. Si el agua entra a razón constante de 5\ 3 m 3 por segundo, 
calcular dr/dí, el coeficiente de variación de r, en el instante t en que h = 5 m. 

27. Un triángulo rectángulo variable ABC en el plano xy tiene su ángulo recto en el vér- 
tice B, un vértice A fìjo en el origen, y el tercer vértice C sobre la parábola y = 1 + 

E1 vértice B parte del punto (0, 1) en el tiempo t = 0 y se desplaza hacia arriba siguien- 
do el eje y a una velocidad constante de 2 cm/seg. ^Con qué rapidez crece el área del 
triángulo cuando t = 7/2 segundos? 

28. E1 radio de un cilindro circular recto aumenta con un coeficiente de variación cons- 
tante. Su altura es una función lineal del radio y aumenta tres veces más rápidamente 
que éste. Cuando el radio es 1 m su altura es 6 m. Cuando el radio es 6 m, el volumen 
crece|a razón de 1 m 3 por segundo. Cuando el radio es 36 m, el volumen aumenta a 
razón de n m 3 por segundo, siendo n entero. Calcular n. 

29. Una partícula está obligada a moverse a lo largo de una parábola cuya ecuación es 
y = x 2 . (a) iEn qué punto de la curva varían la abscisa y la ordenada con el mismo 
coeficiente de variación? (b) Encontrar esta razón si el movimiento es tal que en el 
instante t, es x = sen t e y = sen 2 t. 

30. La ecuación x 3 -f y 3 = 1 define una o más funciones y de x. (a) Supuesto que existe 
la derivada y' y sin resolver la ecuación respecto a y, demostrar que y' satisface a la 
ecuación x 2 +y 2 y' = 0. (b) Supuesto que existe la segunda deriyada y", demostrar que 
y" = — 2xy -5 siempre que y + 0. 

31. Si 0 < x < 5 la ecuación x 1/2 + y 1/2 = 5 define y como función de x. Sin resolverla res- 
pecto a y demostrar que y' tiene signo constante. (Se supone la existencia de y'.) 

32. La ecuaçión 3x 2 + 4y 2 = 12 define implícitamente dos funciones y de x si |xl < 2. Su- 
puesto que la segunda derivada y" existe, demostrar que verifica la ecuación 4y 3 y" = — 9. 

33. La ecuación x sen xy + 2x 2 = 0. define implícitamente y como función de x. Suponiendo 
que la derivada y' existe, demostrar que satisface la ecuaciónj'x 2 cos xy + xy cos xy + 
+ senxj + 4x = 0. 

34. Si y = r' donde r es un número racional: r = m/n, se tiene y* = x m . Supuesta la exis- 
tencia de la derivada y', deducir la fórmula y' = rx'~ 2 aplicando la derivaciónhmplícita y 
la fórmula correspondiente para exponentes enteros. 


4.13 Aplicaciones de la derivación a la determinación de los extremos de las 
funciones 

La derivación puede utilizarse en la localización de los máximos y mínimos 
de las funciones. En realidad, en Cálculohay dos significados de la palabra «má- 
ximo», y se distinguen mediante los adjetivos absoluto y relativo. E1 concepto de 
máximo absoluto se introdujo en el capítulo 3. Recordemos que se dice que una 
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función / de valores reales tiene un máximo absoluto en un conjunto S si existe 
por lo menos un punto c en S tal que 

f(x) < f(c) para todo x en S . 

E1 concepto de máximo relativo se define así: 

definición de máximo relativo. Una función f, definida en un conjun- 
to S, tiene un máximo relativo en un punto c de S si existe un cierto intervalo 
abierto I que contiene c tal que 

f(x) < f(c) para todo x situado en I n S. 

El concepto de mínimo relativo se define del mismo modo con la desigualdad 
invertida. 

Es decir, un máximo relativo en c es un máximo absoluto en un cierto en- 
torno de c, si bien no es necesariamente un máximo absoluto en todo el conjunto 
S. En la figura 4.7 se muestran unos ejemplos. Naturalmente, cualquier máximo 
absoluto es, en particular, un máximo relativo. 



Figura 4.7 Extremos de funciones. 


definición de extremo. Un número que es o un máximo relativo o un 
mínimo relativo de una función f se denomina valor extremo o extremò de f. 

E1 teorema que sigue, representado en la figura 4.7, relaciona los extremos 
de una función con las tangentes horizontales o su gráfica. 

TEOREMA 4.3. anulación de la derivada en un extremo interior. Sea 
f definida en un intervalo abierto I, y supongamos que f tiene un máximo relativo 
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o un mínimo relativo en un punto c interior a I. Si la derivada )'(c) existe, es 

m = o. 

Demostración. Definamos en / una función Q como sigue: 

Q(x) = f(x) ~ f(c) si Q(c) = f\c). 

X — c 

Puesto que f(c) existe, Q(x) -» Q(c) cuando x -> c, con lo que Q es continua en 
c. Queremos demostrar que Q(c) = 0. Esto lo conseguiremos demostrando que 
cada una de las desigualdades Q(c) > 0 y Q(c) < 0 nos lleva a una contradicción. 

Supongamos Q(c) > 0. Según la propiedad de conservación del signo de las 
funciones continuas, existe un intervalo que contiene a c en el que Q(x) es posi- 
tiva. Por tanto el numerador del cociente Q(x) tiene el mismo signo que el deno- 
minador para todo x^cen ese intervalo. Dicho de otro modo, f(x) > f(c) cuando 
x > c, y f(x) < c cuando x < c. Esto contradice la hipótesis de que / tiene un 
extremo en c. Luego, la desigualdad Q(c) > 0 es imposible. En forma parecida se 
demuestra que no puede ser Q(c) < 0. Por consiguiente Q(c) = 0, como se afirmó. 
Puesto que Q(c) = /'(c), esto demuestra el teorema. 


Es importante notar que el hecho de ser derivada nula en c no implica extre- 
mo en c. Por ejemplo, sea f(c) = x\ La gráfica de f es la de la figura 4.8. Puesto 



que f(x) — 3x 2 , /'(0) = 0. Sin embargo, esta función es creciente en todo inter- 
valo que contenga el origen por lo cual no existe extremo en c. 

Otro ejemplo, f(x) = |x|, demuestra que un cero de la derivada no siempre 
se presenta en un extremo. Aquí hay un mínimo relativo en 0, como se ve en la 
figura 4.9, pero en el mismo punto 0 la gráfìca tiene un punto anguloso y no existe 
derivada. E1 teorema 4.3 supone que la derivada f(c) existe en el extremo. Es de- 
cir, el teorema 4.3 nos dice que, en ausencia de puntos angulosos, la derivada 



224 


Cálculo diferencial 


necesariamente debe anularse en un extremo, si éste se presenta en el interior 
de un intervalo. 

En una Sección posterior expondremos un criterio para los extremos que es 
bastante amplio para incluir los dos ejemplos de la figura 4.7 y también el de la 
figura 4.9. Este criterio que se expone en el teorema 4.8, nos dice que un extremc 
siempre se presenta en un punto en el que la derivada cambia de signo. Aunque 
este hecho parece geométricamente evidente, no es fácil demostrarlo con lo visto 
hasta aquí. Deduciremos este resultado como una consecuencia del teorema del 
valor medio para derivadas, que vamos a discutir. 


4.14 Teorema del valor medio para derivadas 

E1 teorema del valor medio para derivadas es importante enCálculo porque 
muchas de las propiedades de las funciones pueden deducirse fácilmente a partir 
de él. Antes de establecer el teorema del valor medio, examinaremos uno de sus 
casos particulares a partir del cual puede deducirse el teorema general. Este caso 
particular lo descubrió en 1690 Michel Rolle (1652-1719), matemático francés. 

teorema 4.4. teorema de rolle. Sea f una función continua en todos 
los puntos de un intervalo cerrado [a, b] y derivable en cada punto del intervalo 
abierto ( a, b). Supongamos también que 

m = f(b) 

Existe entonces por lo menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que 

m = 0. 

E1 significado geométrico del teorema de Rolle está representado en la figu- 
ra 4.10. En este teorema se afirma tan sólo que la curva debe tener una tangente 
horizontal en algún punto entre a y b. 

Demostración. Supongamos que f(x) ¥ 0 para todo x en el intervalo abier- 
to (a, b), y llegamos a una contradicción como se ve a continuación: Según el teo- 
rema de los valores extremos para funciones continuas, / debe alcanzar su máximo 
absoluto M y su mínimo aboluto m en algún punto del intervalo cerrado [a,b]. 
E1 teorema 4.3 nos dice que ningún extremo puede ser alcanzado en puntos inte- 
riores (de otro modo sería nula la derivada allí). Luego, ambos valores extremos 
son alcanzados en los extremos a y b. Pero como f(á) = f(b), esto significa que 
m = M, y por tanto / es constante en [a, b]. Esto contradice el hecho de que 
f'(x) ¥ 0 para todo a: en (a, b). Resulta pues que f(c) = 0 por lo menos en un c 
que satisfaga a < c < b, lo que demuestra el teorema. 
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Figura 4.10 Interpretación Figura 4.11 Significación geométrica del teorema del 
geómetrica del teorema de valor medio. 

Rolle. 


Podemos utilizar el teorema de Rolle para demostrar el teorema del valor 
medio. Antes de establecerlo, puede ser útil examinar su significado geométrico. 
Cada una de las curvas dibujadas en la figura 4.11 es la gráfica de una función 
continua / con tangente en cada punto del intervalo abierto (a, b). En el punto 
(c,f(c) indicado en la figura 4.11 (a), la tangente esparalela a la cuerda AB. En la 
figura 4.11 (b), existen dos puntos en los que la tangente es paralela a la cuerda 
AB. E1 teorema del valor medio asegura que existirá por lo metios un punto con 
esta propiedad. 

Para traducir al lenguaje analítico esta propiedad geométrica, tan sólo ne- 
cesitamos observar que el paralelismo de dos rectas significa la igualdad de sus 
pendientes. Puesto que la pendiente de la cuerda AB es el cociente [f(b) — 
— f(a)]/(b — a) y ya que la pendiente de la tangente en c es la derivada f(c), 
la afirmación anterior puede expresarse así: 


(4.24) 


f(b)-f(a) 
b — a 


= f(c ) 


para algún c del intervalo abierto (a, b). 

Para hacer más intuitiva la validez de (4.24), podemos imaginar f(t) como 
el camino recorrido por una partícula móvil en el tiempo t. Entonces el cociente 
del primer miembro de (4.24) representa la velocidad media en el intervalo de 
tiempo [a, 6 ], y la derivada f (t) representa la velocidad instantánea en el 
tiempo t. La igualdad afirma que debe existir un momento en que la velocidad 
instantánea es igual a la velocidad media. Por ejemplo, si la velocidad media de 
un automóvil en un viaje corto es de 75 Km. por hora, el cuentavelocidades debe 
registrar 75 Km. por hora por lo menos una vez durante el viaje. 

Formalmente ese teorema puede establecerse como sigue. 
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TEOREMA 4.5. TEOREMA DEL VALOR MEDJO PARA DERIVADAS. Si f es UM 
función continua en todo un intervalo cerrado [a, ò] que tiene derivada en cada 
punto del intervalo abierto ( a, b), existe por lo menos un punto c interior a (a, b) 
para el que 

(4.25) m -m =f(c)(b - a) . 

Demostración. Para aplicar el teorema de Rolle necesitamos una función 
que tenga valores iguales en los extremos a y b. A fin de construirla, modificamos 
/ en la forma siguiente: 

h(x) = f(x)(b -a)~ x[f(b) - f(a)]. 

Entonces h(a) = h(b) = bf(a) — af(b). También, h es continua en [a, b] y tiene 
derivada en el intervalo abierto (a, b). Aplicando el teorema de Rolle a h, encon- 
tramos que h'(c) = 0 para un cierto c de (a, b). Pero 

h'(x) = f'(x)(b -á)- (f(b) -f(a)] • 

Cuando x = c, se obtiene la igualdad (4.25). 

Obsérvese que el teorema no concreta nada acerca de la posición exacta 
del «valor o valores medios» c, y sólo indica que todos pertenecen al intervalo 
(a, b). Para algunas funciones se puede especificar con exactitud la posición de 
los valores medios, pero en la mayoría de los casos es muy difícil hacer una deter- 
minación precisa de estos puntos. Sin embargo, la utilidad real del teorema está 
en el hecho que se pueden sacar muchas conclusiones del mero conocimiento de la 
existencia de un valor medio por lo menos. 


Nota: Es importante comprobar que el teorema del valor medio puede dejar de 
cumplirse si hay algún punto entre a y b en el que la derivada no existe. Por ejemplo, 
la función / definida por la ecuación f(x) = |x| es continua en todo el eje real y tiene 
derivada en todos los puntos del mismo excepto en el 0. En la figura 7.2 se ha dibujado 
su gráfica en el intervalo [ — 1, 2]. La pendiente de la cuerda que une A y B es: 


/(2) -/(-1) _ 2_—JL _ 1 
2 — (-1) 3 3 

pero la derivada no es igual a J en ningún punto. 

Con frecuencia es útil la siguiente extensión del teorema del valor medio. 
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TEOREMA 4.6. FORMULA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY. Seatl f y g dos 
funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] y que admitan derivadas en 
todo el intervalo abierto (a, b). Entonces, para un cierto c de (a, b), tenemos 

f\c)[g(b) - g(a )] = g'(c)[f(b) — f(a)]. 

Demostración. La demostración es parecida a la del teorema 4.5. Pongamos 

m =f(x)lg(b) - g(a)] - g(x)[f(b) — f(a)]. 

Entonces h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Aplicando el teorema de Rolle a h, 
encontramos que h'(c) a partir de la fórmula que defìne h, obtenemos la fórmula 
del valor medio de Cauchy. E1 teorema 4.5 es un caso particular del 4.6 obtenido 
tomando g(x) = x. 


4.15 Ejercicios 

1. Probar que en la parábola y = Ax 2 + Bx + C, la cuerda que une los puntos para los 
cuales x = ayx = bes paralela a la tangente en el punto para el cual x = (a + b)/2. 

2. Aplicando el teorema de Rolle, demostrar que la ecuación cúbica x 3 — Ix + b = 0 no 

puede tener más de una raíz en el intervalo — 1 < x < 1, cualquiera que sea el valor 

de b. 

3. Se define la función / como sigue: 

f(x) = si xú\, f(x) = \ si x>\. 

(a) Dibujar Ia gráfica de f(x) para x en el intervalo 0 < x < 2. 

(b) Probar que / satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo 
[0,2] y determinar todos los valores medios dados por el teorema. 

4. Sea f(x) = 1 - x 2 / 3 . Probar que /(1) = /( — 1) =0, pero que f'(x) no es nunca cero en 
el intervalo [ — 1, + 1]. Explicar por qué este resultado contradice aparentemente el 
teorema de Rolle. 

5. Probar que x 2 = x sen x + cos x se verifica exactamente para dos valores de x. 

6. Probar que la fórmula del valor medio se puede expresar en la forma: 

f(x + h) =f(x) + hf'(x + Oh) donde 0 < 0 < 1 . 

Determinar 6 en función de x y h cuando (a) f(x) = x 2 , (b) f(x) = x 3 . Dejar x fijo, 

ï/0 y determinar en cada caso el límite de 0 cuando h —* 0. 

7. Sea / un polinomio. Se dice que un número real a es un cero de / de multiplicidad m 

si f(x) = (x — a)”g(x), donde g(a) ^ 0. 

(a) Si / tiene r ceros en el intervalo [a, b ], probar que /' tiene por lo menos r — 1 ceros, 
y que en general la derivada fc-ésima /< A ) tiene por lo menos r — k ceros en [a, b ]. (Los 
ceros se cuentan tantas veces como indica su multiplicidad.) 
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(b) Si la derivada fc-ésima f m tiene exactamente r ceros en [a, 6] ^qué se puede decir 
acerca del número de ceros de / eh [a, b}7 
8- Utilizar el teorema del valor medio para deducir las desigualdades siguientes: 

a) Isenjc - sen^| ^ \x - y\. 

b) ny n ~\x -y) <,x n - y n < tix n ~\x - y) si 0 <y <, x, n = 1, 2, 3,_ 

9. Una función /, continua en [a, b), tiene derivada segunda /" en todo punto del inter- 
valo abierto (a,b). E1 segmento de recta que une ( a,f(a )) y (b,f(b)) corta la gráfica de 
/ en un tercer punto (c, f(c)), siendo a < c < b. Demostrar que f"(t) = 0 por lo menos 
en un punto t de (a, b). 

10. Este Ejercicio es un esbozo de demostración del teorema del valor intermedio para deri- 
vadas. Supongamos que f posee derivada en todo punto de un intervalo abierto I. Elija- 
mos a < b en t. La derivada f' toma cualquier valor comprendido entre f(a) y f(b) en 
algún punto de (a, b). 

a) Definir una nueva función g en [a, 6] del modo siguiente: 


g(x) 


/(*) -/(«) 


si x * a, g(a) = f'(a). 


Demostrar que g toma cualquier valor comprendido entre f(a) y g(b) en el intervalo 
abierto (a, b). Utilizar el teorema del valor medio para derivadas, para demostrar que /' 
toma cualquier valor comprendido entre f(a) y g(b) en el intervalo abierto (a, b). 
b) Definir una nueva función h en [a,b] del modo siguiente: 




si x ỳ* b. 


m =/'(*). 


Razonando en forma parecida a la que se ha seguido en la parte a), demostrar que /' 
toma cualquier valor comprendido entre f(b) y h(a) en (a, b). Puesto que h(a) = g(b), 
queda demostrado el teorema del valor intermedio para derivadas. 


4.16 Aplicaciones del teorema del valor medio a propiedades geométricas de 
las funciones 

Con el teorema del valor medio pueden deducirse propiedades de las funcio- 
nes partiendo del conocimiento del signo algebraico de su dérivada. Esto se con- 
fìrma en el teorema siguiente. 

teorema 4.7. Sea f una función continua en un intervalo cerrado [a, b] y 
que admite derivada en cada punto de un intervalo abierto (a,b). Tenemos en- 
tonces: 

a) Si f'(x) > 0 para todo x de (a, b), f es estrictamente creciente en [ a,b ]. 

b) Si f'(x) < 0 para todo x de (a, b), f es estrictamente decreciente en [ a,b). 

c) Si f'(x) = 0 para todo x de (a, b), f es constante en [a, b]. 
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Demostración. Para probar a) tenemos que demostrar que f(x) < f(y) 
siempre que a < x < y < b . Por consiguiente, supongamos x < y y apliquemos 
el teorema del valor medio al intervalo cerrado [x,y]. Obtenemos 

(4.26) f(y) -/(.v) =f'(c)(y - x), donde x < c <y . 

Puesto que ]'(c) e y — x son positivos, lo mismo le ocurre a f(y) — f(x), y esto 
significa f(x) < f(y), como se afirmó. Esto demuestra a), y la demostración de b) 
es parecida. Para demostrar c), utilizamos la igualdad (4.26) haciendo x — a. 
Ya que f'(c) = 0, tenemos f(y) — f(a ) para todo y en [a, bj, con lo que / es 
constante en [a, £>]. 

E1 teorema 4.7 podemos emplearlo para demostrar que se presenta un extre- 
mo siempre que la derivada cambia de signo. 

teorema 4.8. Supongamos f continua en un intervalo cerrado [a, £>] y que 
existe la derivada f' en todo punto del intervalo abierto (a, b), excepto acaso en 
un punto c. 

a) Si f'(x) es positiva para todo x < c y negativa para todo x > c, f tiene 
un máximo relativo en c. 

b) Si, por otra parte, f(x) es negativa para todo x < c y positiva para todo 
x > c, f tiene un mínimo relativo en c. 

Demostración. En el caso a), el teorema 4.7 a) nos dice que / es estricta- 
mente creciente en [a, c] y estrictamente decreciente en [c, b]. Luego f(x) < f(c) 
para todo x ¥= c en (a, b), con lo que / tiene un máximo relativo en c. 




Figura 4.12 Los extremos se presentan cuando la derivada cambia de signo. 
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Esto demuestra a) y la demostración de b) es completamente análoga. Los dos 
casos se han representado en la figura 4.12. 


4.17 Criterio de la derivada segunda para los extremos 

Si una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b], el teorema de 
los valores extremos nos dice que tiene un máximo absoluto y un mínimo abso- 
luto en algún punto de [a, b). Si f tiene derivada en cada punto interíor, enton- 
ces los únicos puntos en los que pueden presentarse los extremos son: 

1) en los extremos del intervalo a y b; 

2) en aquellos puntos interiores x en los que f'(x) = 0. 

Los puntos del tipo 2) se llaman con frecuencia puntos críticos de /. Para decidir 
si en un punto crítico c existe un máximo o un mínimo (o ni uno ni otro), necesi- 
tamos más información acerca de îâ función /. Ordinariamente el comportamiento 
de / en un punto crítico puede determinarse a partir del signo algebraico de la 
derivada en las proximidades de c. E1 teorema que sigue hace ver que un estudio 
del signo de la derivada segunda en las cercanías de c puede también sernos de 
utilidad. 

TEOREMA 4.9. CRITERIO DE LA DERIVADA SEGUNDA PARA EXTREMOS EN UN 
punto crítico. Sea c un punto crítico de f en un intervalo abierto ( a, b); esto 
es, supongamos a < c < b y que f(c) = 0. Supongamos también que exista la 
derivada segunda /" en (a, b). Tenemos entonces: 

a) Si /" es negativa en (a, b), f tiene un máximo relativo en c. 

b) Si /" es positiva en (a, b) f tiene un mínimo relativo en c. 

Los dos casos están representados en la figura 4.12. 

Demostración. Consideremos el caso a), /" < 0 en (a, b). Según el teore- 
ma 4.7 (aplicado a /'), la función f es estrictamente decreciente en (a, b). Pero 
f(c) = 0, con lo que f cambia su signo de positivo a negativo en c, como muestra 
la figura 4.12 a). Luego, según el teorema 4.8, / tiene un máximo relativo en c. 
La demostración en el caso b) es completamente análoga. 

Si /" es continua en c, y si f"(c) ¥= 0, existirá un entorno de c en el cual 
/" tendrá el mismo signo que f"(c). Por consiguiente, si f(c) = 0, la función / 
tiene un máximo relativo en c si f'(c) es negativa, y un mínimo relativo si /"(c) 
es positiva. Este criterio basta para muchos ejemplos que se presentan en la 
práctica. 

Ei signo de la derivada segunda también está relacionado con la concavidad 
o la convexidad de /. E1 siguiente teorema demuestra que la función es convexa 
en los intervalos en los que /" es positiva, como se ve en la figura 4.12 b). En la 
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figura 4.12 a), / es cóncava ya que /" es negativa. Basta discutir tan sólo el caso 
de la convexidad, ya que si / es convexa, — / es cóncava. 

TEOREMA 4.10. CRITERIO DE LA DERIVADA PARA LA CONVEXIDAD. SupOtl- 
gamos f continua en [a, b) y que tenga derivada en el intervalo abierto (a,b). 
Si f' es creciente en (a, b) entonces f es convexa en [ a , b~). En particular, f es con- 
vexa si f" existe y es no negativa en (a, b). 

Demostración. Consideremos x < y en {a, b~\ y pongamos z = xy 4- 
+ (1 — a )x, donde 0 < a < 1. Queremos demostrar que f(z) < a/(v) + (1 — a) 
f(x). Puesto que f(z) = a/(z) + (1 — a)/(z), esto es lo mismo que demostrar que 
(1 - *)[/(z) -f(x)] < c,[f(y) -f(z)). 

Según el teorema del valor medio (aplicado dos veces), existen puntos c y d que 
satisfacen x<c<zyz<d<y tales que 

f(z) -f(x) =/'(c)(z - x), y f(y) -f(z) =f(d)(y - z) . 

Puesto que /' es creciente, tenemos f'(c) <,f(d). Asimismo, tenemos (1 - a)(z - 
— x) = a (y — z), de modo que podemos escribir 

(1 - «)[/(z) -/Wl = (1 - «)/'(c)(z - x)< « f(d)(y -z)= a [f(y) -f(z )], 
lo que demuestra la desigualdad exigida por la convexidad. 


4.18 Trazado de curvas 

La información reunida en los teoremas de las últimas secciones es con fre- 
cuencia útil en el trazado de curvas. A1 dibujar la gráfica de una función /, debe 
determinarse primeramente el dominio de / [el conjunto de valores de x para 
los cuales está definida /(*)] y, si es fácil hacerlo, debería encontrarse el recorrido 
de / (el conjunto de valores alcanzados por /). Un conocimiento del dominio y 
del recorrido nos da una idea de la amplitud de la curva y — f(x), ya que precisa 
una porción del plano xy en la que está situada la curva. Seguidamente es aconse- 
jable situar los puntos (si existen) en los que la curva corta a los ejes coordenados. 
La intersección con el eje y es el punto(0, /(0)) suponiendo que 0 pertenece al 
dominio de /, y las intersecciones con el eje de las x son ios puntos (x, 0) para 
los que f(x) = 0. La determinación de las intersecciones con el eje x puede ser, 
en la práctica, muy difícil, y podemos contentarnos con valores aproximados. 

Deberíamos también determinar los intervalos en los que / es monótona exa- 
minando el signo de /', y determinar los intervalos de convexidad y concavidad 
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estudiando el signo de f". Especial cuidado deberá ponerse en los puntos en los 
que la gráfica tiene tangentes horizontales. 

ejemplo 1. La gráfica de y = f(x), siendo f(x) = x + \/x para x¥=0. 

En este caso, no existen intersecciones con los ejes. Las dos primeras deriva- 
das están dadas por las fórmulas 

f'(x) =\-\fx\ f"(x) = 2fx a . 



La primera derivada es positiva si x 2 > 1, negativa si x 2 < 1, y cero si x 2 = 1. 
Luego existe un mínimo relativo en x = 1 y un máximo relativo en x = — 1. Para 
x > 0, la derivada segunda es positiva de manera que la primera derivada es es- 
trictamente creciente. Para x < 0, la derivada segunda es negativa, y por tanto 
la derivada primera será estrictamente decreciente. Para x próximo a 0, el término 
x es pequeno comparado a \/x, y la curva se comporta como la gráfica de y = \/x. 
(Ver figura 4.13.) Por otra parte, para valores grandes de x (positivos o negati- 
vos), el término 1 / x es pequeno comparado con x, y la curva es muy parecida a 
la recta y = x. En este ejemplo, la función es impar, f(—x) = ~f(x), con lo 
cual la gráfica es simétrica respecto al origen. 

En el ejemplo anterior, la recta y = x es una asíntota de la curva. En gene- 
ral, una recta no vertical de ecuación y = mx + b se llama asíntota de la gráfica 
de y = f(x) si la diferencia f(x) — (mx + b) tiende a 0 cuando x toma valores 
tan grandes como se quiera positivos o negativos. Una recta vertical, x = a, se 
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llama asíntota vertical si ]/(x)| llega a ser tan grande como se quiera cuando 
x -* a por la derecha o por la izquierda. En el ejemplo anterior, el eje y es una 
asíntota vertical. 


ejemplo 2. Gráfica de y = f(x), donde f(x) = l/(x 1 2 + 1). 

Ésta es una función par, positiva para todo x, y el eje x es un asíntota hori- 
zontal. La derivada primera viene dada por 


f'(x) = 


— 2x 

(x 2 + l) 2 7 ’ 


de modo que f(x) < 0 si x > 0, f(x) > 0 si x < 0, y f(x) = 0 cuando x = 0. 
Por consiguiente la función crece por encima del eje x negativo, decrece en la 
parte positiva del eje x, y tiene un máximo relativo en x = 0. Derivando otra 
vez, encontramos que 

,, Y v _ (x 2 + 1) 2 (—2) - (—2x)2(x 8 + l)(2x) 2(3x 2 - 1) 

J (X) (x 2 + l) 4 5 (X 2 + l) 3 ' 

Así que f'(x) > 0 si 3x 2 > 1, y f"(x) < 0 si 3x 2 < 1. Luego, la derivada primera 
crece cuando x 2 > i y decrece cuando x 2 < f Esta información basta para dibu- 
jar la curva de la figura 4.14. Los dos puntos de la gráfìca correspondientes a 
x 2 = i, en los que la derivada segunda cambia su signo, se llaman puntos de 
inflexión. 


4.19 Ejercicios 


En los siguientes Ejercicios, a) hallar todos los puntos x tales que f(x) = 0; b) examinar 
el signo de f y determinar aquellos intervalos en los que / es monótona; c) examinar el 
signo de /" y determinar aquellos intervalos en los que f es monótona; d) construir un boceto 
de la gráfica de /. En cada caso, la función está defmida para todos los x para los cuales 
tiene sentido f(x). 


1. f(x) = x 2 - 3x + 2. 

2. f(x) = x 3 - 4x. 

3. f(x) = (x - l) 2 (x + 2). 

4. f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 5. 

5. f(x) = 2 + (x - l) 4 . 

6. /(x) = 1/x 2 . 

7. f(x) = x + 1/x 2 . 


8 -^) = fr-ix»-3T 

9. f(x) = x/( 1 + x 2 ). 

10. f(x) = (x 2 - 4)/(x 2 - 9). 

11. f(x) = sen 2 x. 

12. /(x)=x-senx. 

13. /(x) = x +cosx. 

14. f(x) = >x 2 + r 2 cos 2x. 



234 


Cálculo diferencial 


4.20 Ejemplos resueltos de problemas de extremos 

Muchos problemas de extremos en Matemáticas puras y aplicadas pueden re- 
solverse sistemáticamente mediante el uso del Cálculo diferencial. En realidad, los 
rudimentos del Cálculo diferencial fueron en principio desarrollados cuando 
Fermat intentó encontrar métodos generales para determinar máximos y mínimos. 
En esta Sección resolveremos algunos ejemplos y daremos al lector la oportunidad 
de resolver otros en la Sección 4.21. 

Formulamos primero dos principios sencillos que pueden usarse para resolver 
gran número de problemas de extremos. 

ejemplo 1. Principio del producío mâximo con suma constante. Dado un 
número positivo S. Demostrar que entre todos los pares de números positivos x 
e y tales que x + y = S, el producto xy es el mayor cuando x = y S. 

Demostración. Si x + y = S, y = S — x y el producto xy es igual a 
x(S — x) = xS — x 2 . Pongamos f(x) = xS — x 2 . Este polinomio cuadrático tiene 
como derivada primera f’(x) = S — 2x que es positiva para x < \ S y negativa 
para x>lS. Por tanto el máximo de xy se presenta cuando x=|S, y=S—x=\S 
Esto también se puede demostrar sin utilizar el Cálculo. Pongamos simplemente 
f(x)=iS 2 — (x~l Sf y observemos que f(x) es máximo cuando x=iS. 

ejemplo 2. Principio de la suma mínima, con producto constante. Dado un 
número positivo P. Demostrar que entre todos los pares de números positivos 
x e y tales que xy = P, el que hace la suma x + ymínima es x = y = Vp. 

Demostración. Tenemos que determinar el mínimo de la función f(x) = 
= x + P/x para x > 0. La primera derivada es f'(x) = 1 — P/x 2 . Ésta es nega 
tiva para x 2 < P y positiva para x 2 > P, de manera que }(x) tiene su mínimo 
en x = \ÍP. Luego, la suma x + y es mínima cuando x = y = Vp. 

ejemplo 3. Entre todos los rectángulos de perímetro dado, el cuadrado es 
el de mayor área. 

Demostración. Utilizamos el resultado del ejemplo 1. Sean x e y los lados 
de un rectángulo cualquiera. Si el perímetro está fijado, entonces x + y es cons- 
tante, con lo que el área xy tiene mayor valor cuando x = y. Luego, el rectángulo 
máximo es el cuadrado. 

ejemplo 4. La media geométrica de dos números positivos no excede a su 
media aritmética. Esto es, Vâb < \ (a + b). 
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Demostración. Dados a > 0, b > 0, sea P — ab. Entre todos los po- 

sitivos x e y siendo xy = P, la suma x + y es la menor cuando x = y = Vp. 

Es decir, si xy = P, entonces x + y > yfp + yfp = 2 Vp. En particular, 

a + b > 2 VP— 2 Vâb, con lo que Vâb < \ + b). La igualdad se presenta si 

y sólo si a = b. 

ejemplo 5. Un bloque de peso W es movido a lo largo de un plano por 
una fuerza que forma un ángulo 6 con la recta de la dirección del movimiento, 
siendo 0 < 6 < \ir, como se ve en la figura 4.15. Supongamos que la resistencia 
por fricción es proporcional a la fuerza normal con la quq el bloque presiona 
perpendicularmente contra el plano. Hallar el ángulo 0 para el que la fuerza de 
propulsión necesaria para vencer la fricción sea lo más pequena posible. 

Solución. Sea F(6) la fuerza de propulsión. Ésta tiene un componente ver- 
tical hacia arriba que es F(6) sen 6, de modo que la fuerza normal de presión 
contra el plano es N = W — F(6) sen 6. La fuerza de fricción es juN, donde ju 
es una constante llamada coeficiente de fricción. E1 componente horizontal de la 
fuerza de propulsión es F(6) cos 6. Cuando ésta se iguala a la fuerza de fricción, 
llegamos a F(6) cos 6 = p\W —F(6) sen 0] de la que encontramos 


r\u) — - . 

cos 6 + p sen 6 

Para hacer mínima F(0), haremosmáximo el denominador g(6) = cos 6 + ^sen 6 
en el intervalo 0^0^ \tt. En los extremos, tenemos g(0) = 1 y g(\n) = p. En el 
interior del intervalo, tenemos 

g'(6) = —sen0 + p cos 0, 

de manera que g tiene un punto crítico en 0 = a, siendo sen a = p cos a. Esto 
da g(a) = cos a + p 2 cos a = (1 + p 2 ) cos a. Podemos expresar cos a en función 
de p. Puesto que p 2 cos 2 a = sen 2 a = 1 — cos 2 a, enc ontramo s (1 + f ) cos 2 a = 1, 
con lo que cos a = 1/Vl + f. Así pues g(«) = Vl + p 2 . Ya que g( a) excede 
a g(0) y a g(\n), el máximo de g se presenta en el punto crítico. Luego la fuerza 
mínima pedida es 


g(a) V l + p} 

ejemplo 6. Hallar la menor distancia de un punto dado (0, b) del eje y 
a la parábola x 2 = 4y. (E1 número b puede tener cualquier valor real.) 
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Solución. La parábola está dibujada en la figura 4.16. La cantidad que hay 
que hacer mínima es la distancia d, siendo 


d = V a- 2 + (y- bf, 

con la restricción x 2 = 4y. Ante la figura resulta evidente que cuando b es nega- 
tivo la distancia mínima es \b\. Cuando el punto (0, b) se desplaza hacia arriba 
siguiendo el eje y, el mínimo es b hasta que el punto alcanza una cierta posición 
especial, por encima de la cual el mínimo es < b. Vamos ahora a determinar 
esa posición especial. 

Ante todo, observemos que el punto (x,y) que minimiza d también minimi- 
za d 2 . (Esta observación nos permite evitar la derivación de las raíces cuadradas.) 
Seguidamente, podemos expresar d 2 en función únicamente de x o también en 
función de y y dejamos como ejercicio para el lector desarrollar los cálculos 
cuando d 2 se expresa 'en función de x. 

Por tanto la función / que hay que hacer mínima viene dada por la fórmula 

f(y) = d 2 = 4y + (y — b) 2 . 

Si bien f(y) está definida para todo valor real y, la naturaleza del problema exige 
que busquemos el mínimo tan sólo entre aquellos valores de y tales que y > 0. 
La derivada es f'(y) = 4 +2(y — b) que es cero sólo cuando y = b — 2. Cuando 
b < 2, esto nos lleva a un punto crítico y negativo que debe excluirse por la 
restricción y > 0. Es decir, si b < 2, el mínimo no se presenta en un punto crí- 
tico. En efecto, cuando b < 2, vemos que f'(y) > 0 cuando y > 0, y por tanto / 
es estrictamente creciente para y > 0. Por consiguiente el mínimo absoluto se 
presenta en el extremo y = 0. E1 correspondiente mínimo d es Vb 2 — |6|. 
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Si b >. 2, existe un punto crítico legítimo en y — b — 2. Puesto que j"(y) — 2 
para todo y, la derivada /' es creciente, y por tanto e l mínitno abs oluto de / se 
presenta en este punto crítico. E1 mínimo d es V4(b — 2) + 4 = 2Vb — 1. 
Con esto hemos demostrado que la distancia mínima es |ò| si b <2 y es 
2 Vò — 1 si b > 2. (E1 valor b — 2 es el valor particular antes citado.) 


4.21 Ejercicios 

1. Demostrar que entre todos los rectángulos de área dada, el cuadrado es el de perímetro 
mínimo. 

2. Un granjero tiene L metros de alambre para cercar un terreno de pasto rectangular adya- 
cente a un muro de piedra. iQué dimensiones darán el área máxima al terreno cercado? 

3. Un granjero quiere cercar un terreno de paslo rectangular de área A adyacente a un 
muro de piedra. ^Qué dimensiones exigen la mínima cantidad de alambre de cerca? 

4. Dado S > 0. Probar que entre todos los números positivos x e y tales que x + y = S, 
la suma x 2 + y 2 es mínima cuando x = y. 

5. Dado R > 0. Probar que entre todos los números positivos x e y tales que x 2 + y 2 = R, 
la suma x + y es máxima cuando x = y. 

6. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los cuadra- 
dos inscritos en el cuadrado dado, el de área mínima tiene lados de longitud \La/2. 

7. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Hallar el tamano del cuadrado de 
máxima área que puede circunscribirse al cuadrado dado. 

8. Demostrar que entre todos los rectángulos que pueden inscribirse en un círculo dado, 
el cuadrado tiene el área máxima. 

9. Demostrar que entre todos los rectángulos de área dada, el cuadrado tiene el círculo 
circunscrito mínimo. 

10. Dada una esfera de radio R. Hallar el radio r y la altura h del cilindro circular recto de 
mayor superficie lateral 2 irrh que puede inscribirse en la esfera 

11. Entre todos los cilindros circulares rectos de área lateral dada, demostrar que la menor 
esfera circunscrita tiene el radio igual al radio del cilindro multiplicado porv/2- 

12. Dado un cono circular recto de radio R y altura H. Hallar el radio y la altura del ci- 

lindro circular recto de mayor área lateral que puede inscribirse en el cono. 

13. Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de máximo volumen que puede ins- 
cribirse en un cono circular recto de radio R y altura H. 

14. Dada una esfera de radio R. Calcular, en función de R, el radio r y la altura h del 

cono circular recto de mayor volumen que puede inscribirse en esa esfera. 

15. Hallar el rectángulo de mayor área que puede inscribirse en un semicírculo, teniendo 
la base inferior en el diámetro. 

16. Hallar el trapecio de mayor área que puede inscribirse en un semicírculo, teniendo la 
base inferior en el diámetro. 

17. Una caja abierta está construida con un rectángulo de cartón quitando cuadrados igua- 
les en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimenïiones de la 
caja de mayor volumen que puede construirse de tal modo si el rectángulo tiene como 
lados a) 10 y 10; b) 12 y 18. 

18. Si a y b son los catetos de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es 1, hallar el mayor 
valor de 2 a + b. 

19. Un camión ha de recorrer 300 km en una carretera llana a velocidad constante de x km 
por hora. Las leyes de circulación prescriben 35 < x < 55. Se supone que el carburante 
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cuesta a 3 ptas. litro y que el consumo es de 10 + x 2 fl20 litros por hora. Si el con- 
ductor cobra P pesetas por hora y si obedece todas las leyes de tráfico, determinar cuáles 
la velocidad más económica y el coste del viaje si P =■ 0, P = 20, P = 40 y P = 60. 

20. Un cilindro se ha obtenido haciendo girar un rectángulo alrededor del eje x, tal que 
su base está en el eje x, y todo el rectángulo está contenido en la región comprendida 
entre la curva y — x/(x 2 + 1) y el eje x. Hallar el ciiindro de volumen lo mayor posible. 

21. Se dobla una página de manera que la esquina derecha inferior llegue a coincídir con 
el lado izquierdo de la misma (véase fig. 4.17). Si la anchura de la página es 15,24 cm, 
hallar la longitud mínima del pliegue. iCuál es el ángulo que forma este pliegue mínimo 
con el lado derecho de la página? Se supone la página sufìcientemente larga para evitar 
que el pliego alcance Ia cabecera de la página. 



Figura 4.17 Ejercicio 21. 


Figura 4.18 Ejercicio 22. 


22. (a) Un triángulo isósceles está inscrito en una circunferencia de radio r como se indica 
en la figura 4.18. Suponiendo el ángulo 2a en el vértice, comprendido entre 0 y | tt, 
hallar el valor medio y el valor menor del perímetro del triángulo. Dar todos los detalles 
del razonamiento seguido. 

(b) iCuál es el radio del menor disco circular suficientemente grande para cubrir todo 
triángulo isósceles de perímetro dado L? Dar todos los detalles del razonamiento. 

23. Una ventana tiene forma de rectángulo terminado por un semicírculo de diámetro igual 
a la base del rectángulo. La porción rectangular ha de ser de cristal transparente y la 
parte circular ha de ser de cristales de color que admite sólo la mitad de luz por metro 
cuadrado que el cristal transparente. E1 perímetro total de la ventana ha de tener longitud 
fija P. Hallar, en función de P, las dimensiones de la ventana que deja pasar la mayor 
cantidad posible de luz. 

24. Un trozo de madera de 12 dm de Iargo tiene forma de un tronco de cono circular recto 
de diámetros 4 dm y (4 + h) dm en sus bases, donde h > 0. Determinar en función de 
h el volumen del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de este trozo de 
madera, de manera que su eje coincida con el del tronco de cono. 
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25. Dados n números reales a .. a„. Demostrar que la sumajj =1 (r — a k ) 2 es mínima 

cuando x es la media aritmética de ai, ..., a„. 

26. Si x > 0, sea f(x) = 5x 2 + Ax~ 5 , siendo A una constante positiva. Hallar el menor valor 
de A tal que f(x) > 24 para todo x > 0. 

27. Para cada t real, sea f(x ) = — ! s x :t + t 2 x, y designemos con m(t) el mínimo de f(x) en 
el intervalo 0<*<1. Determinar el valor de m(t) para cada t del intervalo 
— 1 < t < 1. Recuérdese que para algunos valores de t el mínimo de f(x) puede presen- 
tarse en los extremos del intervalo 0 < x < 1. 

28. Sabemos que un número x está en un intervalo a < x < b, siendo a > 0. Queremos apro- 
ximar x por medio de otro número t en [a,b] de manera que el error relativo,|í — x\/x, 
sea lo menor posible. Designemos por M(t) el máximo valor de \t — x\/x cuando x varía 
de a a b. a) Demostrar que ese máximo se presenta en uno de los extremos x = a o 
x = b. b) Demostrar que M(t) es mínimo cuando t es la media armónica de a y b, esto 
es, cuando 1/í = ^(1/a + 1 fb). 


*4.22 Derivadas parciales 

En esta Sección se expone el concepto de derivada parcial y se inicia al 
lector en su notación y su terminología. No utilizaremos los resultados de esta 
Sección en ninguna otra parte de este Volumen I, con lo que este tema puede 
omitirse o posponerse sin pérdida de continuidad. 

En el capítulo 1 se definió una función como una correspondencia que 
asocia a cada objeto de un conjunto X un objeto y sólo uno de otro conjunto Y, 
denominándose al conjunto x dominio de la función. Hasta ahora se han con- 
siderado funciones cuyo dominio era un conjunto de puntos del eje de las x. 
Estas funciones son las llamadas comúnmente funciones de una variable real. 
No es difícil extender muchas de las ideas del Cálculo a funciones de dos o más 
variables reales. 

Una función real de dos variables reales es una función cuyo dominio X es 
un conjunto de puntos del plano xy. Si se indica por / dicha función, su valor 
en el punto (x, y) es un número real que se designa por /( x, y). Es fácil imaginar 
cómo una función de esta clase puede presentarse en un problema físico ficticio. 
Por ejemplo, sea una placa de metal lisa en forma de disco circular de radio 
4 cm que esté situada en el plano xy con el centro en el origen, y que se ca- 
liente de tal manera que la temperatura en cada uno de sus puntos (x, y) es 
16 — x 2 — y' 2 grados centígrados. Si se indica por f(x, y) la temperatura en el 
punto ( x, y), entonces / es una función de dos variables definida por 

(4.27) f(x, y) = 16 — jc 2 — y 2 . 

E1 dominio de esta función es el conjunto de todos los puntos (x, y) cuya dis- 
tancia al origen no es superior a 4. Del teorema de Pitágoras se deduce que 



240 


Cálculo diferencial 


todos los puntos (x, y) situados a distancia r del origen, satisfacen la ecuación 


(4.28) x*+y 2 = r 2 . 

Por tanto, el dominio de la función estará formado por todos los puntos (x,y) 
que satisfacen la desigualdad x 2 + y 2 <, 16. Obsérvese que en la circunferencia 
(4.28) la temperatura será f(x,y) = 16 — r 2 . Es decir, la función / es constante 
en cada circunferencia con centro en el origen (véase figura 4.19). 

Hay dos métodos útiles para obtener una representación geométrica de 
una función de dos variables. Uno es por medio de una superficie en el espacio. 
Para construir esta superficie se introduce un tercer eje coordenado (llamado 
eje z), que pasa por el origen y es perpendicular al plano xy. En la paralela 
al eje z que pasa por el punto xy, y a partir de este punto, se toma una coor- 



Figura 4.19 La temperatura es constante 
en cada circunferencia con centro en el 
origen. 



denada z, igual a la que da la ecuación z = f(x, y), obteniéndose el punto (x, y, z). 
E1 lugar de todos estos puntos es la superficie que representa la función. 

La superficie correspondiente al ejemplo anteriormente expuesto está di- 
bujada en la figura 4.20. Si se sitúa un termómetro en un punto (x, y) de la 
placa, el tope de la columna de mercurio tocaría a la superficie precisamente 
en el punto (x, y, z) donde z = f(x, y), una vez elegida la unidad sobre el eje z 
adecuadamente. 

Otro tipo de imagen geométrica de una función de dos variables se puede 
dibujar completamente en eì plano xy. Es el método de las líneas de nivel que 
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y 




(a) z = xy (b) Curvas de nivel: xy = c 

Figura 4.21 (a) Superficie cuya ecuación es z=xy. (b) Curvas de nivel correspondientes 
a xy=constante. 


se usa en la confección de mapas para representar un terreno tridimensional 
en un dibujo bidimensional. Se supone que la superficie antes definida se ha 
cortado por varios planos horizontales (paralelos al plano xy), por lo que las 
intersecciones con la superficie serán unas curvas formadas por aquellos puntos 
(x, y, z) cuya altura z es constante. Proyectando estas curvas en el plano xy 
se obtiene una familia de curvas de nivel. Cada curva de nivel está formada 
por todos y sólo los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 
f(x, y) = c; donde c es la altura constante para aquella curva particular. En 
el ejemplo antes mencionado, las líneas de nivel son circunferencias concéntri- 
cas que representan las curvas de temperatura constante, o isotermas, como se 
dibujan en un mapa meteorológico. Otro ejemplo de una superficie y sus curvas 
de nivel se presenta en la figura 4.21. La ecuación en este caso es z = xy. La 
superficie de forma de «silla de montar» se conoce con el nombre de parabo- 
loide hiperbólico. 

Las líneas de nivel en los mapas topográficos se dibujan frecuentemente 
para cada 25 m de altura. Cuando están dibujadas muy juntas, la altura cambia 
rápidamente al pasar de una Iínea de nivel a la siguiente; esto ocurre en la proxi- 
midad de un monte escarpado. Cuando las líneas de nivel están bastante distan- 
ciadas la altura varía despacio. Se puede tener una idea de lo escarpado de un 
terreno considerando lo espaciadas que se presentan sus líneas de nivel. Sin embar- 
go, para lograr una información precisa sobre el coeficiente de variación de la 
altura, se ha de definir la superficie por medio de una función a la que se le 
puedan aplicar los conceptos delCálculo diferencial. 
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Figura 4.22 Curva de intersección de una superficie z = f(x,y) y un plano y = y n . 


La razón con que varía la altura en un punto (x 0 , y 0 ) depende de la direc- 
ción del movimiento a partir de este punto. Para mayor simplicidad se consi- 
derarán ahora precisamente las dos direcciones paralelas a los ejes x e y. Supón- 
gase que se trata de una superficie definida por una ecuación de la forma 
z = /(*, y) y se corta esta superficie por un plano perpendicular al eje y tal como 
se indica en la figura 4.22. Este plano está formado por todos los puntos (x, y, z) 
del espacio para los cuales la coordenada y es constante, y = y 0 . (La ecuación 
y = y 0 se denomina ecuación del plano). La intersección de este plano con la 
superficie es una curva plana, cuyos puntos satisfacen la ecuación z = f(x, y 0 ). 
En esta curva, la altura z = f(x, y 0 ) es función sólo de x. 

Supóngase ahora que se pasa del punto (x 0 y 0 ) al punto (x 0 + h, y 0 ). E1 
cambio de altura correspondiente es f(x 0 + h,y 0 ) — f(x 0 ,y 0 ). Esto sugiere la 
formación del cociente de diferencias. 

(4 29 ) /(x„ + h,y 0 ) -f(x 0 , y 0 ) 

para después hacer tender h -> 0. Si este cociente tiende a un límite definido 
cuando h -* 0, este límite se denomina la derivada parcial de f con respecto a x 
en el punto (x 0 ,y 0 ). Para designar la derivada parcial, hay varios símbolos siendo 
algunos de los más corrientes: 


df(x 0 ,y 0 ) 

dx 


fx(x 0 ,y 0 ), f x ( x o, y 0 ), fi(x 0 ,y 0 ), DJ(x 0 ,y 0 ). 
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E1 subíndice 1 en las dos últimas notaciones se refiere al hecho de que sólo la 
primera coordenada varía cuando se forma el cociente de diferencias en (4.29). 
Así se tiene 


fi(x 0 ,y 0 ) = lim 


f(x o + h,y 0 ) — f(x 0 , y 0 ) 


Análogamente, se define la derivada parcial respecto ayen (x 0 , y 0 ) por 


h(x o, y„) = lim' 


f(x 0 ,y 0 + k) - f(x 0 , >’„) 


siendo las notaciones correspondientes 

3/(Xo>yo) , /;(x„, y 0 ), f y (x o, >>o), DJ(x 0 , yo) • 

dy 

Si se escribe z = f(x, y), también se usan los símbolos dz/dx y dzjdy para 
designar las derivadas parciales. 

La derivación parcial no es un concepto nuevo. Si se considera otra fun- 
ción g de una variable definida por la ecuación 


g(x) =f(x,y 0 ), 

entonces la derivada ordinaria g'(x n ) es exactamente lo mismo que la derivada 
parcial f(x 0 , y 0 ). Geométricamente, la derivada parcial f,(x, y 0 ) representa la 
pendiente de la tangente en un punto de la curva senalada en la figura 4.22. 
De la misma manera, cuando x es constante, es decir x = x a , la ecuación 
z = f(x 0 , y) define la curva intersección de la superficie con el plano cuya ecua- 
ción es x = x 0 . La derivada parcial f(x 0 ,y) da la pendiente de la tangente a 
dicha curva. De estas consideraciones se deduce que para calcular la derivada 
parcial de f(x,y) respecto a x, se puede considerar y como si fuera constante 
y aplicar las reglas ordinarias del Cálculo diferencial. Así, por ejemplo, si 
f(x, y) = 16 — x 2 — y 2 se tiene f,(x, y) = — 2x. Análogamente, si se supone x 
fijo se encuentra f 2 (x, y) = — 2y. 

Otro ejemplo es la función dada por: 

(4.30) f(x, y) = xsen y + y 2 cos xy 


Sus derivadas parciales son: 


fi(x, y) = sen y — y s sen xy , f 2 (x, y) = x cos y — xy 2 sen xy + 2y cos xy . 
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La derivación parcial es un proceso que da lugar a nuevas funciones 
/i = df/dx y / 2 = df/dy a partir de una función dada. Puesto que f x y / 2 son 
a su vez funciones de dos variables, se pueden considerar sus derivadas par- 
ciales. Éstas se denominan derivadas parciales de segundo orden de / y se indican 
como sigue: 




dy dx ’ 


/*.!=/,« 


-1L f = !ï 

dxdy’ h ,a ívv a/' 


Obsérvese que / 1>2 signifìca (/Jj, o sea la derivada parcial de /, con respecto a y. 
En la 9-notación se indica el orden de derivación escribiendo, 

8 2 / = 

0y dx dy\dx' 

Esta derivada no siempre coincide con la derivada parcial que resulta al inver- 
tir el orden de derivación: 

1L = 1(V) 

dxdy dx'dy' 

Sin embargo, la igualdad de estas dos derivadas parciales tiene lugar en ciertas 
condiciones que se verifican por la mayoría de funciones que aparecen en la 
práctica. En el Volumen II se discutirán estas condiciones. 

Haciendo referencia al ejemplo (4.27) se ve que sus derivadas parciales de 
segundo orden están dadas por las fórmulas siguientes: 

/1.1 (x,y) = - 2 , /i=Ái(*>/) = 0 > A*(.x,y) = -2 . 

Para el ejemplo (4.30) se obtiene: 

fi.i(x, y) = -/ cos xy , 

f 12 (x, y) = cos y — xy 3 cos xy — 3j 2 sen xy , 

/ 21 (x, _y) = cos y — xy 3 cos xy — y 2 senxy — 2y 2 sen xy = / 12 (x, y), 

/ 2 2 (x, y) = —x sen^ — x 2 y 2 cos xy — 2xy sen xy — 2xy sen xy + 2 cos xy 

= —xsenj — x 2 y 2 cos xy — 4xy sen xy + 2 cos xy . 


Un estudio más detallado de las derivadas parciales se verá en el Volumen II. 
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*4.23 Ejercicios 

En los Ejercicios 1 al 8, calcular todas las derivadas parciales de primero y segundo orden 
Comprobar en cada caso que las derivadas parciales f ia (x,y) y f 21 (x, y) son iguales. 


1 .f(x,y) = x* + y* - 4x 2 y 2 . 

2. f(x,y) =xsen(x + y). 

3 . f(x,y) =xy +- y (y * 0). 

4 .f(x,y) = +/• 

9. Demostrar que x( 3z/ 8x) +'y(Bzldy) ■■ 
10. Si f(x, y) = xy/(x 2 + y 2 f para (x, 

jV 

0X 2 


5. f(x,y) = sen (x 2 y 3 ). 

6. f(x, y) = sen [cos (2x - 3_y)]. 

8. f(x, y) = ~r== (x, y) * (0, 0). 

V X Ì + yì 

2 z si (a) z = (x - 2ýf, (b) z = (x 4 4- _y 4 ) 1/2 . 

) (0, 0), demostrar que 
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RELACIÓN 

ENTRE INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN 


5.1 La derivada de una integral indefinida. Primer teorema fundamental del 
cálculo 

En esta Sección se estudiará la importante conexión existente entre inte- 
gración y diferencìación. E1 tipo de relación entre estos dos procesos es en cierta 
forma semejante al que hay entre «elevar al cuadrado» y «extraer la raíz cua- 
drada». Si se eleva al cuadrado un número positivo y luego se busca la raíz 
cuadrada positiva del resultado, se vuelve al número original. Análogamente, si 
se calcula la integral de una función continua / se obtiene una nueva función (la 
integral indefinida de /) que después de derivada reproduce la función original /. 
Por èjemplo, si f(x) = x 2 , una integral indefinida A de / queda definida por: 

A (x) = J C dt = J c ** dt = 3" _ 3" ’ 

donde c es una constante. Derivando se tiene: A'(x) = x 2 = f(x). Este ejemplo 
ilustra un resultado general llamado el primer teorema fundamental del Cálculo 
que se puede enunciar como sigue: 

TEOREMA 5.1. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. Sea f Utia 
función integrable en [a, x] para cada x de [a, b~\. Sea c tal que a <c <b y 
definamos una nueva función A del siguiente modo: 

A(x) = £ /(/) dt si a < x < b . 

Existe entonces la derivada A'(x) en cada punto x del intervalo abierto (a, b) en el 
que f es continua, y para tal x tenemos 

( 5 . 1 ) A’(x) =f(x). 
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Damos primero una justificación geométrica que sugiere el porqué el teore- 
ma debe ser cierto; luego damos una demostración analítica. 

Interpretación geométrica. La figura 5.1 muestra la gráfica de una función / 
en un intervalo [a, b]. En la figura, h es positivo y 

J7*/(0 dt = /; + V(0 dt - j*f(t) dt = A(x + h)~ A(x) . 

E1 ejemplo es el de una función continua en todo el intervalo [x, x + h]. Por 
consiguiente, por el teorema del valor medio para integrales, tenemos 

A( x + h) — A(x) — hf(z), donde x <,z <,x + h . 


Luego, resulta 



z x + h b 


Figura 5.1 Interpretación geométrica del primer teorema fundamental del Cálculo. 

y, puesto que x <, z <, x + h, encontramos que /(z) -* f(x) cuando h 0 con 
valores positivos. Si h 0 con valores negativos, se razona en forma parecida. 
Por consiguiente, A'(x) existe y es igual a /( x). 

Este razonamiento supone que la función / es continua en un cierto entorno 
del punto x. No obstante, la hipótesis del teorema se refiere tan sólo a la conti- 
nuidad de / en un solo punto x. Por consiguiente, para demostrar el teorema bajo 
esta hipótesis más débil utilizamos un método distinto. 
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Demostración analítica. Sea x un punto en el que / es continua y supuesta 
x fija, se forma el cociente: 

A(x + h) - A(x) 
h 

Para demostrar el teorema se ha de probar que este cociente tiende a f(x) cuando 
h -> 0. E1 numerador es: 

A(x + h)~ A(x) = j* +h f(t) dt - jjf(t) dt = jj +h f(t) dt. 

Si en la última integral se escribe f(t) = f(x) — [f(t) — f(x)] resulta: 

A(x + h) — /t(x) = f(x) dt + [/(0 —/(x)] dt = 

= hf(x) + jj +h [/(/) -/(x)] dt. 


de donde 

(5.3) A(x + h)^-A (x ) = /(x) + i J "* [/( 0 _ f(x)] dt . 

Por tanto, para completar la demostración de (5.1) es necesario demostrar que 
J'm ì U(t)-f(x)]dt = 0. 

En esta parte de la demostración es donde se hace uso de la continuidad de / en x. 

Si se designa por G(h) el último término del segundo miembro de (5.3), 
se trata de demostrar que G(h) -* 0 cuando h -> 0. Aplicando la definición de 
límite, se ha de probar que para cada e > 0 existe un ô > 0 tal que 

(5.4) G(h) < e siempre que 0 < h < ô. 

En virtud de la continuidad de / en x, dado un e existe un número positivo ò 
tal que: 


( 5 . 5 ) 


1/(0 -/Wl < b 
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siempre que: 

(5.6) x-ô<í<x + á. 

Si se elige h de manera que 0 < h < 8, entonces cada t en el intervalo [x, x + /i] 
satisface (5.6) y por tanto (5.5) se verifica para cada t de este intervalo. Apli- 
cando la propiedad \\ x ^ h g(t)dt\ < J* + *|g(/)| dt, cuando g(t) = f(t) — f(x), de la 
desigualdad en (5.5) se pasa a la relación: 

| J 7* [/(0 -/(*)] dt | < 1/(0 -f(x)\ dt < y dt = ihe < he . 

Dividiendo por h se ve que (5.4) se verifica para 0 < h < ò. Si h < 0, un ra- 
zonamiento análogo demuestra que (5.4) se verifica siempre que 0 < |A| < ô, 
lo que completa la demostración. 


5.2 Teorema de la derivada nula 

Si una función / es constante en un intervalo (a, b), su derivada es nula en 
todo el intervalo (a, b). Ya hemos demostrado este hecho como una consecuencia 
inmediata de la definición de derivada. También se demostró, como parte c) del 
teorema 4.7, el recíproco de esa afirmación que aquí se presenta como teorema 
independiente. 

TEOREMA 5.2. TEOREMA DE LA DERIVADA NULA. SÌ f’(x) = 0 para cada X 
en un intervalo abierto I, es f constante en I. 

Este teorema, cuando se utiliza combinado con el primer teorema funda- 
mental del Cálculo, nos conduce al segundo teorema fundamental que se estudia 
en la Sección siguiente. 


5.3 Funciones primitivas y segundo teorema fundamental del cálculo 

definición de función primitiva. Una función P se llama primitiva 
(o antiderivada) de una función f en un intervalo abierto / si la derivada de P 
es f, esto es, si P'(x) = f(x) para todo x en I. 


Por ejemplo, la función seno es una primitiva del coseno en todo intervalo 
porque la derivada del seno es el coseno. Decimos una primitiva y no la primi- 
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tiva, porque si P es una primitiva de / también lo es P + k para cualquier cons- 
tante k. Recíprocamente, dos primitivas cualesquiera P y Q de la misma función 
/ sólo pueden diferir en una constante porque su diferencia P — Q tiene la de- 
rivada 


P\x) - Q\x) =/(x) -f{x) = 0 

para toda x tn I y por tanto, según el teorema 5.2, P — Q t s constante en I. 

E1 primer teorema fundamental del Cálculo nos dice que podemos siempre 
construir una primitiva de una función continua por integración. Cuando combi- 
namos esto con el hecho de que dos primitivas de la misma función tan sólo 
dìfieren en una constante, obtenemos el segundo teorema fundamental del Cálculo. 

TEOREMA 5.3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. Suponga- 
mos f continua en un intervalo abierto /, y sea P una primitiva cualquiera de f 
en I. Entonces, para cada c y cada x en I, tenemos 

(5.7) P(x) = P(c) + £7(í) dt. 

Demostración. Pongamos A(x) = J* f(t) dt. Puesto que / es continua en cada 
x de I, el primer teorema fundamental nos dice que A'(x) = f(x) para todo x de I. 
Es decir, A es una primitiva de / en /. Puesto que dos primitivas de / pueden di- 
ferir tan sólo en una constante, debe ser A(x) — P(x) = k para una cierta cons- 
tante k. Cuando x = c, esta fórmula implica — P(c) = k, ya que A(c) = 0. Por 
consiguiente, A(x) - P(x) = -P(c), de lo que obtenemos (5.7). 

E1 teorema 5.3 nos indica cómo encontrar una primitiva P de una función 
continua /. Integrando / desde un punto fijo c a un punto arbitrario x y sumando 
la constante P(c) obtenemos P(x). Pero la importancia real del teorema radica 
en que poniendo la ecuación (5.7) en la forma 

(5.8) \j(t)dt = P(x)-P(c). 

se ve que podemos calcular el valor de una integral mediante una simple substrac- 
ción si conocemos una primitiva P. E1 problema de calcular una integral se ha 
transformado en otro problema, el de hallar la primitiva P de /. En la práctica, 
el segundo problema es más fácil de abordar que el primero. Cada fórmula de 
derivación proporciona de manera inmediata un ejemplo de una primitiva de una 
cierta función /, de donde resulta una fórmula de integración para dicha función. 

De las fórmulas de derivación antes estudiadas, y como consecuencia del se- 
gundo teorema fundamental, se pueden deducir las siguientes fórmulas de inte- 
gración 
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ejemplo 1. Integración de potencias racionales. La fórmula de integración 


(5.9) JV dx = ^ (n =0,1,2,...) 

se demostró directamente en laSección 1.23 a partir de la definición de integral. 
Aplicando el segundo teorema fundamental, puede hallarse de nuevo este resul- 
tado y además generalizarlo para exponentes racionales. En primer lugar se ob- 
serva que la función P definida por 



tiene como derivada P'(x) = x n para cada n entero no negativo. De esta igualdad 
válida para todo número real x, aplicando (5.8) se tiene 

f *" dx = P(b) - P(a) = — + - 1 ^I —- 
Ja n + 1 

para cualquier intervalo [a, b]. Esta fórmula, demostrada para todo entero n > 0 
conserva su validez para todo entero negativo excepto n = — 1, que se excluye 
puesto que en el denominador aparece n + 1. Para demostrar (5.9) para n nega- 
tivo, basta probar que (5.10) implica P'(x) = x n cuando n es negativo y ¥= — 1, 
lo cual es fácil de verificar derivando P como función racional. Hay que tener en 
cuenta que si n es negativo, ni P(x) ni P'(x) están definidas para x = 0, y al apli- 
car (5.9) para n negativo se deben excluir aquellos intervalos [ a, b] que contienen 
el punto x = 0. 

E1 resultado del ejemplo 3 de laSección 4.5, permite extender (5.9) a todos 
los exponentes racionales (excepto — 1) siempre que el integrando esté definido 
en todos los puntos del intervalo [ a , b] en consideración. Por ejemplo, si 0 <a<b 
y n = — | se tiene: 

En el capítulo siguiente se definirá una función potencial general / tal que 
f(x) = x c para cada exponente real c. Se verá que esta función tiene por derivada 
f(x) = cx c_1 y por primitiva P(x) = x c+1 /(c +1) si c¥= 1, lo que permitirá 
extender la (5.9) a todo exponente real excepto — 1. 

Obsérvese que P’(x) = \/x no puede obtenerse por derivación de ninguna 
función de la forma P(x) = x n . No obstante, existe una función P cuva deri- 
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vada es P'(x) — l/x. Una tal función es evidentemente una integral indefinida de 
la misma; por ejemplo: 


p(x) = J ì dt si x > 0 . 

Esta integral existe, puesto que el integrando es monótono. La función así definida 
se llama logaritmo (más concretamente, logaritmo natural). Sus propiedades se 
desarrollarán de forma sistemática en el capítulo 6. 

ejemplo 2. Integración de seno y coseno. Puesto que la derivada del seno 
es el coseno y la del coseno menos el seno, el segundo teorema fundamental da 
las fórmulas siguientes: 

f 6 cos xdx = senx j 6 = sen b — sen a , 


\ b senx dx = (—cos x) | = cos a — cos b . 

Estas fórmulas se conocían ya, pues se demostraron en el capítulo 2 a partir de 
la defmición de integral. 

Se obtienen otras fórmulas de integración a partir de los ejemplos 1 y 2 
tomando sumas finitas de términos de la forma Ax n , B sen x, C cos x, donde 
A, B, C son constantes. 


5.4 Propiedades de una función deducidas de propiedades de su derivada 

Si una función / tiene derivada continua /' en un intervalo abierto /, el se- 
gundo teorema fundamental afirma que 

(5.11) f(x) =f(c) + /V(0 dt 

cualesquiera que sean x y c en /. Esta fórmula, que expresa / en función de su 
derivada /', nos permite deducir propiedades de una función a partir de propieda- 
des de su derivada. Aunque las propiedades siguientes fueron ya discutidas en el 
capítulo 4, puede ser de interés ver que pueden deducirse como sencillas conse- 
cuencias de la igualdad (5.11). 

Supongamos que /' es continua y no negativa en I. Si x > c, entonces 
Sr f(t) dt > 0, y por tanto f(x) > f(c). Es decir, si la derivada es continua y no 
negativa en I, la función es creciente en /. 
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En el teorema 2.9 se demostró que la integral indefinida de una función 
creciente es convexa. Por consiguiente, si /' es continua y creciente en /, la igual- 
dad (5.11) demuestra que / es convexa en /. Análogamente, / es cóncava en los 
intervalos en los que /' es continua y decreciente. 

5.5 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10, encontrar una primitiva de /; es decir, encon- 
trar una función P tal que P'(x)= j(x) y aplicar el segundo teorema fundamental para calcu- 
lar j(x) dx. 


1. /(.v) = 5x 3 . 

2. f(x) = 4x 4 - 12*. 


3. f(x) = (.* + IX* 3 - 2). 
x 4 + x - 3 

4 ’ /(*) = —^—. x * ( 

5. f(x) = (l + V*) 2 , * > 0. 


5. f(x) = Vlx + Vj*, 
2x* - 6x + 7 
7 -^ )= —2 


* >0. 

* >0. 


* > 0. 


9. f(x) = 3 sen * + 2* 5 . 


10. f(x) = x*' 3 - 5 cos *. 


11. Demostrar que no existe ningún polinomio / cuya derivada esté dada por la fórmula 
f(x) = \/x. 

12. Demostrar que Jo ld dt = J*|*| pa ra todo número real x. 

13. Demostrar que 


(t + |/|) 2 dt = —- (* + |*|) para todo 




14. Una función / es continua para cualquier * y sadsface la ecuación 
[ o f(t) dt = —| + * 2 + *sen 2* + cos 2* 
para todo *. Calcular f(\n) y f'(\v). 


15. Encontrar una función / y un valor de la constante c, tal que; 

f(t) dt = cos * — | para todo * real. 

16. Encontrar una función / y un valor de la constante c, tal que: 

JJ <f(t) dt = sen * — * cos * — ^* 2 para todo * real. 
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17. Existe una función / defmida y continua para todo número real x que satisface una 
ecuación de la forma: 

JV(0 dt = £ / 2 /(/) dt+Ç+Ç+c, 

donde c es una constante. Encontrar una fórmula explícita para f(x) y hallar el valor 
de la constante c. 

18. Una función / está definida para todo real x por la fórmula 

/w = 3+ rVr?*- 

Sin intentar el cálculo de esta integral, hallar un polinomio cua'drático p(x)=a+bx+cx 2 
tal que p(0) = /(0), p'(0)=/'(0), y p"(0)=f'(0). 

19. Dada una función g, continua para todo x, tal que g(l) =5 e /ó g(t) dt = 2. Póngase 
/ W = l /j (x — tf g(t) dt, demostrar que 

f'(x) = x J o g(t) dt - £ tg(t) dt, 

y calcular /"(1) y /'"(1). 

20. Sin calcular las siguientes integrales indeftnidas, hallar la derivada f'(x) en cada caso si 
f(x) es igual a 

(a) JJ (1 + / 2 r 3 dt, (b) JJ (1 + / 2 r 3 dt, (c) J* (1 + / V dt. 

21. Sin calcular la integral, calcular f'(x) si / está deftnida por la fórmula 

' (X) ~Í T+? J '- 

22. En cada caso, calcular /(2) si / es continua y satisface la fórmula dada para todo x > 0. 

(a) J'/(/) dt = x 2 (l + x) . (c) J o /<X> / 2 dt = x 2 (l + x) . 

(b) Ç f(t) dt = x 2 (l + X) . (d) J o 1 Hl+X) f(t) dt = x . 

23. La base de un sólido es el conjunto de ordenadas de una función no negativa / en el 
intervalo [0, a). Todas las secciones perpendiculares a ese intervalo son cuadrados. E1 
volumen del sólido es 

a 3 — 2 a cos a + (2 — a 2 ) sen a 

para todo a > 0. Suponiendo que / es continua en [0, o], calcular f(a). 
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24. Un mecanismo impulsa una partícula a lo largo de una recta. Está concebido de manera 
que la posición de la partícula en el instante t a partir del punto inicial 0 en la recta 
está dado por la fórmula f(t) = \t 2 + 2t sen t. E1 mecanismo trabaja perfectamente hasta 
el instante / = n en surge una avería inesperada. A partir de ese momento la partícu- 
la se mueve con velocidad constante (la velocidad adquirida en el instante t = n). Cal- 
cular : a) su velocidad en el instante / = n; b) su aceleración en el instante t = | n ; 

c) su aceleración en el instante t = f d) su posición a partir de 0 en el instante 
t = f t r. e) Hallar el instante t > n e n el que la partícula vuelve al punto inicial 0, 
o bien demostrar que nunca regresa a 0. 


25. Una partícula se desplaza a lo largo de una recta. Su posición en el instante t es /((). 
Cuando 0 < (■ < 1, la posición viene dada por la integral 


/(o- 


(No intentar el cálculo de esta integral.) Para t > 1, la partícula se mueve con acelera- 
ción constante (la aceleración adquirida en el instante t = 1). Calcular: a) su acelera- 
ción en el instante t = 2; b) su velocidad cuando t = 1; c) su velocidad cuando t > 1; 

d) la diferencia /(<) — /(1) cuando t > 1 . 


26. En cada uno de los casos siguientes encontrar una función / (con segunda derivada f" 
continua) que satisfaga a todas las condiciones indicadas, o bien explicar por qué no es 
posible encontrar una tal función. 

(a) f"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, /'(1) = 0. 

(b) f"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, /'(1) = 3. 

(c) f"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, f(x) < 100 para cada positivo x. 

(d) f"(x) > 0 para cada x, f'(0) = 1, f(x) < 100 para cada negativo x. 


27. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, siendo su posición en el instante t, f(t). 
Parte con una velocidad inicial /'(0) = 0 y tiene una aceleración continua f"(t) > 6 para 
todo t en el intervalo 0 < / < 1. Demostrar que la velocidad es f'(t) > 3 para todo t en 
un cierto intervalo [a, b], donde 0 < a < b < 1, siendo b — a = \. 


28. Dada una función / tal que la integral A(x) =fâf(t)dt exista para cada x en un inter- 
valo [a,b]. Sea c un punto del intervalo abierto (a, b). Considerar las siguientes afirma- 
ciones relativas a / y A: 


a) / es continua en c. 

b) / es discontinua en c. 

c) / es creciente en (a, b). 

d) f(c) existe. 

e) /' es continua en c. 


a) A es continua en c. 

/3) A es discontinua en c. 
y) A es convexa en (a, b). 
S) A’(c) existe. 

e) A' es continua en c. 
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En una tabla como la dibujada aquí, poner 
una T en el cuadrado correspondiente si la 
afirmación senalada con letra latina implica 
siempre la senalada con letra griega. Dejar los 
demás cuadrados en blanco. Por ejemplo, si a) 
implica a), marcaremos con una T el cuadrado 
de la esquina superior izquierda, etc. ... 


5.6 La notación de Leibniz para las primitivas 

Volvamos ahora a estudiar la relación entre integración y derivación. Primero 
comentemos un poco la notación introducida por Leibniz. 

Hemos definido una primitiva P de una función / como cualquier función 
para la que P\x ) = f(x). Si / es continua en un intervalo, una primitiva viene 
dada por una fórmula de la forma 

P(*) = dt , 

y todas las demás primitivas pueden diferir de esa tan sólo en un constante. 
Leibniz usó el símbolo j 'f(x)dx para designar una primitiva general de /. Con 
esta notación, una igualdad como 

( 5 - 12 ) J f(x) dx = P(x) + C 

se considera como otra forma de escribir P’(x) = f(x). Por ejemplo, ya que la 
derivada del seno es el coseno, podemos escribir 

(5.13) J 

cos x dx = sen x + C . 

Análogamente, ya que la derivada de x K+, /(n + 1) es x n , podemos escribir 
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para cualquier potencia racional con tal que n¥= — 1. E1 símbolo C representa 
una constante arbitraria de modo que cada una de las igualdades (5.13) y (5.14) 
es en realidad una afirmación en torno a un conjunto completo de funciones. 

A pesar de la semejanza aparente, el símbolo ff(x) dx es conceptualmente 
distinto del símbolo de integración f(x) dx. Los dos han sido originados por 
procesos completamente distintos: la diferenciación y la integración. Sin em- 
bargo, como estos procesos están relacionados por los teoremas fundamentales 
del Cálculo, hay relaciones entre ambos símbolos. 

E1 primer teorema fundamental indica que cada integral indefmida de / 
es también una primitiva de /. Por lo cual, en (5.12) se puede sustituir P(x) por 
j x c f(t)dt donde c es un cierto límite inferior y resulta: 


( 5 - 15 ) jf(x)dx = j*f(t)dt + C. 

Esto indica que se puede considerar el símbolo ff(x) dx como representante 
de una integral indefmida de /, más una constante. 

E1 segundo teorema fundamental, expresa que para cada primitiva P de / 
y cada constante C, se tiene: 

j b a mdx = [P(x) + c] |;. 

Si se sustituye P(x) + C por ff(x)dx, esta fórmula se puede escribir en la forma: 
(5.16) jj(x)dx = jf(x)dx\ b a . 

Las dos fórmulas (5.15) y (5.16) pueden considerarse como una expresión 
simbólica de los teoremas primero y segundo fundamentales del Cálculo. 

Debido a una larga tradición, muchos tratados de Cálculo consideran el 
símbolo jjf(x)dx como representante de una“integral indefinida”y no de una 
función primitiva o antiderivada. Esto está justificado, en parte, por la ecua- 
ción (5.15) que dice que el símbolo ff(x)dx es, además de una constante adi- 
tiva C, una integral indefinida de /. Por la misma razón, muchos formularios de 
Matemática contienen extensas listas de fórmulas llamadas «tablas de integrales 
indefinidas» siendo en realidad tablas de funciones primitivas. Para distinguir el 
símbolo ff(x)dx de J '; f(x) dx el último se denomina integral definida. Puesto 
que el segundo teorema fundamental reduce el problema de la integración al 
de buscar primitivas, la expresión «técnica de integración» se refiere al estudio de 
un método sistemático para hallar primitivas. Esta terminología se encuentra 
muchísimo en la literatura matemática y se adoptará también en este libro. Así, 
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por ejemplo, cuando se pide la «integral» J/(x) dx se ha de ent.ender que lo que 
se desea es la primitiva más general de /. 

Principalmente se siguen tres técnicas en la construcción de tablas de inte- 
grales indefinidas, que ha de conocer todo el que desee manejar ágilmente el 
instrumento del Cálculo. Son 1) integración por sustitución (que se expondrá en 
el apartado que sigue), método basado en la regla de la cadena; 2) integración 
por partes, método basado en la fórmula de diferenciación de un producto (que 
se expondrá en el apartado 5.9); y 3) integración por descomposición en jrac- 
ciones simples, que es una técnica algebraica que se discutirá al fmal del capí- 
tulo 6. Estas técnicas no sólo explican cómo se han construido las tablas de 
integrales indefinidas, sino que también ensenan a transformar ciertas integrales, 
reduciéndolas a otras básicas que se encuentran en las tablas. 


5.7 Integración por sustitucion 

Sea Q la composición de dos funciones P y g, es decir Q(x) = P[g(x)] 
para todo x en un cierto intervalo /. Si conocemos la derivada de P, sea 
P'{x) = J(x), la regla de la cadena nos dice que la derivada de Q viene dada por 
la fórmula Q'(x) = P'[g(x)]g'(x). Puesto que P’ = f, esto nos asegura que 
Q\x) = /[g(x)]g'(x). En otras palabras 

(5.17) P'(x) = f(x) implica Q’(x) = f[g(x)]g'(x). 

Con la notación de Leibniz, esta afirmación puede escribirse del modo siguiente; 
Si tenemos la fórmula de integración 

(5.18) / f(x) dx = P(x) + C , 
tenemos también la fórmula más general 


(5.19) //[g(x)]g'(x) dx = P[g(x)] + C . 

Por ejemplo, si f(x) = cosx, en la (5.18) deberá ponerse P(x) = sen x, de 
modo que (5.19) se convierte en 

(5.20) / cos g(x) ■ g'(x) dx = sen g(x) + C . 

En particular, si g(x) = x 3 , se obtiene 

/ cos x 3 • 3x 2 dx = sen x 3 + C , 
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resultado que se comprueba directamente y con facilidad puesto que la derivada 
de sen x 3 es 3x 2 cos r\ 

Observemos ahora que la fórmula general (5.19) está relacionada a la (5.18) 
por un sencillo proceso mecánico. Supongamos que en (5.19) sustituimos g(x) por 
un nuevo símbolo u y reemplacemos g'(x) por du/dx, según la notación de Leibniz 
para las derivadas. Entonces la (5.19) se transforma en 

$m^dx = p(u) + c. 


A1 llegar aquí uno está fuertemente tentado de reemplazar la combinación — dx 

dx 

por du. Si lo hacemos, la última fórmula toma el aspecto 
(5.21) J/(u) du = P(u) + C . 

Obsérvese que esta fórmula tiene exactamente la misma forma que (5.18), salvo 
que en todas partes en vez del símbolo x aparece el símbolo u. Es decir, cada 
fórmula de integración tal como (5.18) puede dar lugar a otra más general sin 
más que hacer una simple sustitución de símbolos. Se sustituye x en (5.18) por 
un nuevo símbolo u para obtener (5.21), y después se considera que u representa 
una nueva función de x, tal como u = g(x). Reemplazamos entonces el símbolo 
du por la combinación g'(x)dx, y la igualdad (5.21) se reduce a la fórmula gene- 
ral (5.19). 

Por ejemplo, si sustituimos x por u en la fórmula f cos x dx = sen x + C, 
obtenemos 


J cos u du = sen u + C . 

En esta última fórmula, u se puede reemplazar por g(x) y du por g'(x) dx, y re- 
sulta una fórmula correcta de integración (5.20). 

Cuando este proceso mecánico se usa a la inversa, conduce al llamado método 
de integración por sustitución. E1 objeto de este método es transformar una in- 
tegral con un integrando complicado, tal como J3x 2 cos x 3 dx, en una integral 
más sencilla, como la / cos u du. E1 método es aplicable siempre que la integral 
original puede escribirse en la forma 

\f\g(x)]g'(x) dx, 

ya que la sustitución 


= g(x), du = g'(x) dx , 
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la transforma en //(«) du. Si se sabe efectuar esta integración, obtenemos una 
primitiva, llamémosla P(u), y la integral original se obtiene sustituyendo u por 
g(x) en la fórmula de P(u). 

E1 lector puede comprobar que no hemos atribuido signifìcado alguno a los 
símbolos dx y du como tales. Se utilizan como instrumentos puramente for- 
males que nos ayudan a tratar las operaciones matemáticas en forma mecánica. 
Cada vez que utilizamos el método, estamos en realidad aplicando la afirma- 
ción (5.17). 

E1 éxito de este método depende de la habilidad en determinar la parte de 
integrando que se ha de substituir por el símbolo u, y esta habilidad se adquiere 
con la experiencia que se logra resolviendo casos particulares. Los ejemplos 
especialmente seleccionados que se dan a continuación ensenan la manera de 
aplicar este método en la práctica. 

ejemplo 1. Integrar fx :< cos x 4 dx. 

Solución. Se trata de encontrar / y g adecuadamente para poder escribir 
x 3 cos x* en la forma /[g(x)]g'(x). Puesto que cos x* es una función compuesta, 
se puede tomar f(x) = cos x y g(x) = x*, y de esta manera cos x* se expresa 
en la forma f[g(x)]. Con esta elección de g es g'(x) = 4x 3 y por tanto 
f[g(x)]g'(x) = (cos x^x 3 ). E1 factor 4 que aparece de más, se puede introducir 
fácilmente multiplicando y dividiendo el integrando por 4. Así se tiene: 

x 3 cos x 4 = ](cos x 4 )(4x 3 ) = è/[g(x)]g'(x). 

Haciendo ahora la sustitución u = g(x) = x 4 , du = g'(x) dx = 4x 3 dx, se tiene 
J x 3 cos x 4 dx = l J f(u) du = J J cos u du = £sen u + C . 

Sustituyendo u por x 4 en el resultado final, se obtiene la fórmula: 

f x 3 cos x 4 dx = ] sen x 4 + C , 


que se puede comprobar directamente por derivación. 

Cuando se tiene un poco de práctica algunos de los pasos se efectúan men- 
talmente, y el cálculo se realiza de manera breve como sigue: 

Sea u = x*; entonces, du = 4 x 3 dx, y se obtiene: 

| X 3 cos x 4 dx = -f (" (cos x + )(4x 3 dx) = / j cos u du = j-sen u + C = /sen x 1 + C . 
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Obsérvese que el método se puede aplicar en este ejemplo, porque el exponente 
del factor x 3 es el de x en cos x* disminuido en una unidad. 


ejemplo 2. Integral / cos 2 xsenx dx. 

Solución. Sea u = cos x. entonces du = —sen x dx, y se tiene 

J cos 2 x sen x dx = — J (cos x) 2 (—sen x dx) — — J u 2 du = — y + C = — — j X + C. 
También aquí se comprueba fácilmente el resultado final por derivación. 
ejemplo 3. Integrar í sen j x _ 

J Vx 

Solución. Sea u—V x =x 1/2 , entonces du = £x -1 / 2 dx o sea dx/Vx=2du. 
Por tanto, 


J dx = 2jsen u du = — 2 cos u + C = — 2 cos Vx + C . 

f xdx 
JV 1 + x 2 ' 


ejemplo 4. Integrar 


Solución. Sea u = 1 + x 2 , entonces du = 2x dx, es decir xdx = \ du, y 
se obtiene: 



E1 método de sustitución es igualmente aplicable a las integrales definidas. 
Por ejemplo, para calcular la integral definida Jó /2 cos 2 x sen x dx se determina 
primero la integral indefinida, como se hizo en el ejemplo 2, y luego haciendo 
uso del segundo teorema fundamental se puede escribir: 

r- * * dx= - 3 c ° s ’ * i:=- 3 ( c ° s ’ i - c ° s ’ °) ■ 3 ■ 

Algunas veces interesa aplicar el segundo teorema fundamental a la integral 
expresada en función de u; sin embargo, en este caso se han de introducir pre- 
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cisamente unos nuevos límites de integración. En primer lugar se presentará 
un ejemplo en el que se ponga de manifiesto el método que se sigue, y después 
se justificará el proceso con un teorema general. 


ejemplo 5. 


Calcular 


|~ 3 (x + l)dx 


Solución. Sea u — x 2 + 2x + 3. Entonces du = (2x + 2 ) dx y por tanto, 

(x + 1) dx 1 du 
V x 2 + 2x + 3 2 Vu ‘ 

Para obtener los nuevos límites de integración se tiene en cuenta que u = 11 si 
x = 2 y que u = 18 si x = 3, y en consecuencia es: 


r (x +1) dx i r i8 M _ 1/2 

V x 2 + 2x + 3 2Ju 


du = Vw 


a/18 - VTÏ . 


A1 mismo resultado se llega cuando se expresa todo en función de x. 

f 3 ( x + dx - V x 2 + 2x + 3 3 = VÎ8 - VTÏ . 
J 2 V x 2 + 2x + 3 2 


Demostramos ahora un teorema general que justifìca el proceso seguido en 
el ejemplo 5. 

TEOREMA 5.4. TEOREMA DE SUSTITUCIÓN PARA INTEGRALES. SupongamOS 
que g tiene una derivada continua g' en un intervalo abierto I. Sea J el conjunto 
de valores que toma g en I y supongamos que f es continua en /. Entonces para 
cada x y cada c en I, tenemos 

(5.22) /*/[g(0]g'(0 dt = f’ < ’ > /(«) du . 

Demostración. Sea a = g(c) y definamos dos nuevas funciones P y Q del 
siguiente modo: 


P(x) = f(u) du 


si x e J, 


Q(x) = jj[g(t)]gV) dt si xel. 
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Puesto que P y Q son integrales indefinidas de funciones continuas, tienen deri- 
vadas dadas por las fórmulas 

P'{x) =/(*), Q'(x) =f[g(x)]g'(x). 

Llamemos ahora R a la función compuesta, R(x) = P[g(x)]. Con la regla de 
la cadena, encontramos 

R’(X) = p'[g(x)]g'(x) =f[g(x)]g'(x) = Q'(x) . 

Aplicando dos veces el segundo teorema fundamental, obtenemos 

ra(x) rg(x) 

L) m du = L p,(u) du= p[g(x)] - p[ « (c)] =*(*) - p(c > - 

y 

f/[g ( 0]g'(0 dt = J* Q’(t) dt = f' R'(t) dt = R(x) - R(c). 

Esto demuestra que las dos integrales (5.22) son iguales. 

5.8 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 20, aplicar el método de sustitución para calcular las integrales. 


2. jxV 1 +3 xdx. 


f 1 ' 3 xdx 

4 ‘ 

, r (x + i)dx 
5 - J (x 2 +2x + 2 f ■ 

6. jsen 3 x dx. 

7. jz(z - 1) 1/3 

f cos x dx 



15. Jí(l +tf / *dt. 

16. J(x» + 1 y*!*dx. 
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17. jx 2 (8x 3 + 27) 2/3 dx. 


Ç (sen x + cos x) dx 
J (senx — cos jc ) 1/3 ' 


J V 1 +X 2 + V (1 +* 2 ) 3 ' 
r (x* +1 - 2x) i/s í/x 


21. Deducir las fórmulas de los teoremas 1.18 y 1.19 por medio del método de sustitución. 

22. Sea 


donde a > 0 y p y q son enteros positivos. Demostrar que F(x, a) = a^^Fixja, 1). 

23. Demostrar que 


n dt _ n'* dt 

} x \ +í 2 "Jx 1 +í® 


si X > 0 . 


24. Demostrar que 

Jj x m (l -x) n dx= Jj x n (\ - x) m dx. 

si m y n son enteros positivos 

25. Demostrar que 


Jj /2 cos m xsen™ xdx = 2~ m f’'* cos m x dx . 
si m es un entero positivo. 


26. (a) Demostrar que 


-i/ D ' /(sen jc) dx . [Indicación: u = tt — xl- 

(b) Aplicar (a) para deducir la fórmula: 

f x sen x = n dx 
J 0 1 + cos 2 X n J 0 1 + X? ' 

27. Demostrar que JJ (1 — x 2 ) n l/2 dx = Jj /2 cos 2n u du si n es un entero positivo. [ Indica- 
ción: x — sen u.] La integral del segundo miembro se puede calcular por el método de 
integración por partes que se expondrá en la Sección siguiente. 
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5.9 Integración por partes 

Se demostró en el capítulo 4 que la derivada de un producto de dos fun- 
ciones / y g está dada por la fórmula: 

h'(x) =f(x)g'(x) +f’(x)g(x), 

donde h(x) = f(x) • g(x). Traduciendo esto a la notación de Leibniz para pri- 
mitivas se tiene J f(x)g '(x) dx + J f’(x)g(x) dx = f(x)g(x) + C, que se escribe 
usualmente en la forma 


(5.23) J f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) - J f’(x)g(x) dx + C . 


Esta igualdad, conocida por fórmula de integración por partes, da lugar a una 
nueva técnica de integración. 

Para calcular una integral, por ejemplo J k(x) dx, aplicando (5.23), se han 
de encontrar dos funciones / y g de manera que k(x) se pueda escribir en la 
forma f(x)g'(x). Si esto es posible, aplicando (5.23) se tendrá: 

J k(x) dx =f(x)g(x) - J g(x)f'(x) dx + C, 


reduciéndose el cálculo de la integral dada al de la J g(x)f(x) dx. Para que 
el método sea eficaz se han de elegir / y g adecuadamente, de manera que esta 
última integral pueda calcularse con más facilidad que la original. Algunas 
veces, reiterando la aplicación de (5.23) se llega a una integral de más fácil 
cálculo o que se encuentra en la tabla. Los ejemplos resueltos a continuación 
ponen de manifiesto las ventajas de este método. En el caso de integrales defi- 
nidas, la fórmula (5.23) se transforma en 


(VWg'W dx =f(b)g(b) -f(a)g(a) - jj'(x)g(x) dx . 

Poniendo u = f(x) y v — g(x) se tiene du = f(x) dx. y dv = g'(x) dx y la 
fórmula de integración por partes toma una forma abreviada que parece más 
fácil de recordar: 


( 5 . 24 ) 


— J v du + C . 
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ejemplo 1. Integrar Jxcos xdx. 

Solución. Se elige f(x) — x y g'(x) = cos x, de donde f'(x) = 1 y g(x) = 
= sen x y en virtud de (5.20) se tiene: 

(5.25) J x cos x dx = x senx — Jsenx dx + C = xsen x + cos x + C . 

Obsérvese que en este caso, la segunda integral ya es conocida. 

Para efectuar el mismo cálculo utilizando la notación abreviada de (5.24) se 
escribe: 


u = x, dv = cos x dx , 

du = dx, v = Jcos xdx = sen x, 

J x cos x dx = uv — J v du = x senx — Jsen x dx + C = x sen x + cos x + C . 

Si se hubiera elegido u = cos x y dv — x dx, de donde du = — sen x dx 
y v = \x 2 , y (5.24), resultaría: 

J xcosx dx = £x 2 cos x — £ J x 2 (—senx) dx + C = £x 2 cosx + £ J x 2 senx dx + C . 

Como la última integral que aparece no ha sido todavía calculada, esta elección 
de u, v no es útil para el cálculo de la integral dada. Obsérvese, sin embargo, 
que esta última ecuación podría resolverse respecto a /x 2 sen x dx y aplicar 
(5.25) con lo cual se obtendría: 

J x 2 sen x dx = 2x senx + 2 cos x — x 2 cos x + C . 


ejemplo 2. Integrar /x 2 cos x dx. 


Solución. Sea u = x 2 y dv = cos x dx, entonces du = 2 xdx y v = 

/ cos x dx = sen x, con lo cual se tiene: 

(5.26) J x 2 cos x dx = J u dv = uv — J v du + C = x 2 senx — 2 J xsenx dx + C . 
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Esta última integral se puede calcular aplicando de nuevo el método de integra- 
ción por partes. Puesto que es análogo al ejemplo 1, se puede escribir directa- 
mente el resultado 


/ 


senx dx = —x cos x + sen x + C . 


Sustituyendo en (5.26) y agrupando las dos constantes arbitrarias en una, se 
tiene: 


í 


x 2 cos xdx = x 2 senx + 2x cos x — 2senx + C . 


ejemplo 3. Algunas veces el método falla porque conduce de nuevo a la 
integral original. Por ejemplo, al intentar calcular por partes la integral 
Jx -l dx. Si se hace u = x y dv = x~ 2 dx, entonces Jx _l dx = fudv. Con esta 
elección de u y v se tiene du = dx y v = — x -1 de manera que (5.24) da: 

(5.27) J X" 1 dx = | u dv = uv - j v du + C = -1 + J x _1 dx + C , 

y se vuelve al punto de partida. Por otra parte, la situación no mejora si se in- 
tenta u = x" y dv = x _n_1 dx. 

Este ejemplo se usa con frecuencia para evidenciar la importancia de no 
olvidar la constante arbitraria C. Si en la fórmula (5.27) no se hubiera escrito 
la C, se hubiera llegado a la ecuación Jx _1 dx = — 1 + Jx _1 dx que se utiliza 
algunas veces para dar una aparente demostración de que 0 = — 1. 

Como aplicación del método de integración por partes, se obtiene otra ver- 
sión del teorema del valor medio ponderado para integrales (teorema 3.16). 

TEOREMA 5.5. SEGUNDO TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. 
Supongamos que g es continua en [a, 6], y que f tiene derivada continua y que 
nunca cambia de signo en [a, 6]. Entonces, para un cierto c de [a, 6], tenemos 

(5.28) JJ/(x)g(x) dx = f(a ) JJ g(x) dx + f(b) JJ g(x) dx . 

Demostración. Sea G(x) = J* g(t) dt. Como que g es continua, tenemos 
G'(x) = g(x). Por consiguiente, la integración por partes nos da 

(5.29) jj(x)g(x) dx = JV(x)G'(x) dx = f(b)G(b) - jj'(x)G(x) dx , 
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puesto que G(a) = 0. Según el teorema del valor medio ponderado, se tiene 
/V'WG(x) dx = G(c) jj’(x) dx = G(c)[f(b) - f(a)] 
para un cierto c en [a, &]. Por consiguiente (5,29), se convierte en 
f/(x)g(x) dx = f(b)G(b) - G(c)[f(b) — f(a)\ = f(a)G(c) + f(b)[G(b) - G(c)]. 

Esto demuestra (5.28) ya que G(c) = J' g(x) dx y G(b) — G(c) = /(' g(x) dx. 

5.10 Ejercicios 

Con el método de integración por partes calcular las integrales de los Ejercicios 1 al 6. 

1. Jx sen x dx. 4. /x 3 senxdx. 

2. / x 2 sen x dx. 5. /sen x cos x dx. 

3. jx 3 cosxdx. 6. Jx sen x cos x dx. 

7. Con la integración por partes deducir la fórmula 

/sen 2 x dx = -senx cos x + /cos 2 x dx . 

En la segunda integral, poner cos 2 x = 1 - sen 2 x y así deducir la fórmula 
/sen 2 x dx = \x — Jsen 2x . 

8. Integrando por partes deducir la fórmula 

/sen" x dx = -sen"” 1 x cos x + (n — 1) Jsen" -2 x cos 2 x dx , 

En la segunda integral, poner cos 2 x = 1 — sen 2 x y con eso deducir la fórmula recurrente 



9. Con los resultados de los Ejercicios 7 y 8 demostrar que 
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(b) J o sen 4 xdx = 4 J # sen 2 xáx==-. 

(c) J sen 6 x dx = ^ J sen * xdx = 1 ^- 


10. Con los resultados de los Ejercicios 7 y 8 deducir las siguientes fórmulas. 

(a) jsen 3 xdx = -f cos x + îVcos 3 x. 

(b) Jsen 4 xdx = f x - f sen 2x + ^ sen4x. 

(c) Jsen 5 xdx = — fx + 4% cos 3x — /0 cos 5x. 

11. Con la integración por partes y los resultados de los Ejercicios 7 y 10 deducir las 
guientes fórmulas. 

(a) Jxsen 2 x dx = f x 2 — J x sen 2x - i cos 2x. 

(b) Jxsen 3 xdx = f sen x - tts sen 3x - fx cos x + iV x cos 3x. 

(c) Jx 2 sen 2 x dx = fx 8 + (i - fx 2 )sen 2x - fx cos 2x. 

12. Integrando por partes deducir la fórmula recurrente 



13. Utilizar el resultado del Ejercicio 12 para obtener la fórmula siguiente. 

(a) Jcos 2 x dx = £x + f sen 2x. 

(b) Jcos 3 x t/x = f sen x + sen 3x. 

(c) Jcos 4 x dx = fx + \ sen2x + ^ sen4x. 

14. Integrando por partes demostrar que 


jvT=7’*:- x VT^ + f v jÌ=*. 

Iitegral y deducir la fón 

J V 1 - x 2 dx = ixV 1 -x 2 + ij d 


Poner x 2 = x 2 — 1 + 1 en la segunda integral y deducir la fórmula 

= dx. 
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15. a) Usar la integración por partes para deducir la fórmula 


/ 


(a 2 - x 2 ) n dx = 


x(a 2 - x 2 )" 
2 n + 1 


2 a 2 n 

2 n + 1 




x 2 Y~'dx + C. 


b) Utilizar la parte a) para calcular Jj (a 2 — jt 2 ) 5/2 dx. 


16. (a) Si I n (x) = t n (t 2 + a 2 ) 1/2 dt, aplicar el método de integración por partes para 
demostrar que 


nl n (x) = + a 2 -(n- 1 )a 2 I n _ 2 (x) si n>2. 

(b) Aplicando (a) demostrar que Jo * 5 (* 2 + 5) -1/2 dx = 168/5 — 40'\/5/3. 

17. Calcular la integral JI X / 3 (4 + t 3 )~ 1/2 dt, sabiendo que J-t (4 + /3 ) 1/2 dt = 11,35. De- 
jar el resultado en función de ■y/ï y \/3Ï. 

18. Integrando por partes deducir la fórmula 



Aplicar la fórmula para integrar J tan 2 x dx y J tan 4 x dx. 


19. Integrando por partes deducir la fórmula 


rcos TO+1 x ^ 1 cos TO x m f cos TO_1 x ^ 

J sen" +1 x _ n sen” x n J sen" -1 x 


Utilizar la fórmula para integrar J cot 2 x dx y J cot 4 x dx. 

20. a) Hallar un entero n tal que n JJ xf"(2x) dx = Jjj tf"(t) dt. 

b) Calcular JJ xf"(2x)dx, sabiendo que /(0) = 1, f(2) = 3, y /'(2) = 5. 

21. a) Si </>' es continua y no nula en [a, b], y si existe una constante m> 0 tal que 
<j>'(t) > m para todo t sn [a,b], usar el teorema 5.5 para demostrar que 

11 ^ *(/)<*! <*-. 


[Indicación: Multiplicar y dividir el integrando por 0'(í).] 

b) Si a > 0, demostrar que |J* sen (t 2 ) dt\ <, 2ja P ara todo x > a. 
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*5.11 Ejercicios de repaso 

1. Sea / un polinomio tal que /(0) = 1 y sea g(x) = x*f(x). Calcular g(0), g'(0), .... g"(0). 

2. Hallar un polinomio P de grado < 5 tal que P( 0) = 1, P(l) =2, P'( 0) = P"( 0) = 

= Hl) = P"( 1) = 0. 

3. Si f(x) = cos x y g(x) = sen x, demostrar que 

fM(x) = cos (x + \nn) y g M (x) = sen(x + Inn). 

4. Si h(x) = f(x)g(x), demostrar que la derivada n-ésima de h viene dada por la fórmula 

h M (x) = ^i n k )r k Kx)g in - k) (x), 

k^0 '' 

en donde © representa el coeficiente binomial. Esta es la llamada fórmula de Leibniz. 

5. Dadas dos funciones f y g cuyas derivadas f' y g' satisfacen las ecuaciones 

(5.30) f'(x) = g(x), g’(x) = -f(x), f( 0) = 0, gQS) = 1, 

para todo x en un cierto intervalo abierto / que contiene el 0. Por ejemplo, esas ecua- 
ciones se satisfacen cuando f(x) = sen x y g(jc) = cos x. 

a) Demostrar que f\x) + g\x) = 1 para todo x de /. 

b) Sean F y G òtro par de funciones que satisfagan (5.30). Demostrar que F(x) = f(x) y 
G(x) = g(x), para todo x de /. 

[Indicación: Considerar h(x) = [F(x) -/(jc )] 2 + [G(*) -^W] 2 .] 

c) iQué más se puede decir acerca de las funciones / y g que satisfacen (5.30)? 

6. Una función /, definida para todo número real positivo, satisface la ecuación f(x 2 ) = x 3 
para cada x > 0. Determinar f'( 4). 

7. Una función g definida para todo número real positivo satisface las dos condiciones si- 
guientes: g(l) = 1 y g’(x 2 ) = x 3 para todo x > 0. Calcular g(4). 

8. Demostrar que 


psenf 

J.rrr* 


para todo x > 0. 



Figura 5.2 Ejercicio 9. 
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9. Sean C 2 y C 2 dos curvas que pasan por el origen tal como se indica en la figura 5.2. 
Una curva C se dice que «biseca en área» la región entre C, y C 2 , si para cada punto P 
de C las dos regiones A y B sombreadas en la figura, tienen la misma área. Determinat 
la curva superior C 2 , sabiendo que la curva bisectriz C tiene de ecuación y = x 2 y que 
la curva inferior C t tiene de ecuación y = | x 2 . 

10. Una función / está definida para todo x como sigue: 


m = 


si x es racional, 
si x es irracional. 


Póngase Q(h) = f(h)/h si h ■+ 0. a) Demostrar que Q(h) —> 0 cuando h —» 0. b) De- 
mostrar que / tiene derivada en 0, y calcular f'(0). 

En los ejercicios 11 al 20, calcular las integrales dadas. Intentar la simplificación de los 
cálculos utilizando el método de sustitución o la integración por partes cuando sea posible. 


11. ("(2 + 3x) sen 5x dx. 

12. jxVí + x 2 dx. 


13. J^jcOc* _ 1 f dx. 

f 1 2x + 3 

14. 77- zr~dx. 

Jo (6x + 7) 3 

15. jx*( 1 + x 5 ) 6 dx. 


16. JV(1 - x) 20 dx. 

17. JV 2 sen~rfjc. 


18. Jse 


19. Jjc sen x 2 cos je a t/x. 

20. JvTT 3 cos 2 x sen 2x dx. 


21. Demostrar que el valor de la integral j’jj 375jc 5 (jc 2 + 1 ) -4 dx es 2" para un cierto en- 

22. Determinar un par de números a y b para los cuales ÍJ (ax + b)(x 2 + 3x + 2) -2 dx = 
= 3/2. 

23. Sea / n = j‘(l - x 2 ) n dx. Demostrar que (2 n + l)/ n = 2w /„_!, y utilizar esta relación 
4/3,4 y / 5 . 

24. Sea / r (w, n) = Jg / m (l + /) n dt, m > 0, n > 0. Demostrar que 


(m + \)F(m, n) + nF(m + 1, n — 1) = jc m+1 (l + x) n . 


Utilizar este resultado para calcular F( 10, 2). 

25. Sea f(ri) = Jj /4 tan" x dx donde n > 1. Demostrar que 


(a) f(n + 1) </(«). 



274 


Relación entre integración y derivación 


(b) f(n) +f(n - 2) = si n > 2. 

(c) < 2/(«) C si n > 2. 


26. Calcular /(0), sabiendo que f(ir) = 2 y que J| \[f(x) + f"(x)] sen x dx = 5. 

27. Designar por A el valor de la integrai 


So(x+2f dX ■ 

función de . 
sen x cos j 

J 0 x + l 

al 33 
do. 

/í 


y calcular la siguiente integral en función de A: 

-dx. 


Las fórmulas de los Ejercicios 28 al 33 aparecen en tablas de integrales. Comprobar cada 
una de ellas por cualquier ctro método. 


28 jVI±E dx _ 2 VÏTYx + a J xV7T bi + C 
29. J x n Vax + bdx = + + *)® /2 - nb Jx n-1 Vax + b dx^ .+ C(n jt -|). 

30 í^ & -ra('’ v ^-"”ív^‘ fe ) +c 

31. f—,f + C C#l). 

J x n Vax + b (n — l)to n_1 ( 2/I — 2)bJ x n Wax + b 

f cos m x cos m_1 x m — 1 f cos m ” 2 x 

32. —— dx = ;--— -y- +- -— dx + C (m*n). 

J sen" x (m — n) sen” m — nj sen n x 

r cos m x cos m+1 x m — n + 2 r cos m x 

J sen" x (n — l)sen” 1 x n - 1 J sen” 2 x 


34. a) Encontrar un polinomio P(x) tal que P\x) — 3 P(x) = 4 — 5x + 3x 2 . Demostrar que 
existe una sola solución. 

b) Si Q(x) es un polinomio dado, demostrar que existe uno y sólo un polinomio P(x) 
tal que P'(x) - 3 P(x) = Q(x). 

35. Una sucesión de polinomios (llamados polinomios de Bernoulli) se defìne por inducción 
como sigue: 


Po(x) = 1; P' n (x) = nP^x) 


y JJi’níx) dx = 0 si nèl. 
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a) Determinar fórmulas explícitas para Pi(x), P 2 (x), .... P & (x). 

b) Demostrar, por inducción, que P„(x) es un polinomio en x de grado n, siendo el tér- 
mino de mayor grado x'. 

c) Demcstrar que P„( 0) = P n ( 1) si n >2. 

d) Demostrar que P n (x + 1) - P n (x) = /ix” -1 siw 1. 

e) Demostrar que para n < 2 tenemos 


*- 1 


Pn+m -P n+1 (0 ) 


f) Demostrar que P n ( 1 — x) = (—1 ) n P n (x) si n > 1. 

g) Demostrar que P 2rî+1 (0) = 0 y / > 2 „__ 1 (J) =0 si n > 1. 

36. Suponiendo que |/"(x)| < m para cada x en el intervalo [0,«], y que / toma su mayor 
valor en un punto interior de este intervalo, demostrar que |/'(0)|+ j'(á)\ < am. Puede su- 
ponerse que /"sea continua en [0, a]. 
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FUNCIÓN LOGARITMO, 

FUNCIÓN EXPONENCIAL Y 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


6.1 Introducción 

Quien fije su atención en relaciones cuantitativas, o estudia propiedades 
de funciones conocidas, o trata de descubrir propiedades de una función des- 
conocida. E1 concepto de función es tan extenso y tan general que no es sor- 
prendente encontrar una inmensa variedad de funciones que se presentan en la 
naturaleza. Lo que sí es sorprendente es que un corto número de funciones espe- 
ciales rijan una multitud de fenómenos naturales totalmente diferentes. En este 
capítulo se estudiarán algunas de estas funciones, en primer lugar la función 
logarítmica y su inversa (la función exponencial) y luego las funciones inversas 
de las funciones trigonométricas. Todo aquel que estudie Matemática, ya sea 
como una disciplina abstracta, o como instrumento en otros dominios científicos, 
encontrará indispensable un conocimiento teórico y práctico de estas funciones 
y sus propiedades. 

Probablemente el lector habrá tenido ocasión de trabajar con logaritmos 
de base 10 en Álgebra elemental o Trigonometría. La definición dada corrien- 
temente en Álgebra elemental es la siguiente. Si x > 0, el logaritmo de x en 
base 10, indicado por log 10 x es un un número real u tal que 10“ = x. Si x — 10“ 
e y — 10”, se tiene: xy — ÌO" 4 ”, igualdad que por medio de logaritmos se 
expresa de la forma siguiente: 

(6.1) logm (xy) - log 10 x + log 10 y. 

Esta propiedad fundamental, hace que los logaritmos sean particularmente aplica- 
bles a los cálculos que contienen multiplicaciones. Es práctico usar el número 10 
como base ya que los números reales se escriben cómodamente en el sistema de- 
cimal, y algunos números importantes tales como 0,01, 0,1, 1, 10, 100, 1000,... 
tienen por logaritmos los enteros — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ..., respectivamente. 
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Sin embargo, no es preciso tomar como base el número 10; cualquier otro 
entero y positivo b ¥= \ también puede tomarse como base; así: 

(6-2) u = log„ x significa x = b u , 

y la propiedad fundamental (6.1) se expresa aquí: 

(6-3) logj (xy) = logj jc + logj y. 

Examinando la definición (6.2) desde un punto de vista crítico, se le en- 
cuentran algunos fallos lógicos. En primer lugar, para entender (6.2) es preciso 
saber qué significa b u . Cuando u es un entero o un número racional (cociente 
de dos enteros) es fácil de definir, pero no ocurre lo mismo cuando u es irracional. 
Por ejemplo, icómo se defmirá ÌO^? Aunque se llegue a obtener una defìnición 
satisfactoria para b u , se presentan otras difícultades hasta poder llegar a con- 
siderar (6.2) como una buena definición de logaritmo: se habrá de demostrar 
que para cada x > 0, existe un u tal que x — b u ; y además que la ley de los 
exponente b"b v = b u+v , se verifica para todos los exponentes reales u y v. 

Se pueden vencer todas estas dificultades y llegar a una definición satis- 
factoria de logaritmo por este método pero el proceso es largo y pesado. Afor- 
tunadamente, el estudio de los logaritmos se puede llevar a cabo por un ca- 
mino completamente distinto que es mucho más simple y muestra el poder y 
la elegancia de los métodos de cálculo: primero se introduce el logaritmo, y 
luego se usan los logaritmos para definir b u . 


6.2 Definición del logaritmo natural como integral 

E1 logaritmo es un ejemplo de un concepto matemático que puede ser defi- 
nido por muchos caminos distintos. Cuando un matemático intenta formular 
una defmición de un concepto, en general tiene en su pensamiento una serie 
de propiedades que él desea que tenga este concepto. Examinando estas pro- 
piedades es conducido frecuentemente a una fórmula o proceso simple que 
sirve como definición y de la cual surgen estas propiedades como deducciones 
lógicas. Se verá a continuación cómo mediante este proceso se puede llegar a 
la definición de logaritmo. 

Una de las propiedades que se desea que tenga el logaritmo es que el loga- 
ritmo de un producto sea igual a la suma de los logaritmos de cada uno de 
los factores. Esta propiedad se considerará en sí misma y se verá a dónde se 
puede llegar a partir de ella. Si se supone el logaritmo como una función /, 
se desea que esta función tenga la propiedad expresada por la fórmula 

( 6 - 4 ) Axy) =f(x) +f(y) 

donde x, y, xy pertenecen al dominio de la función f. 
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Una ecuación tal como (6.4) que expresa una relación entre los valores de 
una función en dos o más puntos, se denomina una ecuación funcional. Muchos 
problemas matemáticos se reducen a resolver una ecuación funcional en la que 
una solución es una función que la satisfaga. Ordinariamente una ecuación de 
esta clase tiene muchas soluciones distintas y en general es muy difícil encon- 
trarlas todas. Es más fácil buscar sólo aquellas soluciones que tienen alguna otra 
propiedad, tal como continuidad o diferenciabilidad, y generalmente éstas son 
las únicas soluciones que interesan. Este criterio es el que se adoptará en la 
resolución de (6.4) buscándose solamente las soluciones diferenciables. Sin em- 
bargo es interesante ver qué consecuencias se pueden deducir de (6.4) sin im- 
poner a / ninguna otra restricción. 

Una solución de (6.4) es la función que es cero en todo el eje real; y ade- 
más, es la única solución de (6.4) que está definida para todos los números rea- 
les. En efecto: sea / una función que satisfaga (6.4), si 0 pertenece al dominio 
de / se puede poner y = 0 en (6.4) obteniéndose /(0) = f(x) + /(0) lo que 
implica que f(x) = 0 para cada x en el dominio de /. Dicho de otra forma, si 0 
pertenece al dominio de /, / ha de ser idénticamente nula. Por tanto, una solu- 
ción de (6.4) no idénticamente nula no puede estar definida en 0. 

Si / es una solución de (6.4) y el dominio de / contiene el punto 1, se puede 
poner x = y = 1 en (6.4) y se obtiene /(1) = 2/(1), de donde 

/ 0 ) — 0 . 

Si ambos 1 y — 1 pertenecen al dominio de / se puede tomar x = — 1 e y = — 1 
de donde se deduce /(1) = 2/( — 1) es decir /(— 1) = 0. Si ahora, x, —x, 1 
y — 1 pertenecen al dominio de /, se puede poner y = — 1 en (6.4) obtenién- 
dose /( — x) = /( — 1) + f(x), y puesto que /(— 1) = 0 se tiene 

f(-x)=f(x). 

es decir, toda solución de (6.4) es necesariamente una función par. 

Supóngase ahora, que / tiene una derivada f(x) en cada x 0. Dejando 
y fijo en (6.4) y derivando respecto a x (aplicando en el primer miembro la regla 
de la cadena) se tiene: 


yf'ixy) =f'(x ). 

Si x — 1, de esta ecuación se deduce yf'(y) = /'(!) y, por tanto, se tiene: 


f'(y) 


fV) 

y 


para cada y^O. 
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En esta ecuación se ve que la derivada f es monótona y por tanto inte- 
grable en cada intervalo cerrado que no contenga el origen. Además, f es con- 
tinua en cada uno de estos intervalos y se puede aplicar el segundo teorema 
fundamental del Cálculo escribiendo 

f(x) - f(c) = JV'(0 dt = /'(1)J* j dt. 

Si x > 0, esta ecuación es válida para cada positivo c > 0, y si es x < 0 es 
válida para cada c negativo. Puesto que /(1) = 0, eligiendo c = 1 se tiene 

f(x) =/'(l)J*ìdt si x>0. 

Si x es negativa, — x es positiva y puesto que f(x) = /(— x) se tiene: 
f(x)=f'(l)j~ X - t dt si x <0. 

Estas dos fórmulas para f(x) pueden reunirse en una que es válida tanto si X 
es positiva como negativa, a saber: 

fl*l 1 

(6.5) f(x) =/'(1)^ L f dt si x*0. 

En consecuencia, si existe una solución de (6.4) que tiene una derivada en cada 
punto x¥= 0 esta solución ha de venir dada necesariamente por la fórmula integral 
de (6.5). Si /'(1) = 0, entonces (6.5) implica que f(x) = 0 para cada r^O y 
esta solución coincide con la idénticamente nula. Por tanto, si / no es idéntica- 
mente nula ha de ser /'(1)^0, en cuyo caso se pueden dividir ambos miembros 
de (6.5) por /'(1) obteniéndose 

f 1*1 1 

(6.6) g(x) =J^ - dt si x#0, 

donde g(x) = f(x)/f( 1). La función g es también una solución de (6.4), puesto 
que si / es solución también lo es c/. Esto demuestra que si (6.4) tiene una 
solución que no es la idénticamente nula, y si esta función es derivable en todos 
los puntos, excepto en el origen, entonces la función g dada por (6.6) es una 
solución, y todas las soluciones pueden obtenerse de ésta multiplicando g por 
una constante conveniente. 
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Se ha de observar que este razonamiento no demuestra todavía que la función 
g de (6.6) sea una solución, puesto que se ha deducido (6.6) en la hipótesis de 
que existía por lo menos una solución no idénticamente nula. La fórmula (6.6) 
sugiere un camino para construir una tal solución, que se obtiene operando en 
sentido contrario. Es decir, mediante (6.6) se define la función g y luego se com- 
prueba que esta función satisface (6.4). Este razonamiento induciría a tomar como 
definición de logaritmo, la función g dada en (6.6), y entonces dos números dis- 
tintos tendrían un mismo logaritmo, puesto que la función g tendría la propiedad: 
g(x) ~ g(— x). En atención a consideraciones que posteriormente se harán, es 
preferible definir el logaritmo de manera que dos números distintos no tengan el 
mismo logaritmo, lo cual se logra definiendo el logaritmo sólo para los números 
positivos. Por tanto, se tomará la siguiente definición. 


6.3 Definición de logaritmo. Propiedades fundamentales 

definición. Si x es un número real positivo, definimos el logaritmo natural 
de x, designado provisionalmente por L(x), como la integral 

(6.7) L « =£ \ dt ' 

Cuando x > 1, L(x) puede interpretarse geométricamente como el área de la re- 
gión sombreada de la figura 6.1. 

teorema 6.1. La función logaritmo tiene las propiedades siguientes: 

a) L( 1) = 0. 

b) L'(x) = - para todo x > 0. 

c) L(ab) = L(a) + L(b) para todo a>0,b>0. 

Demostración. La parte a) se deduce inmediatamente de la definición. Para 
demostrar b), observemos simplemente que L es una integral indefinida de una 
función continua y apliquemos el primer teorema fundamental del Cálculo. La 
propiedad c) es consecuencia de la propiedad aditiva de la integral. Escribamos 

En la última integral hemos hecho la sustitución u = t/a, du = dt/a, y encon- 
tramos que la integral se reduce a L(b), lo que demuestra c). 
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y 



como un ârea. 



Figura 6.2 Gráfica del logaritmo natural. 


6.4 Gráfìca del logaritmo natural 

La gráfica de la función logaritmo tiene el aspecto que se aprecia en la fìgu- 
ra 6.2. Muchas propiedades de esta curva pueden obtenerse, sin efectuar ningún 
càlculo, simplemente refìriéndose a las propiedades del teorema 6.1. Por ejemplo, 
a partir de b) vemos que L tiene derivada positiva siempre de modo que es 
estrictamente creciente en todo intervalo. Puesto que L(l) = 0, la gráfìca está 
situada por encima del eje x si x > 1 y por debajo si 0 < x < 1. La curva tiene 
pendiente 1 cuando x = 1. Para x > 1, la pendiente decrece gradualmente hacia 
cero cuando x crece indefinidamente. Para valores pequenos de x, la pendiente 
es grande y, además, tiende hacia infìnito cuando x decrece hacia cero. La deri- 
vada segunda es L"(x) = — \/x 2 que es negativa para todo x, por lo que L es 
una función cóncava. 


6.5 Consecuencias de la ecuación funcional L(ab) = L(a) + L(b) 

Como la gráfìca del logaritmo va ascendiendo cuando x tiende a infìnito, se 
puede sospechar que los valores de L no tienen cota superior. En efecto, la fun- 
ción no está acotada superiormente; esto es, para todo número positivo M (por 
grande que sea) existen valores de x tales que 


( 6 . 8 ) 


L(x) > M. 
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Esto podemos deducirlo de la ecuación funcional. Cuando a = b, tenemos 
L(a 2 ) = 2 L(a). Utilizando la ecuación funcional una vez más poniendo b = a 2 , 
obtenemos L(a 3 ) = 3L(a). Por inducción encontramos la fórmula general 
L(a") = nL(a) 

para cualquier entero n > 1. Cuando a = 2, se obtiene L( 2") = nL( 2), y por 
tanto resulta 

(6.9) L( 2") > M cuando n > — 

L( 2) 

Esto demuestra la afirmación (6.8). Tomando b = ì/a en la ecuación funcional, 
encontramos L(l/a) = — L(a). En particular, cuando a = 2", habiendo elegido 
n como en (6,9), se tiene 

l{L) = —L(2 n ) < — M, 

lo que indica que tampoco existe cota inferior para los valores de la función. 

Finalmente observamos que la gráfica corta a cada recta horizontal sólo una 
vez. Es decir, dado un número real arbitrario b (positivo, negativo o nulo), existe 
uno y sólo un a > 0 tal que 

(6.10) L(a) = b . 

Para demostrarlo se puede razonar como sigue: Si b > 0, elegimos un entero 
cualquiera n > b/L( 2). Entonces, en virtud de (6.9), L(2 n ) > b. Seguidamente 
examinamos la función L en el intervalo cerrado [1,2”]. Su valor en el extremo 
izquierdo es L(l) = 0, y en el extremo derecho es L(2 n ). Puesto que 
0 < b < L(2"), el teorema del valor intermedio para funciones continuas (teore- 
ma 3.8 de la Sección 3.10) asegura la existencia por lo menos de un a tal que 
L(a) = b. No puede existir otro valor a' tal que L(a') = b porque esto significaría 
L(a) = L(a') para a ¥= a', y esto contradice la propiedad de crecimiento del lo- 
garitmo. Por consiguiente la proposición (6.10) ha sido demostrada para b > 0. 
La demostración para b negativo es consecuencia de ésa si utilizamos la igualdad 
L(\/a) = — L(a). Es decir, hemos demostrado el siguiente 

teorema 6.2. Para cada número real b existe exactamente un número real 
positivo x cuyo logaritmo, L(a), es igual a b. 

En particular, existe un único número cuyo logaritmo natural es igual a 1. 
Este número, al igual que ir, se encuentra tan repetidamente en fórmulas mate- 
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máticas que es inevitable el adoptar para él un símbolo especial. Leonardo 
Euler (1707-1783), parece que fue el primero que reconoció la importancia de 
este número y modestamente lo designó por e, notación que en seguida se hizo 
usual. 

definición. Designamos por e el número para el que 
(6.11) L(e)= 1. 

En el capítulo 7 obtendremos fórmulas explícitas que permiten calcular la 
expresión decimal de e con el grado de aproximación que se desee. Su valor correc- 
to con diez cifras decimales es 2,7182818285. Asimismo en el capítulo 7 se de- 
mostrará que e es irracional. 

Los logaritmos naturales se denominan también logaritmos neperianos en 
honor a su inventor, ]uan Neper (1550-1617). Es frecuente en la práctica utilizar 
los símbolos ln x o log x en vez de L(x) para designar el logaritmo de x. 


6.6 Logaritmos referidos a una base positiva b ^ 1 

En la Sección 6.2 se ha visto que la función f más general derivable en el 
eje real, que satisface la ecuación funcional }(xy) = f(x) + f(y) está dada por la 
fórmula: 

(6.12) f(x) = cìogx, 

donde c es una constante. Para cada c esta f(x) se denominará el logaritmo de 
x asociado a c, y como es evidente, su valor no será necesariamente el mismo que 
el logaritmo natural de x. Si c = 0, / es idénticamente nulo y este caso carece de 
interés. Si c =+ 0 se indicará de otra forma la dependencia de / y c introduciendo 
el concepto de base de logaritmos. 

De (6.12) se deduce que cuando c¥= 0 existe un número real único b > 0 
tal que f(b) = 1. Esta b está relacionada con c por medio de la igualdad 
clog b = 1; como b + 1 es c = 1/log b, y (6.12) se expresa en la forma 


/(*)■ 


log b 


Para esta elección de c se dice que f(x) es el logaritmo de x en base b y se es- 
cribe logj, x en vez de f(x). 
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definición. Si b > 0, b ¥= 1, y si x > 0, el logaritmo de x en base b es 
el número 


log 6 x = 


log x 
log b ’ 


donde los logaritmos del segundo miembro son logaritmos naturales. 

Obsérvese que log 6 b = 1. Si b = e se tiene log* x = log x, es decir, los lo- 
garitmos naturales son los que tienen de base e. Puesto que los logaritmos de 
base e son los más frecuentemente usados en Matemática, la palabra logaritmo 
indica casi siempre el logaritmo natural. Más tarde, en la Sección 6.15 se defìnirá 
b u de tal manera que la ecuación b u = x signifìcará exactamente lo mismo que 
la u =log 6 x. 

Puesto que los logaritmos de base b se obtienen de los logaritmos natu- 
rales multiplicando por la constante 1/log b, la gráfica de la ecuación y = log& x 
se puede obtener de la de y = log x multiplicando todas sus ordenadas por un 
mismo factor. Si b > 1 este factor es positivo y si b < 1 es negativo. En la 



Figura 6.3 Grâfica de y = log b x para varios valores de b. 


figura 6.3(a) se ven ejemplos con b > 1. Si b < 1 se observa que 1/6 > 1 y 
log b = — log (1/6), de manera que la gráfìca de y = log 6 x se puede obtener 
de la de y = log 1/6 x por simetría respecto al eje x. Los ejemplos de la figura 6.3(b) 
se han obtenido de esta forma a partir de los de la figura 6.3(a). 
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6.7 Fórmulas de derivación e integración en las que intervienen logaritmos 

Puesto que la derivada del logaritmo viene dada por la fórmula D log x = \/x 
para x > 0, se tiene la fórmula de integración 

J i dx = log x + C . 

Aún más general, si u — f(x), siendo / una función con derivada continua, se 
tiene 

(6.13) f ~ = l°g u + C o fffldx = l0 g f(x) + C. 

J u J f(x) 

Hay que tener cuidado al utilizar (6.13) ya que el logaritmo no está definido 
para números negativos. Por tanto, las fórmulas de integración (6.13) son válidas 
tan sólo si u, o f(x) es positiva. 

Afortunadamente, es fácil extender el campo de validez de estas fórmulas 
de manera que pueden aplicarse para funciones que sean positivas o negativas 
(pero no cero). Se introduce simplemente una nueva función L 0 definida para 
todos los números reales x # 0 por la ecuáción: 

( 6 - 14 ) . L»(x) = log |x| = J' ' ì dt, 

definición sugerida por la ecuación (6.6) de la Sección 6.2. La gráfica de L 0 es 
simétrica respecto al eje y tal como se ve en la figura 6.4. La parte a la derecha 
del eje y es exactamente la misma que la curva logarítmica de la figura 6.2. 

Puesto que log |xy| = iog (|x| |y|) = iog |x| + k)g |y|, k función L 0 satisface 
también la ecuación funcional básica (6.4); es decir, se tiene: 

L 0 (xy) = L 0 (x) + L 0 (y) 

para x e y reaíes cuaiesquiera distintos de cero. Para x > 0 se tiene L/(x) = 
= \/x ya que L 0 (x) para x positivo es io mismo que iog x. La fórmuïa de la deri- 
vada va!e también para x < 0 puesto que en este caso L 0 (x) — L( — x) y por 
tanto L 0 (x)= — L'(—x) = —1/(—x) = \/x. De aquí resuha 


(6.15) 


La(x) = - para todo va!or rea! x^O. 
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Por tanto, si en las fórmulas de integración precedentes se pone L 0 en vez de 
L, se puede extender su alcance a funciones que toman valores tanto negativos 
como positivos. Por ejemplo (6.13) se puede generalizar como sigue: 

(6.16) | ^ = log M + C , jj^ dx = log |/(x)| + C . 

Evidentemente, cuando se aplique (6.16) junto con el segundo teorema funda- 
mental del Cálculo para calcular una integral indefinida no se pueden tomar 
intervalos que incluyan puntos en los que u o f(x) sean cero. 

ejemplo 1. Integrar J tan x dx. 

Solución. La integral tiene la forma — f du/u, siendo u = cos x, du = 
= — sen x dx. Por consiguiente se tiene 

Jtan x dx = — J — = —log |u| + C = —log |cos x\ + C , 

fórmula que es válida en cualquier intervalo en el que cos x ¥= 0. 

Los dos ejemplos que siguen son aplicación del método de integración por 
partes. 


ejemplo 2. Integrarjlog xdx. 
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Solución. Sea u = log x, dv = dx. Entonces du = dx/x, v = x, y obte- 
nemos 

Jlog x dx = j* u dv = uv - J v du = x log x - Jx ^ dx = x log x - x + C . 
EJEMPLO 3. Integrar / sen (Iog x) dx. 

Solución. Sea u = sen (log x), v = x. Entonces du = cos (log x)( 1 /x) dx, 
y encontramos 

[sen (log x) dx = J« dv = uv — J v du = xsen(log x) — Jcos (log x) dx . 

En la última integral integramos por partes una vez más, obteniendo 
J cos (log x) dx = x cos (log x) + Jsen (log x) dx . 

Combinando ésta con la igualdad anterior, encontramos que 

J sen (log x) dx = \x sen (log x) - £x cos (log x) + C, 

y 

J cos (log x) dx = |x sen (log x) + |x cos (log x) + C . 


6.8 Derivación logarítmica 

Ahora se expondrá una técnica conocida por derivación logarítmica que a 
menudo es un auxiliar poderoso en el cálculo de derivadas. E1 método fue 
desarrollado en 1697 por Johann Bernoulli (1667-1748) y su fundamento es una 
hábil aplicación de la regla de la cadena. 

Supóngase que se forma la función compuesta de L 0 con una función deriva- 
ble cualquiera /(x); es decir, 

g(x) = L 0 [f{x)\ = log |/(x)| 

para todo x tal que f(x) 0. La regla de la cadena aplicada junto con (6.15) 
conduce a la fórmula 


(6.17) 


g'(x) = L’[f(x)] f'(x) = ® 
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Si la derivada g'(x) se puede calcular de alguna otra forma, entonces se puede 
obtener f'(x) a partir de (6.17) sin más que multiplicar g'(x) por f(x). Este 
método es útil en la práctica porque muchas veces g'(x) es más fácil de calcular 
que f'(x). En particular, esto es cierto cuando / es el producto o cociente de varias 
funciones simples. E1 ejemplo que sigue es típico. 

eiemplo. Calcular f'(x) si f(x) = ;e 2 cos;t(l + x 4 ) -7 . 


Solución. Se toma el logaritmo del valor absoluto de f(x) y luego se deriva. 
Sea pues 


£(x) = iog |/(.v)| = log x 2 + log |cos A'J + log (1 + .v 4 ) 7 = 
= 2 log |,y| + log |cos a:| —7 log (1 + x 4 ). 

Derivando se tiene: 


f(x) x cos X 


28x 3 
1 +x 4 ' 


Multiplicando por f(x) se obtiene: 


(1 + x 4 ) 7 


x 2 sen x 
(1 + x 4 ) 7 


28x 5 cos x 
(1 + x 4 ) 8 ' 


6.9 Ejercicios 

1. a) Hallar todos los valores de ctalesquelog x =c +J*t'' dt para todo x > 0. 

b) Sea j(x) = log [(1 + x)/(l — x)] si x > 0. Si a y 6 son números dados, siendo 
ab — 1 , hallar todos los x tales que /(x) = f(a) + f(b). 

2. En cada caso, hallar un x real que satisfaga la igualdad dada. 

(a) log (1 + x) = log (1 - x). (c) 2 log x = x log 2, x ^ 2. 

(b) log(l +x) = 1 + log (1 -x). (d) log (Vx + Vx + 1) = 1. 

3. Sea f(x) = (logx)/x si x > 0. Describir los intervalos en los que / es creciente, decrecien- 
te, convexa y cóncava. Esbozar la gráftca de /. 

En los Ejercicios 4 al 15, hallar la derivada f(x). En cada caso, la función / se supone 
definida para todo x real para los que la fórmula dada para f(x) tiene sentido. 


4. f(x) = log (1 + x 2 ). 

5. /(x) =IogvTT^. 

6. f(x) = log V4 - x 2 . 


7- /(x) = log (log x). 

8. /(x) = log(x 2 log x). 

x 2 — 1 

9. /(x) =i log^-j . 
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10. f(x) =(x+ Vl +x*r _ 13 = _L J Va+xVb 

11. f(x) = VT+l - log (1 + V7+Ï). ' fX 2Vri ° 8 v^ -xy/b’ 

12. f(x) — x log (x + Vl + x*) — VTTV 14 . y(*) — x[sen(Iog x) — cos (log *)]. 

15.f(x)=ì 0gx e. 

En los Ejercicios 16 al 26, calcular las integrales. 


■ j2+3x- 


17. Jlog *xdx. 

18. Jxlog xdx. 

19. J xlogxdx. 


V 1 dt 

20 Jo TTV 

21. J cot xdx. 


22. Jx n log (ax) dx. 

23. JxHogxdx. 


C dx 

24 ‘ Jtï^v 

25. 

J o l — t 

26 IV- 


log |xj 


f log |*| 


27. Deducir la fórmula recurrente 

/*“ los " * * ■ - ÏTïf'** '°ir' * * 

y utilizarla para integrar JV log 3 a: dx. 

28. a) Si x > 0, sea f(x) = x — 1 - log x, g(x) = log x — 1 + 1/x. Examinar los signos de 
f y g’ para demostrar que las desigualdades 

1 

1 - -<logx<^-l 

son válidas para x > 0, x ^ 1. Cuando x = 1, se convierten en igualdades. 
b) Trazar las gráficas de las funciones A y B defmidas por las igualdades A(x) = x — í 
y B(x) = 1 — \/x para x > 0, e interpretar geométricamente las desigualdades de la 
parte a). 

29. Demostrar que 


log(l + *) 


1 


con los dos métodos siguientes: a) utilizando la definición de la derivada L'(l); b) usan- 
do el resultado del Ejercicio 28. 

30. Si a > 0, hacer uso de la ecuación funcíonal para demostrar que log (a r ) = r log a para 
todo número racional r. 
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31. Sea P = {a 0 , a ly a 2 , . . . , a„} una partición del intervalo [l,x] donde x > 1. 

(a) Integrando funciones escalonadas que son constantes en los subintervalos abiertos 
de P deducir las siguientes desigualdades: 



-)<]°g* <2(- 


- ^_i \ 

a k ~i /' 


(b) Interpretar geométricamente mediante áreas las desigualdades de (a). 

(c) Especializar la partición para demostrar que, para cada entero n > I es: 


îì<^<% 


32. Demostrar las siguientes fórmulas de cambios de base de logaritmos. 


(a) Iog„x = log 6 a loga x\ 


(b) log ft A: 


lOgq* 
log 0 b ' 


33. Sabiendo que log, 10 = 2,302585, con seis cifras decimales exactas, calcular iog,o e 
aplicando una de las fórmulas del Ejercicio 32. éCuántas cifras decimales exactas se 
puede asegurar que se han obtenido en el resultado? 

Nota: Una tabla calculada. con seis cifras decimales da el valor log 10 e = 0,434294. 

34. Una función /, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que cualesquiera 
que sean x > 0 e y > 0, la integral 


1 * 7(0 

es independiente de x (y por tanto depende sólo de y). Si /(2) = 2, calcular el valor de 
la integral A(x) = $ff(t)dt para todo x > 0. 

35. Una función /, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que 

J> dt = >J> dt + */7(0 dt 

para todo x > 0 y todo y > 0. Si /(1) = 3, calcular f(x) para cada x > 0. 

36. La base de un sólido es el conjunto de ordenadas de una función / continua en el inter- 
valo [l,a]. Todas las secciones perpendiculares al intervalo [l,a] son cuadrados. E1 vo- 
lumen del sólido es /j-a 3 log 2 a — -fa 3 loga + ^a 3 — para todo a > 1. Calcular f(a). 


6.10 Polinomios de aproximación para el logaritmo 

En esta Sección demostraremos que la función logaritmo puede aproximarse 
por ciertos polinomios que pueden usarse para calcular logaritmos con el grado de 
aproximación que se desee. 
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Para simplificar las fórmulas resultantes, primero reemplazamos x por 1 — x 
en la integral que define el logaritmo para obtener 

logíl-x)^^ y, 

válida si x < 1. E1 cambio de variable t = 1 — u transforma aquella igualdad en 
la siguiente 


—log (1 — x) = -, válida para x < 1. 

Jo 1 — u 

Seguidamente aproximamos el integrando 1/(1 — u) para polinomios que luego 
integramos para obtener las correspondientes aproximaciones para el logaritmo. 
Como primer ejemplo mostramos una sencilla aproximación lineal para el inte- 
grando. 

A partir de la identidad algebraica 1 — u 2 = (1 — «)(1 + u), obtenemos la 
fórmula 

(6.18) — 1 — = 1 + « + , 

1 — u 1 — u 

válida para cualquier real u# 1. Integrando ésta entre 0 y x, siendo x < 1, te- 
nemos 

(6.19) -log (1 - x) = x + j + du . 

La gráfica del polinomio cuadrático P(x) = x + J.x* que aparece en el segundo 
miembro de (6.19) está representada en la figura 6.5 junto con la curva 
y = — log(l — x). Obsérvese que para x próximo a cero el polinomio P(x) es 
una buena aproximación de — log (1 — x). En el teorema que sigue, utilizamos 
un polinomio de grado n — 1 para aproximar 1/(1 — u), y con ello obtener un 
polinomio de grado n que aproxime log (1 — x). 

teorema 6.3. Sea P„ el polinomio de grado n dado por 

+.(*) - * + i* + ^ + --+ — = Ŷ-. 

2 3 n £k 

Entonces, para todo x < 1 y todo n ;> 1, se tiene 

-log (1 - x) = P B (x) +j*YZ~ u du ■ 


(6.20) 
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y 



Figura 6.5 Polinomio cuadrático de aproximación para la curva y = - log (1 - x). 

Demostración. A partir de la identidad algebraica 

1 - u n = (1 - m)(1 + u + u* + • • • + u”- 1 ), 
obtenemos la fórmula 

= 1 + u + u 2 + • • • + u”- 1 + , 

válida para u + 1. Integrándola entre Oyr, siendo x < 1, obtenemos (6.20). 
Podemos poner (6.20) en la forma 

(6.21) -log (1 - x) = P n (x) + E„(x), 

siendo E n (x) la integral, 

E n(x) =| o du . 


E1 valor de E,„(x) representa el error cometido al aproximar — log(l — x) con el 
polinomio P„(x). Para utilizar (6.21) en los cálculos, necesitamos conocer si el 
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error es positivo o negativo y lo grande que puede ser. E1 próximo teorema nos 
dice que para valores de x pequenos y positivos el error E„{x) es positivo, pero 
para x negativa el error tiene el mismo signo que ( — l)" + \ siendo n el grado del 
polinomio de aproximación. E1 teorema también proporciona cotas superior e in- 
ferior del error. 


teorema 6.4. Si 0 < x < 1, tenemos las desigualdades 


( 6 . 22 ) 


Si x < 0, el error E„(x) tiene el mismo signo que (— 1)" +1 , y se tiene 
(6-23) 0<(-l)" +1 £ fl (x)<Jíi^l. 


Demostración. Supongamos que 0 < x < 1. En la integral que define E„(x) 
tenemos 0 < u < x, con lo que 1 — x < 1 — u < 1, y por tanto el integrando 
satisface las desigualdades 



Integrando estas desigualdades, obtenemos (6.22). 

Para demostrar (6.23), supongamos x < 0 y sea í = — x = |x|. De este modo 
t > 0 y tenemos 


£. w - m-tì =[‘^ u * - -JTfJP *=* 

a demuestra que E„(x) tiene el mismo signo que ( — 1)” +1 . Asimismo, i 

(—l) n+1 £ fl (x) - dv ^(Vdv = -Ç-=^- 

Jol + a J o n + 1 n + 1 


lo cual completa la demostración de (6.23). 

E1 teorema que sigue nos da una fórmula muy útil para los cálculos con 
logaritmos. 


teorema 6.5. Si 0 < x < 1 y si m ^ 1, se tiene 

1o8 ^- 2 (* + 7 + -'' + ìS) + -a.M. 
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(6.24) 


- < RJx) < ~ 


Demostración. La igualdad (6.21) es válida para cualquier x real tal que 
x < 1. Si reemplazamos x por — x en (6.21), manteniendo x > — 1, obtenemos 
la fórmula 

(6.25) —log (1 + x) = P n (-x) + E n (-x ). 

Si — 1 < x < 1, son válidas (6.21) y (6.25). Restando (6.25) de (6.21), encon- 
tramos 


(6.26) log = P n (x) - P„(-x) + E n (x) - E n (-x) . 

En la diferencia P„(x) — P„( — at), las potencias pares de x desaparecen y las 
potencias impares se duplican. Por consiguiente, si n es par, por ejemplo n — 2m, 
tenemos 


y la igualdad (6.26) se transforma en 


en donde Rm(x) = E 2m (x) — E 2m ( — x). Esta fórmula es válida si x está en el 
intervalo abierto — 1 < x < 1. Mantengamos ahora x en el intervalo 0 < x < 1. 
Entonces la estimación del teorema 6.4 nos da 


0 < -EU-x) < ~ 


Sumando estas desigualdades, obtenemos las (6.24), ya que 1 + 1/(1 — x) = 
= (2 - x)/(\ - x). 
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ejemplo. Tomando m = 2 y x = £, tenemos (1 + x)/(l — x) = 2, y re- 
sulta la fórmula 

log 2 = 2Q + sV) + R 2 (i) , donde Ki) 5 < *s(i) < i(4) 5 = ■ 

De aquí resultan las desigualdades 0,6921 < log 2 < 0,6935 con muy pocos 
cálculos. 


6.11 Ejercicios 

1. Utilizar el teorema 6.5 poniendo r=Jym = 5 para calcular aproximaciones de log2. 
Conservar nueve cifras decimales enl los cálculos ytobtenerlas desigualdades 0,6931460 < 
log 2 < 0,6931476. 

2. Si x =|, será (1 + x)/(l — x) = f. Así pues, el teorema 6.5 nos permite calcular log 3 

en función de log 2. Tomar x = jym = 5enel teorema 6.5 y emplear los resultados 

del Ejercicio 1 para obtener las desigualdades 1,098611 < log 3 < 1,098617. 

Nota: Puesto que log 2 < log e < log 3, resulta que 2 < e < 3. 

3. Usar el teorema 6.5 con x = f para calcular log 5 en función de log 2. Elegir el grado 

del polinomio de aproximación lo bastante elevado para obtener las desigualdades 

1,609435 < log 5 < 1,609438. 

4. Aplicar el teorema 6.5 con x = f para calcular log 7 en función de log 5. Elegir el grado 

del polinomio de aproximación lo bastante elevado para obtener las desigualdades 

1,945907 < log7 < 1,945911. 

5. Con los resultados de los Ejeicicios 1 al 4 calcular una pequena tabla en la que aparez- 
can log n para n = 2, 3, ..., 10. Utilizar tantas cifras decimales correctas cuantas sea po- 
sible a partir de las desigualdades de los Ejercicios del 1 al 4. 


6.12 La función exponencial 

E1 teorema 6.2 demuestra que para todo x real existe uno y un solo y tal 
que L(y) = x. Por consiguiente podemos aplicar el proceso de inversión para de- 
finir y como función de x. La función inversa resultante se denomina función 
exponencial, o antilogaritmo, y se representa por E. 


definición. Para cualquier x real, definimos E(x) como aquel número y 
cuyo logaritmo es x. Esto es, y = E(x) significa L(y) = x. 


E1 dominio de E es todo el eje real; su recorrido es el conjunto de números 
reales positivo. La gráfica de E, que se representa en la fìgura 6.6, se obtiene de 
la gráfica del logaritmo mediante una simetría respecto a la recta y = x. Puesto 
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Figura 6.6 La gráfica de la función exponencial se obtiene de la del logaritmo por una 
simetría respecto a la recta y = x. 

que L y E son inversas una de otra, se tiene 

L[E{x)] = x para todo x y E[L(y )] = y para todo y > 0 . 

Cada propiedad del logaritmo puede traducirse en una propiedad de la expo- 
nencial. Por ejemplo, puesto que el logaritmo es estrictamente creciente y continuo 
en el eje real positivo, se deduce del teorema 3.10 que la exponencial es estricta- 
mente creciente y continua en todo el eje real. La réplica del teorema 6.1 es el 
siguiente 

teorema 6.6. La función exponencial tiene las propiedades siguientes: 

a) E( 0) = 1, E( l) = e. 

b) E’(x ) = E(x) para todo x. 

c) E(a + b) = E(a)E(b) para todo a y todo b. 

Demostración. La parte a) se deduce de las igualdades L(l) = 0 y 
L(e) = 1. Seguidamente demostramos c), que es la ecuación funcional para la 
exponencial. Supongamos que a y b son dadas y pongamos 


= E(a ), y = E(b ), c = L(xy). 
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Tenemos entonces 

L{x) — a , L{y) = b, E{c) = xy. 

Pero c = L{xy) = L{x) + L{y) = a + b. Esto es, c = a + b. Por tanto, 
E{c) = E{a + b). Por otra parte, E{c) = xy = E{a)E{b), de modo que 
E{a + b) = E{a)E{b), lo que demuestra c). 

La aplicación de la ecuación funcional nos ayuda a demostrar b). E1 cociente 
de diferencias para la derivada E'(x) es 

E(x + h)~ E{x) = E{x)E{h) - E(x) = E(h) - 1 
h h 1 ’ h 

Por lo tanto, para probar b) hay que demostrar que 


(6.27) 


lim £ -^l=l. 

/.->o h 


Expresaremos el cociente (6.27) en función del logaritmo. Pongamos k=E(h)—\. 
Entonces k + 1 = E(h) con lo que L(k + 1) = h y el cociente es igual a 


(6.28) 


E(h) - 1 _ k 
h ~ L(k + 1) ' 


Cuando h 0 es E(h) 1, pues la función exponencial es continua en 1. Puesto 
que k = E(h) — 1, tenemos k -* 0 cuando h 0. Pero 


L(k + 1) _ L(k + 1) - L(l) 
k k 


L'(l) = 1 cuando k 


0. 


Teniendo en cuenta (6.28), esto demuestra (6.27) lo cual, a su vez, demuestra b) 


6.13 Exponenciales expresadas como potencias de e 

La ecuación funcional E(a + b) = E(a)E(b) tiene muchas consecuencias 
interesantes. Por ejemplo, podemos utilizarla para demostrar que 

(6.29) E(r) = e r 

para todo número racional r. 

Tomamos primero b = — a en la ecuación funcional obteniendo 
E(a)E(-a) = E( 0) = 1, 
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y por tanto £( — a) = 1 /E(a) para todo a real. Tomando b = a, b = 2a,, 
b = na en la ecuación funcional obtenemos, sucesivamente, E(2a) = E(af, 
E(3a) = E(af, y, en general, 

(6.30) E(na) = E(a) n 


para todo n entero positivo. En particular, cuando a = 1, obtenemos 
E(n) = e n , 

mientras que para a = 1 /n, se obtiene E(l) = E(í/n) n . Puesto que E(l/n) > 0, 
ello implica 


(6.31) 


£ (;)- e 


Por consiguiente, si ponemos a = 1 /m en (6.30) y aplicamos (6.31), encontramos 




para m y n enteros positivos cualesquiera. Dicho de otro modo, hemos demostra- 
do (6.29) para cada número r racional positivo. Como E( — r) = 1/E(r) = e~ r , 
también es válida para todo r racional negativo. 


6.14 Defìnición de e x para x real cualquiera 

En el apartado anterior se ha probado que e 1 = E(x) cuando x es un racional 
cualquiera. Ahora se definirá é 1 para x irracional por 

(6.32) e* = E(x) para cada x real. 

La máxima justifìcación que se puede dar de esta definición es que con ella la 
ley de los exponentes 

(6.33) e“e 6 = e a+b 

es válida para todos los números reales a y b. Cuando se toma la definición 
(6.32), la demostración de (6.33) es trivial puesto que (6.33) no es más que la 
misma afirmación de la ecuación funcional. 

La notación e* para E(x) es una de las comúnmente usadas para la expo- 
nencial. En alguna ocasión se escribe exp(x) en vez de e? principalmente cuando 
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aparecen expresiones complicadas en el exponente. En este capítulo se seguirá 
utilizando algunas veces E(x), pero más tarde se usará siempre e x . 

Se ha definido la función exponencial de manera que las dos ecuaciones 
y = e* y X = log y 

signifiquen exactamente lo mismo. En el próximo apartado se definirán poten- 
cias más generales de manera que las dos ecuaciones y — a x y x — log a y sean 
equivalentes. 


6.15 Definición de <f para a>0yi real 

Después de haber definido e x para x real cualquiera, no hay ninguna difi- 
cultad para dar una definición de a x para cada a > 0. Un método es definir 
a x como el número y tal que log« y = x; claro que este método no sirve para 
a = 1 puesto. que el logaritmo de base 1 no está definido. Otro modo es definir 
a 1 por la fórmula: 

(6.34) a x = e xì0 « a . 

E1 segundo método es preferible, porque en primer lugar es válido para todo 
positivo a (incluido a = 1), y en segundo lugar porque con ello es más fácil 
probar las siguientes propiedades de exponenciales: 

log a x = x log a . (ab) x = a?b x . 

a x a v = f+V . (o*)V = ( a »)« = cfV . 

Si a # 1, entonces y =■ (f si y sólo si x = loga y. 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicio al lector. 

De la misma manera que la gráfica de la función exponencial se obtiene 
de la del logaritmo por simetría respecto a la recta x = y, la gráfica de y = <f 
se puede obtener de la de y = log a x por simetría respecto a la misma recta; 
en la figura 6.7 se dan ejemplos de ello. Las curvas en las figuras 6.7 (a) y (b) 
se han obtenido de las de 6.3 (a) y (b) respectivamente por simetría. La gráfica 
correspondiente a a = 1 es naturalmente la horizontal y = 1. 


6.16 Fórmulas de derivación e integración en las que intervienen exponenciales 


Una de las propiedades más notables de la función exponencial es la fórmula 
(6.35) E'(x) = E(x), 
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que nos dice que esta función es su propia derivada. Si la aplicamos junto con la 
regla de la cadena, podemos obtener fórmulas de derivación para funciones expo- 
nenciales con base positiva a cualquiera. 

Supongamos f(x) = a x para x > 0. Según la definición de a c , podemos es- 
cribir 

f(x) = = E(x log á) ; 

luego, en virtud de la regla de la cadena, encontramos 
(6.36) f'(x) = E'(x log a) • log a = E(x log d) ■ log a = a x log a. 

Dicho de otro modo, la derivación de d multiplica simplemente a T por el factor 
constante log a, siendo este factor 1 cuando a = e. 




(a) a > 1 (b) 0 < a < 1 

Figura 6.7 Gráfica de y = a* para varios valores de a. 

Evidentemente, estas fórmulas de derivación conducen automáticamente a 
las fórmulas de integración correspondientes. Por ejemplo (6.35) da como re- 
sultado 


(6.37) 


j e x dx = e x + C, 
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en tanto que (6.36) conduce a la fórmula más general 

(6.38) ïa x dx = ■— + C (a>0,a^í). 

v J log a 

Esta puede aún generalizarse por el método de sustitución. Sustituimos x en (6.37) 
y (6.38) por u obteniendo 

(6.39) . je u du = e u + C, ja u du = + C (a > 0, a 1), 

en donde u representa cualquier función con derivada continua. Si escribimos 
u = f(x), y du = f'(x) dx, las fórmulas (6.39) se convierten en 

J e fM f’(x) dx = e+ C, J a nx) f(x) dx = ^ + C , 

siendo la segunda integral válida para a > 0, a¥= í, 
ejemplo 1. Integrar jxV’ dx. 

Holución. Sea u = x 3 . Entonces du = 3* 2 dx, y se obtiene 


J x*e x> dx = £ J e**(3x a dx) = | J e u du = ie u + C = \e x * + C . 

ejemplo 2. Integrar —== dx. 

J Vx 

Solución. Sea u — Vx =x H . Entonces du = \x~' Á dx = \dxfVx. Luego 
tenemos 

í ^dx = 2ÍV* (-— ) = 2Í2 U du = 2 — + C = 2 ^!?+ c . 

J y/ï J '2 \/xJ J log 2 log 2 


ejemplo 3. Integrar / cos x e 2 •“* dx. 

Solución. Si u = 2 sen x, será du = 2 cos x dx, y se obtiene por tanto 


J cos x e 2 * dx = \ J e 2 •“ *(2 cos x dx) = \ j e“ du = \e u + C = \e 2 


+ C. 
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ejempi.o 4. Integrar J e* sen x dx. 

Solución. Pongamos u = e x , dv = sen x dx. Entonces du = e^dx, v = 
= — cos x, y encontramos 

(6.40) J e x senx dx = J u dv = uv — J v du = —e x cos x + J e x cos x dx + C . 

La integral J" e x cos x dx se trata del mismo modo.Tomamos u = e*, dv =cos x dx, 
du = e x dx, v = sen x, y obtenemos 

(6.41) J e x cos x dx = e^senx — J e*sen x dx + C . 


Sustituyéndolo en (6.40), podemos despejar Je* sen xdx y reuniendo las constan- 
tes arbitrarias se obtiene 


Obsérvese que podemos aplicar este resultado en (6.41) para obtener también 


JV* 


ejemplo 5. Integrar 


r dx 
J 1 + e x ' 


Solución. Una manera de tratar este ejemplo es poner el integrando en 1 
siguiente forma: 


1 _ e x 

1 + e x ~ e~ x + l' 


Seguidamente hacemos u = e * + \, con lo que du = — e x dx, y llegamos a 

f ~J , ; dx = - f dx = - f ^ = log |u| + C = log (1 + e~ x ) + C . 
J e + 1 J e x + 1 J u 
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E1 resultado puede ponerse de otra forma si modificamos el logaritmo. Por 
ejemplo, 

-log f 1 + = log TT~F * = 106 ^+i = 

= log(e*) - log(e* + 1) = x - log(l + e x ) . 

Otro modo de resolver el ejemplo consiste en poner 


1 + e x 1 1 + e x ' 

Entonces se tiene 



donde u = 1 + e*. Encontramos así 

M^ = x-log(l + e*) + C, 
J 1 + e* 


que es una de las formas obtenidas antes. 


6.17 Ejercicios 


En los Ejercicios 1 al 

12, hallar la derivada f'(x). En cada caso la función / se la supone 

definida para todo x real 

para el que la expresión que se da de f(x) tenga sentido. 

1 .f(x)=é^-\ 

7. /(x) = 2 X * [que significa 2 (xî> ]. 

2. /(x) = e ix \ 

8. /(x) = e ~ x . 

3. /(x) = e - a . 

9. /(x) = e cosS x . 

4. /(x) = 

10./(x) = e log x . 

5. /(x) = e 1/x . 

11. /(x) = [que siignifica e <eX) ]. 

6. /(x) = 2 X . 

12. /(x) = e e ’ [que significa exp (e <eXy )]. 

Calcular las integrales indefinidas de los Ejercicios 13 al 18. 

13. jxe*dx. 

16. jx^e-^dx. 

14. jxe~ x dx. 

17. j eVx dx. 

15. fx® e* dx. 

18. \x?e~ x 'dx. 
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19. Determinar todas las constantes a y b tales que e* = b + fâe* dt. 

20. Sean A = j' c ax cos bx dx y /í J e“*sen bx dx, donde a y b son constantes, no simul- 
táneamente nulas. 

Integrando por partes demostrar que 


aA — bB = e ax cos bx + C lt aB + bA = e ax sen bx + C 2 , 

siendo C t y C 2 constantes arbitrarias. Despejar A y B para obtener las siguientes fórmulas 
de integración: 


h 

b 


e ax (a cos bx + b sen bx) 

a 2 + b* + C ’ 

e+ x (a sen bx — b cos bx) 

^TÊ* + c ' 


En los Ejercicios del 21 al 34, hallar la derivada f'(x). En cada caso, la función / se su- 
pone deftnida para valores reales de x para los que la fórmula dada de f(x) tiene sentido. 
La derivada logarítmica puede simplificar el trabajo en algunos casos. 


21. f(x) = x x . 

22. f(x) = (1 + x)(\ + e*‘). 

e* _ e -x 

23 

24. /(*) = + a xa + af. 

25. f(x) = log [log (log *)]. 

26. f(x) = log (e* + VTTT). 

27. f(x) = *«■. 


28. f(x) = (log x) x . 

29. f(x) =x i0 « x . 


30. f(x) 


Oog xf 


31. f(x) = (sin x) cos x + (cos x) ‘ mX 

32. f(x) = x'' x . 

„ „ , _ x 2 (3 - xfl* 

33. f(x) - (( _ x)(3 +x)m . 

34. f(x) = ff (x - 0í )\ 


35. Sea f(x) = x r , donde x > 0 y r es un número real cualquiera. La fórmula f'(x) = r: c r_1 
se demostró para r racional. 

(a) Probar que esta fórmula es válida también para r real cualquiera. [ Indicación: Es- 
cribir x r = e rìogx .] 

(b) Discútase bajo qué condiciones el resultado de (a) se aplica para x <, 0. 

36. Aplicar la definición a x = e xloga para deducir las siguientes propiedades de la ex- 
ponencial general: 

(a) log a x = x log a. 

(b) (ab) x = a x b x . 

(c) a x a v = a x+v . 

(d) (a x ) y = (a y Y = a xy . 

(e) Si a entonces y = a* si y sólo si x = log»y. 
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37. Sea f(x) = l(a x + a~ x ) si a > 0. Probar que. 

f(x + y) +f(x-y) = 2 f(x)f(y) . 

38. Sea f(x ) = e cx donde c es una constante. Probar que /'(0) = c y aplicar este resultado 
para demostrar la siguiente relación: 

gOX _ 1 

lim- = c . 

« x 

39. Sea / una función definida en todo el eje real, con derivada /' que satisface la ecuación: 

f'(x) — cf(x) para todo x, 

donde c es una constante. Probar que existe una constante K tal que f(x) = Ke cx para ca- 
da x. 

[ Indicación: Hágase g(x) = f(x)e~ cx y considérese g'(Ac).] 

40. Sea / una función definida en todo el eje real. Supóngase además que / satisface la ecua- 
ción funcional: 

(i) f(x ++) =f( x )f(y) Para todo x e y. 

(a) Aplicando sólo la ecuación funcional demostrar que /(0) es 0 ó 1. Demostrar tam- 

bién que si /(0) 0 entonces f(x) * 0 para todo x. Supóngase, además de (i), que f(x) 

existe para todo x, y demuéstrense las siguientes propiedades: 

(b) f'(x)f(y) = f'(y)f(x) para todo x e y. 

(c) Existe una constante c tal que f(x) = cf(x) para todo x. 

(d) f(x) = e cx si /(0) 5* 0. [Indicación: Véase Ejercicio 39. 

41. (a) Sea f(x) = e’ - 1 — x para todo x. Demostrar que f(x) > 0 si x > 0 y f(x) < 0 
si x < 0. 

Haciendo uso de este hecho deducir Ias desigualdades 

e* > 1 + x , e~* > 1 - x , 

válidas para todo x > 0. (Cuando x = 0, se convierten en igualdades.) 

Integrar estas desigualdades para deducir las siguientes, todas válidas para x > 0: 


(C )^>l+,+H+í. e~ x> l -x+£-j r 

(d)Enunciar la generalización sugerida y demuéstrese. 

42. Si n es un entero positivo y si x > 0, demostrar que 



Eligiendo 


forma adecuada, deducir que 2,5 < e < 2,99. 
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43. Sea f(x,y) = x v donde x > 0. Demostrar que 


6.18 Funciones hiperbólicas 

Frecuentemente en Análisis se presentan ciertas combinaciones de funcio- 
nes exponenciales que merecen que se les dé nombres especiales y que se estu- 
dien como ejemplos de nuevas funciones. Estas combinaciones se denominan 
seno hiperbólico (senh), coseno hiperbólico (cosh), tangente hiperbólica (tanh), 
etcétera, y se definen como sigue: 



E1 calificativo «hiperbólico» se debe a que estas funciones se pueden referir a 
una hipérbola de la misma manera que las funciones trigonométricas están re- 
feridas a la circunferencia. Esta relación se discutirá con más detalle en el 
capítulo 14 cuando se estudie la hipérbola. Las gráficas de senh, cosh y tanh se 
dan en la figura 6.8. 

Las funciones hiperbólicas tienen muchas propiedades parecidas a las de 
las funciones trigonométricas, algunas de las cuales se proponen como ejercicios 
en el apartado que sigue. 
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6.19 Ejercicios 

Deducir las propiedades de las funciones hiperbólicas escritas en los Ejercicios 1 al 15 
y compararlas, siempre que sea posible, con (as propiedades correspondientes de las funcio- 
nes trigonométricas. 

1. cosh 2 x — senh 2 x = 1. 

2. senh ( — x) = — senh x. 

3. cosh ( — x) = cosh x. 

4. tanh ( — x) = — tanh x. 

5. senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y. 

6. cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y. 

7. senh 2x = 2 senh x cosh x. 

8. cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x. 

9. cosh x + senh x = e*. 

10. cosh x — senh x = e~’. 

11. (cosh x + senh x)' = cosh nx + senh nx (n entero). 

12. 2 senh 2 = cosh x — 1. 

13. 2 cosh 2 ix = cosh x - 1. 

14. tanh 2 * + sech 2 x = 1. 

15. coth 2 x — csch 2 x = 1. 

16. Siendo senh x = f hallar cosh x. 

17. Siendo coshx =| y x > 0 calcular senh x. 

18. Siendo tanhx = ■& , calcular senhx y coshx. 

19. Siendo senh x = | y senh y = i hallar cosh (x + y). 

20. Siendo tanh x = |. hallar tanh 2x. 

En los Ejercicios del 21 al 26 demostrar las fórmulas de derivación,. 

21. D senh x = cosh x. 24. D coth x = — csch 2 x. 

22. D cosh x = senh x. 25. D sech x = — sech x tanh x. 

23. D tanh x = sech 2 x. 26. D csch x = — csch x coth x. 


6.20 Derìvadas de funciones inversas 

Hemos aplicado el proceso de inversión para construir la función exponen- 
cial a partir del logaritmo. En la próxima Sección, invertiremos las funciones tri- 
gonométricas. A1 llegar a este punto conviene considerar un teorema general que 
demuestra que el proceso de inversión transmite la derivabilidad de una función 
a su inversa. 

teorema 6.7. Supongamos f estrictamente creciente y continua en un in- 
tervalo [a, 6], y sea g la inversa de f. Si existe la derivada f\x) y no es nula en 
un punto x de (a, b), entonces la derivada g'(y) también existe y no es nula en el 
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correspondiente punto y, siendo y = f(x). Además, las dos derivadas son recí- 
procas una de otra; esto es, tenemos 


(6.42) 


g'(y) = 


1 

/'(*) ‘ 


Nota: Si usamos Ia notación de Leibniz y escribimos y en lugar de f(x), dy/dx en 
lugar de f'(x), x en lugar de g(y) y cambiamos g'(y) por dx/dy, entonces la igualdad 
(6.42) se ccnvierte en 



que tiene la apariencia de una trivial identidad algebraica 

Demostración. Supóngase que x es un punto de (a, b) en el que f(x) 
existe y es distinta de cero, y sea y = f(x). Se trata de demostrar que el cociente 
de diferencias 

g(y + fc) - g(y) 

k 


tiende al límite 1 /f(x) cuando k -* 0. 

Sea h = g(y + k) - g(y), como x = g(y) es h = g(y + k) - x o x + 
+ h = g(y + k). De aquí resulta y+k=f(x+h) y por tanto k = f(x+h)—f(x). 
Obsérvese que h+0 si k¥=0 ya que g es creciente en sentido estricto. Lue- 
go, si k¥0 el cociente de diferencias en cuestión es: 


(6.43) 


g(y + k) - g(y) = h _ _1_ 

k f( x + h)~ f(x) [f(x + h)- f(x)]fh ' 


En virtud de la continuidad de g en y [propiedad (b) del teorema 3-10] cuando 
k -> 0 la diferencia g(y + k) — g(y) -*■ 0, o sea h -> 0 cuando k -> 0. Pero se 
sabe que el cociente de diferencias del denominador del último miembro de 
(6.43) tiende a f(x) cuando h -* 0 [puesto que f(x) existe]. Por tanto, cuando 
k-*■ 0, el cociente del primer miembro de (6.43) tiende al límite 1 /f(x) lo cual 
prueba el teorema 6.7. 


6.2 í Inversas de las funciones trigonométricas 

E1 proceso de inversión se puede aplicar a las funciones trigonométricas. 
Se empezará por la función seno. Para determinar una inversa única se ha de 
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considerar un intervalo en el que el seno sea monótono. Hay, evidentemente, 
muchos de estos intervalos, por ejemplo [—fvr], [$n, f7r], [—|tt, —\n], etc., y 
se puede escoger uno cualquiera de ellos. Se acostumbra tomar [— \n, \-rr] y de- 
finir una nueva función / como sigue: 


f(x) = sen x si - j <. x <, - . 

La función f así definida es creciente en sentido estricto y toma todos los va- 
lores entre — 1 y + 1 exactamente una vez en el intervalof— \tt, \t?]- (véase figu- 
ra 6.9). Por tanto, hay una única función g definida en [ — 1, 1] que asigna a 
cada número y de [ — 1, 1] el número x de [— \n] para el cual y = sen x. 
Esta íunción se denomina inversa del seno o arco seno y su valor en y se designa 
por arc sen y. Así 


u = arcsenr implica v =senu 


y 


2 


La gráfica de arco seno se ha dibujado en la figura 6.10. Obsérvese que el arco 
seno no está definido fuera del intervalo [ — 1, 1]. 

La derivada de arco seno se puede obtener mediante la fórmula (6.42) dela 
Sección 6.20. En este caso se tiene f(x) = cos x que es distinto de cero en el 
intervalo abierto \tt) . En virtud de la fórmula (6.42) se tiene: 


g'(y) = 


/'(*) 


1 

cos X 


1 1 



si -1 < y < 1. 


y con un cambio de notación se puede escrimr este resultado como sigue: 


(6.44) 


D arcsenx = 


si -1 < X < 1 . 
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Evidentemente, este resultado da lugar a una nueva fórmula de integración, 
que es 


(6.45) 




válida para — 1 < x < 1. 


Nota: La integral en (6.45) se puede tomar como punto de partida para una teoría 
completamente analítica de las funciones trigonométricas, sin ninguna referencia a la 
Geometría. La idea, expuesta brevemerite consiste en empezar con la función arco seno 
defmida por la integral (6.45) igual como se define el logaritmo mediante una integral. 
Luego la función seno se defìne como inversa de arc sen y el coseno como la derivada 
del seno. Para llevar a cabo completamente este programa, se han de precisar muchos 
detalles, por lo que aquí no se intentará. En el capítulo 11 se mencionará otro método 
para introducir analíticamente las funciones trigonométricas. 


Con la notación de Leibniz para integrales indefinidas se puede escribir 


(6.46) 


í . d x _ — arcsenx + C . 

JVi-x* 

Integrando por partes se obtiene otra nueva fórmula de integración 

f . f xdx 

J arcsenx dx = x arcsenx — J 


- = x arcsen x + V1 - 


E1 coseno y la tangente se invièrteh de forma análoga. Para el coseno se 
acostumbra elegir el intervalo [0, ir] para hacer la inversión (véase fìg. 6.11). 
La función inversa resultante, llamada arco coseno, se define como sigue: 

u = arccos v implica v = cos u y 0 < « < 7r. 

En la figura 6.12 está representada la gráfica de la función arccos. 

Para invertir la tangente se elige el intervalo abierto (—Jtt, \tt) (véase figu- 
ra 6.13) y se define el arco tangente como sigue: 


u = arctan v imlplica v = tan u y 


2 


En la figura 6.14 se ha dibujado una parte de la gráfica de la función arco 
tangente. 
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E1 razonamiento utilizado para deducir (6.44) se puede aplicar a las fun- 
ciones arco coseno y arco tangente con lo cual se obtienen las siguientes fórmulas 
de derivación: 


(6.47) 


D arccos x 


-1 



válida para — 1 < x < 1 y 



Figura 6.13 y — 


Figura 6.14 y = arctan 








Inversas de las funciones trigonométricas 


313 


(6.47) se puede traducir en la siguiente fórmula de integración: 

(6.49) I .. í dt = —(arccos x — arccos 0) = - — arccos x 

Jo V i _ / 2 2 

si — 1 < x < 1. Comparando (6.49) con (6.45) se deduce la relación — 
— arccos x — arc sen x (lo que también se puede deducir de la conocida identidad 
sen dir — y) = cos y, escribiendo y = arccos x). Con la notación de Leibniz 
para integrales defìnidas se puede escribir (6.49) como sigue: 


(6.50) 


—arccos x + 


C. 


Análogamente, de (6.48) se obtiene: 

(6 - 51) rrfi î " ,rc,aní ‘ ° Jrr~ 


Aplicando el método de integración por partes junto con (6.50) y (6.51) se 
pueden deducir las siguientes fórmulas de integración 


arccos xdx = x arccos x + 


J xdx _ 


arctan x dx = x arctan x 


■Jn 


x arccos x — V l — x+C, 


- = x arctan x — \ log (1 + x*) + C . 


Las inversas de la cotangente, secante y cosecante se pueden definir por 
medio de las siguientes fórmulas 

(6.52) arccot x = — — arctan x para todo x real, 

(6.53) arcsec x = arccos ì si |x| > 1, 

(6.54) arccsc x = arcsen - si |x| > 1. 

Las fórmulas de derivación e integración para estas funciones se encuentran 
en los Ejercicios siguientes. 
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6.22 Ejercicios 

Deducir las fórmulas de derivación dadas en los Ejercicios 1 al 5. 



4. D arcsec x = 


NVjc^T 

Deducir las fórmulas de integración de los Ejercicios 6 al 10. 

6. J arccot xdx = x arccot x + |log (1 + x 2 ) + C. 

7. J arcsec xdx = x arcsec x — — log |x + \Tx í — ï| + C. 


8 'J‘ 


arccsc xdx = 


1*1 


log \x H 


9. J (arcsenx) 2 dx = j:(arcsen xf — 2x + 2\/l - x 2 arcsen x + C. 


10 'J‘ 




11. (a) Demostrar que D ^arccot x — arctan-J = 0 para todo x 9* 

(b) Probar que no existe ninguna constante C tal que arccot x — 
todo x * 0. Explicar por qué esto no contradice ei teorema de 
rema 5.2). 


0 . 

arctan (1/x) = C para 
la derivada nula (teo- 


En los Ejercicios 12 al 25, encontrar la derivada f(x). Se supone que en cada caso la 
función / está definida para todos los valores reales x para los cuales la fórmula f(x) tiene 
sentido. 


12. f(x) = arcsen- . 


13. f(x) = arccos ■ 


V2 


14. f(x) = arccos - . 

15. f(x) = arcsen (senx). 
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16. f(x) = v x — arctan V x. 

17. f(x) = arctan x + J arctan (x 3 ). 


21. f(x) = arcsen (senx - cos x) 


22. f(x) = arccos V 1 — x 2 . 


19. /(x) = arctan (tan 2 x). 

20. /(x) = arctan (x + \/T + jc 2 ). 


24. /(x) = [arccos (* 2 )] -2 . 

25. f(x) = logíarccos —=\ 


26. Probar que dy/dx = (x + y)/(x - y) si arct g ( y/x) = log V x 2 + y 2 . 

27. Calcular d 2 y/dx 2 si y = (arcsen x)fV 1 — * 2 para \x\ < 1 

28. Sea f(x ) = arctan x - x + Jx*. Examinar el signo de f. para demostrar q 


En los Ejercicios 29 al 47, calcular las integrales indefinidas. 


J dx ^ 

r dx 

i0 ‘ J Vl -2x -x 2 ' 


r dx 

33 'J 

34. J x arctan x dx. 

35. J x 2 arccos x dx. 

36. j x(arctan x) 2 dx. 

37. J arctan Vx dx. 


f arctan V x , 

38. -f- dx. 

J Vx(l + x) 

39. JVl — x 2 dx. [ Indicación: x = sen«.] 

C x giirctan x 

40 - J (1 + v > 3 “ 2 dx - 

Ç garctan x 

«■ Jrr?*' 

f arccot e* 

«. 

45. J dx, a > 0. 

46. J V(x — a)(* - x) dx, b ^ a. 


[Indicación: 
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6.23 Integración por fracciones simples 

E1 cociente de dos polinomios se denomina función racional. La derivación 
de una función racional conduce a una nueva función racional que puede obte- 
nerse por la regla de la derivada del cociente. Por otra parte, la integración de 
funciones racionales puede conducir a funciones que no sean racionales. Por 
ejemplo, se tiene: 

f — = log |*| + C y f-^-; = arctan x + C. 

J x J 1 + x 

Se dará a continuación un método para calcular la integral de una función ra- 
cional cualquiera y se verá que el resultado puede expresarse siempre por medio 
de polinomios, funciones racionales, arcotangentes y logaritmos. 

La idea básica del método consiste en descomponer una fracción en suma 
de fracciones simples que pueden integrarse por las técnicas dadas anteriormente. 
Se expondrá la manera general de proceder por medio de un número de ejem- 
plos sencillos que indican todos los pasos esenciales del método. 

ejemplo 1. En este ejemplo se empieza con dos fraceiones simples 
l/(* — 1) y l/(x + 3) cuyas integrales se conocen, y se ve qué ocurre cuando 
se forma una combinación lineal de estas fracciones. Por ejemplo, si se toma 
dos veces la primera fracción, más tres veces la segunda, se tiene 

2 3 = 2(x + 3) + 3(x - 1) = 5x + 3 

x — 1 x + 3 (x — l)(x + 3) x 2 + 2x — 3 

Leyendo ahora esta fórmula de derecha a izquierda, dice que la función racio- 
nal r dada por r(x) = (5x + 3)/(x 2 + 2x — 3) se expresa como una combinación 
lineal de l/(x — 1) y l/(x + 3). Por tanto, se puede escribir la integral de r 
escribiendo: 

f 5x + 3 — dx ~ 2 f-^- + 3 = 2 log |x - 1| + 3 log |x + 3| + C. 

J x 2 + 2x — 3 J x — 1 Jx + 3 

ejemplo 2. E1 ejemplo anterior sugiere un procedimiento para calcular 
integrales de la forma f(ax + b)/(x 2 + 2x — 3 )dx. Por ejemplo, para calcular 
J(2x + 5)/(x 2 + 2x — 3 )dx se trata de expresar el integrando como combina- 
ción lineal de l/(x — 1) y l/(x + 3) escribiendo 

2x + 5 = + + B 

x 2 + 2x —- 3 x — 1 x + 3 


(6.55) 
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donde A y 8 son constantes que se han de determinar. Si se pueden encontrar A 
y 8 de manera que la ecuación (6.55) sea una identidad, entonces la integral de 
la fracción del primer miembro es igual a la suma de las integrales de las fraccio- 
nes del segundo miembro. Para hallar A y 8 se multiplican ambos miem- 
bros de (6.55) por (x — l)(x + 3) para quitar los denominadores. Con lo cual 
se tiene 

(6.56) A(x + 3) + B(x-l) = 2x + S. 

Para determinar A y B a partir de esta igualdad hay dos métodos comúnmente 
usados. Uno consiste en igualar los coeficientes de las potencias iguales de x en 

(6.56) . Esto conduce a las ecuaciones /1+6 = 2 y 3A — B — 5. Resolviendo 
este par de ecuaciones simultáneas, se obtiene A = J , B = {. E1 otro método 
consiste en dar a jí en (6.56) dos valores distintos con lo cual se obtiene otro 
par de ecuaciones en A y B. En este caso particular, la presencia de los factores 
x — 1 y x + 3 sugiere el tomar los valores x = 1 y x = — 3. Poniendo x = 1 
en (6.56) el coeficiente de 6 se anula y se tiene 4A = 7, o sea A = J. Análoga- 
mente se puede anular el coeficiente de A poniendo x = — 3, con lo cual — 46 = 
= — 1, o sea 8 = J. En ambos casos se han hallado los valores que satisfa- 
cen (6.55), de manera que se tiene: 


* 2x + 5 
x 2 + 2x - 3 


dx 


7 f dx 1 f dx 
4 J x — 1 4 J x + 3 


-log \x-l\+-\og\x + 3\ + C. 
4 4 


Es claro, que el método expuesto en el ejemplo 2, se aplica también a inte- 
grales de la forma J/(x)/g(x) dx en las que / es un polinomio lineal y g un poli- 
nomio cuadrático que se puede descomponer en producto de factores lineales 
con coeficientes reales g(x) = (x — x,)(x — x 2 ). En este caso, el cociente se puede 
expresar como una combinación lineal de l/(x — x,) y l/(x — x 2 ) y la inte- 
gración de /(x)/g(x) conduce a la combinación correspondiente de los términos 
logarítmicos log |x — x,| y log Ix — x 2 |. 

Los ejemplos precedentes se refieren a funciones racionales f/g en las que 
el grado del numerador es menor que el del denominador. Una función racional 
con esta propiedad se denomina una función racional propia. Si f/g es impropia, 
es decir, el grado de / no es menor que el grado de g, se puede expresar f/g como 
suma de un polinomio y una función racional propia. En efecto, basta simple- 
mente dividir / por g para obtener: 
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donde Q y R son polinomios (llamados cociente y resto, respectivamente) de ma- 
nera que el resto es de grado menor que g. Por ejemplo: 


x 3 + 3x 
x 2 - 2x - 3 


= x + 2 + 


lOx + 6 
x 2 - 2x - 3 ' 


Por tanto, al estudiar la técnica de integración, no se quita generalidad limitándose 
a las funciones racionales propias y por tanto en lo sucesivo se considerará 
//(x)/g(x) dx donde / es de grado menor que g. 

Un teorema general de Álgebra dice que toda función racional se puede 
expresar como suma fìnita de fracciones de la forma: 

A Bx + C 

(x + a) k (x 2 + bx + c) m ’ 

donde k y m son enteros positivos y A, B, C, a, b, c constantes con la condición 
b 2 — 4c < 0. Esta condición indica que el polinomio x 2 + bx + c no se puede 
descomponer en factores lineales con coefìcientes reales, que es lo mismo que 
decir que la ecuación cuadrática x 2 + bx + c = 0 no tiene raíces reales. Un 
polinomio de esta forma se dice que es irreducible en el campo real. Cuando una 
función racional se expresa de la manera indicada se dice que se ha descom- 
puesto en fracciones simples. Por tanto, el problema de integrar esta función ha 
quedado reducido al de integrar sus fraccciones simples, lo que se logra fácil 
mente con las técnicas que se exponen en los ejemplos que siguen. 

Aquí no se tratará de probar que la descomposición en fracciones simples 
existe siempre, sino que se verá (por medio de ejemplos) cómo se obtienen las 
fracciones simples en problemas concretos. En cada caso, cuando surja, la des- 
composición en fracciones - parciales se podrá efectuar directamente. 

Es conveniente discutir por separado los casos, según sea la forma en que 
se descomponga el denominador del cociente /(x)/g(x) en producto de factores. 

CASO 1. El denominador es un producto de factores lineales distintos. Su- 
póngase g(x) descompuesto en n factores lineales, es decir: 

g(x) = (x - x x )(x - x 2 ) • • • ( x - x„). 

Se observa que una combinación lineal de la forma 



se reduce a una úníca fracción con el común denominador g(x) siendo el nume- 
rador de esta fracción un polinomio de grado menor que n que contiene las A. 
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Por tanto, si se pueden encontrar las A de manera que este numerador sea igual 
a f(x) se tiene la descomposición 

/(*)_ A, A n 

g(x) X - X! + X - x„’ 

y la integral de f(x)/g(x) será igual a2 t ” = iA/ log |x — x,|. En el ejemplo que sigue se 
resolverá un caso para n = 3. 

_ T Ç 2x* + 5x - 1 , 

ejemplo 3. Integrar J g -- —dx. 

Solución. Puesto que x 3 + x 2 — 2x = x(x — l)(x + 2) el denominador es 
el producto de factores lineales distintos y se trata de hallar A lt A 2 , A s , de manera 
que: 


2x 2 + 5x — 1 A x ^ A t A 3 

x 3 + x 2 — 2x x x — 1 x + 2 

Quitando denominadores se tiene 

2x 2 + 5x-\ = A t (x - l)(x + 2) + A 2 x(x + 2) + A 3 x(x - 1). 


Para x = 0 se tiene —2+! = —1, es decir, A T = Para x = 1 se obtiene: 
3+s = 6, o sea, A 2 = 2, y para x = —2 resulta6+ 3 = —3, o sea, A 3 = — J. Por 
tanto se tiene: 


J 


2x 2 + 5x - 1 
x 3 + x 2 — 2x 


dx 




dx 

x + 2 


= i log |x| + 2 log |x - 1| - ì log |x + 2| + C 


CASO 2. El denominador es un producto de factores lineales algunos de los 
cuales se repiten. Se ilustra este caso con un ejemplo. 


r x 2 + 2x + 3 

ejemplo 4. Integrar ;- -dx. 

J(x- l)(x + l) 2 

Solución. Se han de encontrar +,, A 2 , A 3 de manera que 

x 2 + 2x + 3 _ A 2 A 3 

(x — l)(x + l) 2 X — 1 x + 1 (x + l) 2 


(6.57) 
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Son necesarias las dos fracciones A 2 /(x + 1) y AJ(x + l) 2 , así como A x /(x — 1) 
a fin de conseguir un polinomio de grado dos en el numerador y tener tantas 
ecuaciones como constantes cuando se trate de determinar las A. Quitando deno- 
minadores se tiene: 

(6.58) x 2 + 2x + 3 = A^x + l) 2 + A 2 (x - l)(x + 1) + A a (x - 1). 

Sustituyendo x = 1 se tiene 4Â, = 6 o sea A t = f. Si x = — 1 se obtiene 
— 2+3 = 2 y + 3 = — 1. Se necesita otra ecuación para determinar A 2 . Puesto 
que no es posible otra elección de x que anule algún factor, se procura tomar x 
de manera que los cálculos sean lo más sencillos posibles. Por ejemplo, haciendo 
x = 0 se llega a la ecuación 3 = A 3 — A 2 — A 3 de lo que resulta A 2 = — \. 
Otro método es derivar ambos miembros de (6.58) y luego sustituir una x conve- 
niente. Derivando en (6.58) se obtiene la ecuación 

2x + 2 = 2 A,(x + 1) + A t (x - 1) + A 2 (x + 1) + A a , 

y haciendo x = — 1, se encuentra: 0 = — 2+ 2 + A 3 es decir A 2 = \ A 3 = — 
como antes. Halladas las + que satisfacen (6.57) se tiene: 

f x 8 + 2x + 3 _ 3 f dx _ 1 f dx _ f dx _ 

J(x-l)(x + l)* 2Jx-l 2 J x + 1 J(x + 1) 2 “ 

= |log |x - 1| - - 2 log |x + 1| + -L- + C . 

Si, en el primer miembro de (6.57) hubiera habido el factor (x + l) 3 en 
vez de (x + l) 2 se hubiera tenido que anadir en el segundo miembro el término 
Aj(x + l) 3 . Más general, si un factor lineal aparece p veces en el denominador, 
para este factor se ha de tomar una suma de p términos, es decir: 

< 6 - 59 » 

donde las + son constantes. Para cada factor lineal repetido se ha de tomar una 
suma de este tipo. 

CASO 3. El denominador contiene factores cuadráticos irreducibles ningu- 
no de los cuales se repite. 

ejemplo 5. Integrar f 3x + 2x- 2 ^ 

J x 3 — 1 



Integración por fracciones simples 


321 


Solución. E1 denominador se puede descomponer en el producto x 3 — 1 = 
— (* — f)(* 2 + x + 1), donde x 2 + x +1 es irreducible, y se tiene una descompo- 
sición de la forma: 

3x 2 + 2x - 2 _ A Bx + C 

x 3 — 1 x — 1 x 2 + x+ l 

En la fracción de denominador x 2 + x + 1 se pone como numerador un polinomio 
de primer grado Bx + C a fin de tener tantas ecuaciones como constantes cuando 
se determinan A, B, C. Quitando denominadores y resolviendo respecto a A, B, 
y C se tiene: A = í, B = 2, C = 3. Por tanto, se puede escribir: 

f 3x2 + 2 ? ~~ dx = M*- + f -T^-. dx . 

J X 8_1 Jx-1 J x 2 + X + 1 

La primera integral del segundo miembro es log |x — l|. Para calcular la segunda 
integral, se escribe: 


J x 2 + X + 1 Jx 2 + x + l Jx 2 + x + l 

= log(«* + x + l) + 2{ (>+ ^ + } . 


Haciendo u = x +\y a = V\ la última integral es: 

2 f = ? arctan - = -Vh arctan ^^±1 . 

J u 3 + a 2 « a 3 V3 

Por tanto se tiene: 

J 3x2 t 2x x ~- dx = log l* ” 1 1 + log (x2 + x + + 3 ^ 3 arctan 2X -VT + c 

CASO 4. El denominador contiene factores cuadráticos irreducibles algunos 
de los cuales están repetidos. La situación aquí es análoga a la del caso 2. Admi- 
timos que es posible una descomposición de /(x)/g(x) en fracciones simples, en 
primer lugar en una suma de la forma (6.59) por cada factor lineal, tal como 
se dijo anteriormente; y en segundo lugar, si un factor cuadrático irreducible 
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se repite m veces, se admite que se puede descomponer en una suma de m tér- 
minos, de la forma 




B k x + C k 
(x 2 + bx + c)* ’ 


donde cada numerador es lineal. 

fx 4 -x 3 + 2x 2 -x + 2 


ejemplo 6. Integrar J - 


Solución. Se escribe 


(x - l)(x 2 + 2) 2 


x' — x 3 + 2x 8 — x + 2 _ + Bx + C Dx + E 

(x - l)(x* + 2f ~ x - 1 x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 ' 

Quitando denominadores y resolviendo respecto a +, B, C, D, y E se tiene. 

A = l B = f, C = -i, D = -1, E = 0. 

Por tanto, resulta, 


í* x 1 — x 8 + 2x 2 — x + 2 ix . 1 f_áE_ + _ f 

J (x - l)(x 2 + 2) 2 3 J x - 1 J x 2 + 2 J < 


+ 2 

= 1 f dx 1 |* 2x dx _ 1 r dx _ 1 f 

3*Jx-l jJx 2 + 2 3 J x 2 + 2 2 J ( 


2 J (x 2 + 2) 2 


log |x — 11 + J log (x 2 + 2) — 


V2 


Los ejemplos precedentes son modelos típicos de los que se presentan en 
general. E1 problema de la integración de funciones racionales propias se reduce 
al cáiculo de integrales de la forma 

f dx f x dx f_ dx _ 

J (x + a) n ’ J (x 2 + bx + c) m ’ y J (x 2 + bx + c) m 
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La primera integral es log |x + a\ si n = 1 y (x + aY~ n /(\ — n) si n> 1. 
Para calcular las otras dos se expresa la forma cuadrática como suma de dos 
cuadrados: 


+ c-t =« 


donde u = x +b/2 y a = \x f 4c — b z . (Esto es posible puesto que 4c — b 2 > 
> 0. La sustitución u = x + b/2 reduce el problema al de calcular 


(6.60) 


f u du f du 

I ( u 2 + a Y y J (n 2 + «T ' 


La primera es \ log ( u 2 + a 2 ) si m = 1 y \ (u 2 + a 2 ) 1 m /(l — m) si m > 1. Si 
m = 1 la segunda integral en (6.60) viene dada por la fórmula: 


— = - arctan - + C. 


E1 caso m > 1 se reduce al caso m = 1 aplicando reiteradamente la fórmula 
de recurrencia: 

f du _1_ u 2m — 3 f du 

J (u 2 + a 2 )” 1 2a 2 (m — 1) (u 2 + a 2 ) m_1 2a 2 (m — 1) J (u 2 + a 2 ) m_1 ’ 

que se obtiene por integración por partes. De lo dicho se deduce que toda función 
racional puede ser integrada por medio de polinomios, funciones racionales, 
arcostangentes y logaritmos'. 


6.24 Integrales que pueden transformarse en integrales de funciones racionales 

Una función de dos variables definida por una ecuación de la forma 
P(x, y) = 2 2 a m.nX m ý‘ 

se denomina polinomio de dos variables. E1 cociente de dos de estos polino- 
mios se denomina función racional de dos variables. Integrales de la forma: 
JR(sen x, cos x) dx donde R es una función racional de dos variables se puede 
reducir mediante la sustitución u — tan \ x a integrales de la forma jr(u)du 
donde r es una función racional de una variable. La última integral se puede 
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calcular mediante las técnicas que se acaban de describir. Se ilustra el método 
con un ejemplo particular. 

ejemplo 1. Integrar í- î - dx. 

J sen x + cos x 

Solución. La sustitución u = tan Jjc da 


* x x 2 tan ix 2 u 

sen x = 2sen - cos - =- - = --, 

2 2 sec 2 Jx 1 + u 2 


cos x = 2 cos 2 -1 = —-— 

2 sec Jx 


' 1 1 + u 2 1 1 + u 2 ' 


Por tanto se tiene: 


í- - --2 f— 

J sen x + cos x J u z — 2u — 1 J (u 


J (u — a)(u — b) 

donde a = 1 + V2 y b = 1 — Vl. E1 método de fracciones simples conduce a 

í(u - a)(u - b) = ^bÍi~ V^~b) du 
y puesto que, a — b = 2 V2 se obtiene: 


(6.61) J 


sen x + cos x 2 


I V2 I tan \x - 1 + Vï I 

-}- C = -lOg -7= 

I 2 I tan \x — 1 — V2 I 


E1 último resultado se puede simplificar utilizando identidades trigonométricas 
adecuadas. En primer lugar se observa que V2 — 1 = tan \n de manera que el 



Integrales que pueden transformarse en integrales de funciones racionales 325 

numerador de la última fracción es tan \x + tan \n. E1 denominador se puede 
escribir en la forma: 

| tan | — 1 — V2 |= (V2 + 1)|(a/ 2 — 1) tan | — 1 1 = (V2 + l)|l -tan^tan^|. 

Tomando logaritmos en la forma indicada en (6.61) y combinando el término 
— \Vl log(V2+ 1) con una constante arbitraria, se puede escribir (6.61) en 
la forma: 


í-^-^log|.a„(î + ^| + C 

Jsenx + cosx 2 I \2 8/1 

En una Sección anterior se dedujo la fórmula de integración 


ív=î 


como consecuencia de la fórmula para derivar arosen x. La presencia del arcsen x 
sugiere que también podría cálcularse esta integral mediante la sustitución trigono- 
métrica t = arcsen x. Tenemos entonces 


x = sení, dx = costdt, Vl — x 2 = Vl —sen 2 1 = cos t, 


y encontramos que 


r dx r cos t dt r^ . 

J ^ 2 = J -= J dt = t = arcsenx . 

Ésta es una buena sustitución si el i ntegrand o contiene Vl - x 2 . En general, 
cualquier integral de la forma fR(x, Va 2 — x 2 ) dx, en donde R representa una 
función de dos variables, se puede transformar mediante la sustitución 


x = asen 


dx = a cos / dt, 


en una integral de la forma fR(a sen t, a cos t)a cos t dt. Ésta, a su vez, se pue- 
de siempre integrar por medio de uno de los métodos antes expuestos. 


ejemplo 2. Integrar í- X 

J 4 - x 2 + V4- x 
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Solución. Sea x = 2 sen t, dx = 2 cos t dt, V4 — x l = 2 cos t, y encon- 
tramos que 

x dx _ f 4sent cos t dt _ f sen t dt _ 

x 2 + V 4 - x 2 J 4 cos 2 1 + 2 cos t J cos t + \ 

= -log lè + cos t| + C = —iog (1 + v 4 - x 2 ) + C . 

E1 mismo método sirve para integrales de la forma 
/ R(x, Va 2 - ( cx + df) dx ; 

se utiliza la sustitución trigonométrica cx + d = a sen t. 

En forma parecida se resuelven integrales del tipo 

J R(x, V a 2 + ( CX + df) dx 

mediante la sustitución cx + d = a tan t, c dx — a sec 2 1 dt. Para integrales de la 
forma 

/ R(x, V( CX + df - u 2 ) dx , 

se emplea la sustitución cx + d — a sec t, c dx — a sec f tan f dt. En uno u otro 
caso, el nuevo integrando se convierte en una función racional de sen t y cos t. 

6.25 Ejercicios 


/ïT 


Calcular las siguientes integrales: 
f 2x +3 

‘ J(x -2)(x +5) dx - 

2 f _ ï* _ 

J (x + l)(x + 2)(x + 3) 

3 r— 

J x 3 - 3x + 2 ' 

4 - J x 3 + x 2 - 2x dx • 


'JcT^ 

"í- 


X 3 - 1 

x 4 dx 


' /x 4 + 


i- 5x 2 + 4 • 

f x+2 , 


dx. 
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9 f 

J x(x 2 + l ) 2 

dx 

10 ' J (x + l)(x + 2) 2 (x + 3) 3 ' 

f xdx 

1L J U + D 2 ' 

r dx 

r x 2 dx 

. . f (X + 2)dx 

4- J x 2 - 4x + 4 ' 


f dx 

15 ‘ J (x 2 - 4x + 4)(x 2 -4x+5)’ 

f (x — 3) í/x 
16 ' Jx® +3x 2 + 

17 ’ J - D a ' 

fx + 1 , 

18 'Jjí^T^ 

f x 4 + i 

19 - Jx(x a + l) a ^- 
f rfx 

2 ° ' J x* - 2x 2 • 

f 1 - x 3 

21 • J x(x 2 + 1) ' 

r dx 

22 - J ** -1 • 

f dx 

23 ‘ J ** + r 

f x 2 rf* 

24 ‘ J (x 2 + 2x + 2) 2 ’ 


r 4x 5 - 1 

‘ J (x 5 + ar + 1 

' J: 


J 1 +sen a a: 

ífc: 

a a sen a x + b 2 cos a x 
b cos x) 2 


2 sen x — cos x + 5' 
f dx 

27. —- (0 < a < 1). 

J 1 + a cos x 

f dx 

28. —- (a > 1). 

J 1 + a cos x 

29 J 

30 'J 

31. f,- ± 

J (asenx + 

32 r* 12 sen xdx 

" J 0 1 + cos x + 

33. JV3 - x 2 dx. 

-Jvfb- 

33 J 

36. J 

-J 

38. f - X 

J Vx 2 + X + 1 

J dx 




í/x. 


Vx 2 +x 


dx. 
x 2 + 5 dx. 


(ab * 0). 
(a * 0). 


[ Indicación: En el Ejercicio 40, multiplicar numerador y denominador por 
V2 - x - x 2 .] 
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6.26 Ejercicios de repaso 

1. Sea f(x) = ji (log t)/(t + í)dt si x > 0. Calcular f(x) + f (i/x). Como comprobación se 
verificará: /(2) + f(\) = \ log 2 2. 

2. Encontrar una función f, continua para todo x (y no constantemente nula), tal que 

/w-J>ïW* 

3. Inténtese calcular je*/* dx aplicando el método de integración por partes. 

4. Integrar J o /2 log (c coa *) dx. 

5. Una función f está definida por la ecuación 

fiX) = Jx(x + IX* +ïj Si * > ° 

(a) Encontrar la pendiente de la gráfica de / en el punto en que x = 1. 

(b) La región del plano comprendida entre la gráfica y el intervalo [1,4] se hace girar 
alrededor del eje x engendrando un sólido de revolución. Calcular esta integral y probar 
que su valor es tt log (25/8). 

6. Una función F está definida. por la siguiente integral indefinida: 



(a) ZPara qué valores de x es cierto que logjc < F(x)? 

(b) Demostrar que Jf e l l(t +a)dt = e^*[F(x + à) - F( 1 + a)]. 

(c) De forma análoga, expresar las siguientes integrales en función de F. 

f>dt. 

7. En cada caso, dar un ejemplo de una función continua / que satisfaga las condiciones 
fijadas para todo real x, o bien explicar por qué una tal función no existe: 

(a) ftf(t)dt=é*. 

(b) Jô*/W dt = 1 — 2 X \ [2 X * significa 2 (x,) .] 

(c) l%f(t)dt = f\x)-\. 

8. Si f(x + y) = f(x) f(y) para todo x e y y si f(x) = 1 + xg(x) donde g(x) ->■ 1 cuando 
x —* 0 demostrar que (a) f'(x) existe para cada x, y (b) f(x) = e*. 

9. Dada una función g que tiene una derivada g'(x) para cada real x y que satisface las 
siguientes ecuaciones: 


ra o) = 2 


y g( x + y) = e v g(x) + e*g(ý) para todo x y todo y . 
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(a) Probar que g(2x) = 2e x g(x) y encontrar una fórmula análoga para g(3x). 

(b) Generalizar (a) para dar una fórmula que relacione g(nx) con g(x) válida para 
todo entero positivo n. Probar el resultado por inducción. 

(c) Probar que g(0) = 0 y hallar el límite de g(h)/h cuando h -*■ 0 

(d) Existe una constante C tal que g'(x) = g(x) + Ce’ para todo x. Demostrarlo y hallar 
el valor de C. [ Indicación: Aplicar la definición de la derivada de g'(x).] 

10. Una función periódica de período a satisface f(x + a) = f(x) para todo x de su dominio. 
tQué se puede decir de una función que es derivable para todo valor de x y que satis- 
face una ecuación de la forma: 

f(x + a) = bf(x) 

para todo x, donde a y b son constantes positivasV 

11. Aplíquese la derivación logarítmica para deducir las fórmulas de derivación de pro- 
ductos y cocientes, de las fórmulas correspondientes de sumas y diferencias. 

12. Sea A = Jìe‘/(t+ 1 )dt. Expresar los valores de las siguientes integrales, por medio 
de la integral A: 



13. Sea p(x) = c 0 + c t x + c^c 2 y sea f(x) = e*p(x). 

(a) Probar que /"(0), derivada n-sima de / en el punto 0, es c 0 + nc^ + n(n — l)c 2 . 

(b) Resolver el mismo problema cuando p es un polinomio de grado 3. 

(c) Generalizarlo a un polinomio de grado m. 

14. Sea f(x) = x sen ax. Probar que / (2 ti) (jc) = (-l) n (a 2n * sen ax - 2na 2n_1 cos ax). 

15. Demostrar que: 

2<- | »*(I)f rin -1 ( - 1 K”)*T7n • 

[ lndicación: 1 j(k + m + 1) = JJ t k+m dt.] 

16. Sea F(x) = J 0 f(t)dt. Determinar una fórmula (o fórmulas) para calcular F(x) para 
todo real x, si f está defìnida como sigue: 

(a) f(t) = (t + U|) 2 . (c) f(t) = e-W. 

(b) f(t) = s j ^ j’ (d) f(t) = el máximo de 1 y t 2 . 

17. Un sólido de revolución está engendrado por la rotación de la gráfica y=f(x) para [0, a] 
alrededor del eje x. Si para cada a > 0 el volumen es a 2 + a, hallar la función /. 
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lfc. Sea f(x) = e~ 2 ‘ para todo x. Se designa por S(t) el conjunto de ordenadas de / en el 
intervalo [0, f], siendo t > 0. Sea A(t) el área de S(t), V(t) el volumen del sólido obte- 
nido por la rotación de S(t) en tomo al eje x, y W(f) el volumen del sólido obtenido por 
la rotación de S(t) en tomo al eje y. Calcular: a) A(t); b) V(t); c) W(t); d) lim V(t)/A(t). 

0 

19. Sea c Un número tal que senhc=|.(No intentar el cálculo de c.) En cada caso hallar 
todos aquellos x (si existen algunos) que satisfacen la ecuación dada. Expresar la res- 
puesta en función de log 2 y log 3. 

(a) log (e* + Ve 2 * + 1) = c. (b) log (c* - Vé 2 * - 1) = c. 

20. Determinar si cada una de las proposiciones siguientes es cierta o falsa. Probar las ciertas. 

(a) 2 io g 5 _ 5 i0g 2. (c) 2 kr m < 2v~n para todo n > 1. 

_lo&5 


(b) logjj 5 = 


log 2 3 ' 


(d) 1 + senh x <, cosh x para todo x. 


En los Ejercicios 21 al 24, establecer cada desigualdad examinando el signo de la deri- 
vada de una función adecuada. 


"2 ’ 
x >0. 


21. -x <senx < x si 0 • 

x 3 

23. x - — < sen x < x si x > 0. 

24. (x» + /) 1/6 < (x° + y°) 1/a si x > 0, y > 0, y 0 <a <b. 

25. Demostrar que 

(a) $%e~ l tdt - e~ x (e x - 1 - x). 


J* e~H 2 dt = 2\e~ x {e* - 1 - x - |j). 
j" e~H 2 d 


. x 2 x 3 ) 

, 1 * 


(d) Enunciar la generalización sugerida y demostrarla por inducción. 

26. Si a, b, a t , b v son dados, y ab ^ 0, probar que existen constantes A, B, C tales que: 


- dx = Ax + B log |a sen x +6 cos x| + C. 


[Indicación: Probar que existen A y B tales que: 


senx + b x cos x = +(asen x + b cos x) + B(a cos x — b senx).] 
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(a) /V) = 1 lx 

(b) /'(sen 2 x) = cos 2 x 

(c) f'(senx) = cos 2 x 


para x > 0, /(1) = 1. 
para todo x, /(1) = 1. 
para todo x, /(1) = 1. 


(d) /'(log x) = {* 


para 0 < x ^ 1, 
para x > 1, 


/(0) = 0 . 


28. Una función, llamada el logaritmo integral y que se representa por Li, se defìne como 
sigue: 



Esta función aparece en la Teoría analítica de números, donde se demuestra que Li(x) 
es una aproximación muy buena para el número de primos < x. Deducir las siguientes 
propiedades de Li(x). 

x Ç* dt 2 
(a) Lt(x) — i 0 g X i 0 g2 1 log2 - 

jc k\x dt 

<b > uw - cp + " ! J, crn + c - 

donde C„ es una constante (dependiente de n). Hallar esta constante. 

(c) Probar que existe una constante b tal que j* ogx e l \t dt= Lì(jc), y hallar el valor de b. 

(d) Expresar la integral e 2 ' /(< — 1) dt por medio del logarítmo integral donde 
c = 1 + £ log 2. 

(e) Sea f(x = e 4 Li(e^- 4 ) - e 2 U(e**~*) si jc > 3. Probar que: 

~ x 2 - 3x +2' 

29. Sea f(x) = log|xr| si x < 0. Demostrar que / tiene inversa, y designar esta inversa por g. 
iCuál es el dominio de g? Hallar una fórmula para calcular g(y) para cada y en el do- 
minio de g. Dibujar la gráfica de g. 

30. Sea f(x) — Jg(l + < 3 )- 1/2 ldt si x > 0. (No intentar el cálculo de esta integral.) 

a) Demostrar que / es estrictamente creciente en el eje real no negativo. 

b) Designar por g la inversa de /. Demostrar que la derivada segunda de g es propor- 
cional a g 2 [esto es, g"(y) = cg 2 (y) para cada y en el dominio de g] y hallar la constan- 
te de proporcionalidad. 
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APROXIMACIÓN DE FUNCIONES 
POR POLINOMIOS 


7.1 Introducción 

Los polinomios figuran entre las funciones más sencillas que se estudian en 
Análisis. Son adecuadas para trabajar en cálculos numéricos porque sus valores 
se pueden obtener efectuando un número finito de multiplicaciones y adiciones. 
En el capítulo 6 se vio que la función logaritmo puede aproximarse por poli- 
nomios lo que nos permite calcular logaritmos con la precisión que se desee. 
En este capítulo demostraremos que muchas otras funciones, tales como la expo- 
nencial y las trigonométricas, pueden también aproximarse por polinomios. Si la 
diferencia entre una función y su aproximación polinómica es suficientemente 
pequena, entonces podemos, a efectos prácticos, calcular con el polinomio en 
lugar de hacerlo con la función original. 

Existen muchas maneras de aproximar una función dada / por polinomios, 
dependiendo del uso que se ha de hacer de la aproximación. En este capítulo nos 
interesará obtener un polinomio que coincida con / y algunas de sus derivadas en 
un punto dado. Empezamos nuestro comentario con un ejemplo sencillo. 

Supongamos que / es la función exponencial, f(x) = e j; . En el punto x = 0, 
la función / y todas sus derivadas valen 1. E1 polinomio de primer grado 

g(x) = 1 + x 

también tiene g(0) = 1 y g'(0) = 1, de manera que coincide con / y su derivada 
primera en 0. Geométricamente, esto significa que la gráfica de g es la recta tan- 
gente a / en el punto (0, 1), como se aprecia en la figura 7.1. 

Si aproximamos / por un polinomio de segundo grado Q que coincida con / 
y sus dos primeras derivadas en 0, podemos esperar una mejor aproximación de 
/ que con la función lineal g, por lo menos en las proximidades de (0, 1). E1 po- 
linomio 


Q(x) = 1 + x + èx 2 
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y 



Figura 7.1 Polinomios de aproximación de la curva y = e’ cerca del punto (0,1). 


tiene Q (0) = Q'(0) = 1 y Q"(0) = /"(0) = 1. La figura 7.1 nos muestra que 
la gráfica de Q aproxima la curva y = e* mejor que la recta y = 1 + x en las 
proximidades de (0, 1). Podemos intentar aún mejorar la aproximación utilizando 
polinomios que coincidan con / y sus derivadas tercera y de órdenes superiores. 
Es fácil comprobar que el polinomio 

(7.1) P ™-î£- l + X + î + ■ + S 


coincide con la función exponencial y sus n primeras derivadas en el punto 
x = 0. Naturalmente, antes de que podamos usar tales polinomios para el cálculo 
de valores aproximados de la función exponencial, necesitamos alguna informa- 
ción acerca del error cometido en la aproximación. Mejor que discutir este ejem- 
plo particular con más detalle, es preferible que volvamos a la teoría general. 
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7.2 Polinomios de Taylor engendrados por una función 

Supongamos que / tiene derivadas hasta el orden n en el punto x — 0, siendo 
n > 1, e intentemos encontrar un polinomio P que coincida con / y sus n primeras 
derivadas en 0. Deben satisfacerse n + 1 condiciones, a saber 

(7.2) P(0)=/(0), P'(0) = /'(0), P<"»(0) =/«">(0), 

así que ensayamos un polinomio de grado n, por ejemplo 

(7.3) P(x) = c 0 + Cl x + c 2 x 2 +■■■ + c n x n , 

con n + 1 coefìcientes por determinar. Utilizaremos las condiciones (7.2) para 
determinar esas condiciones en forma sucesiva. 

Pondremos, primero, x = 0 en (7.3) y encontramos P( 0) = c 0 , con lo que 
c 0 = /(0). Seguidamente, derivamos ambos miembros de (7.3) y sustituimos 
x = 0 una vez más encontrando P'(0) = Cl ; luego c, = /'(0). Derivando otra 
vez (7.3) y poniendo x = 0, encontramos que P"( 0) = 2c 2 , de modo que 
c 2 = /"(0)/2. Tras derivar fc veces, encontramos P< fc) (0) = k\ ch, y esto nos da 
la fórmula 


(7.4) 


f k) ( 0) 

fc! 


para fc = 0, 1,2,...,«. [Cuando fc = 0, se atribuye a / <0) (0) el valor /(0).] 
Este razonamiento demuestra que existe un polinomio de grado < « que satis- 
faga (7.2), sus coeficientes son necesariamente los dados por (7.4). (E1 grado de 
P será igual a « si y sólo si / (n) ¥ 0.) Recíprocamente, es fácil comprobar que el 
polinomio P cuyos coefìcientes son los dados por (7,4) satisface (7.2) y por con- 
siguiente se tiene el siguiente teorema. 

teorema 7.1. Sea f una función con derivadas de orden n en el punto 
x = 0. Existe un polinomio P y uno sólo de grado < n que satisface las n + 1 
condiciones 

P(0) =/(0) , P'(0)=f'(0), 

Tal polinomio viene dado por la fórmùla 


™-ï L rr*‘' 


P<”>(0) =/< n) (0). 
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En la misma forma, podemos demostrar que existe un polinomio y uno sólo 
de grado <, n que coincide con / y sus n primeras derivadas en el punto x = a. 
En efecto, en lugar de (7.3), podemos escribir P ordenado según las potencias de 
x — a y proceder como antes. Si calculamos las derivadas en el punto a en lugar 
de 0, llegamos al polinomio 

( 7 . 5 ) p(x) = Ỳ f -jr^-^ k - 


Éste es el único polinomio de grado < n que satisface las condiciones 

P(a)=f(a), P'(a) = f'(a), ..., P (n \a) =f w (a), 

y se le llama polinomio de Taylor en honor del matemático Brook Taylor (1685- 
1731). Con mayor precisión, decimos que el polinomio (7.5) es el polinomio de 
Taylor de grado n generado por f en el punto a. 

Conviene tener una notación que indique la dependencia del polinomio de 
Taylor P respecto de / y n. Indicaremos esa dependencia escribiendo P = T„f 
o P = T„(f). E1 símbolo T„ se denomina operador de Taylor de grado n. Cuando 
este operador se aplica a una función /, produce una nueva función T„f, el poli- 
nomio de Taylor de grado n. E1 valor de esta función en x se representa con 
T„f(x) o por T n [/(x)]. Si queremos indicar la dependencia respecto de a, escribi- 
mos T„f(x;a) en lugar de T„f(x). 

ejemplo 1. Cuando / es la función exponencial, f(x) = E(x) = e*, tenemos 
E (k) (x) = e* para todo k, así que £ (fc, (0) = e° = 1, y el polinomio de Taylor 
de grado n generado por E en 0 es el dado por la fórmula 

T n E(x) = T n (e x ) = = 1 + * + ~ + • ‘ ’ + - • 

^->k\ 2! n\ 


Si queremos un polinomio que coincida con E y sus derivadas en el punto a = 1, 
tenemos £ (fc, (l) = e para todo k, por lo que (7.5) nos da 


ejemplo 2. Cuando f(x) = sen x, tenemos f'(x) = cos x, f"(x) = — sen x, 
f"'(x) = — cos x, f w (x) = sen x, etc., así que / (2 " +1) (0) = (— l) n y / (2 " , (0) = 0. 
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Así pues tan sólo aparecen potencias impares de x en los polinomios de Taylor 
generados por la función seno, en 0. E1 polinomio de Taylor de grado 2n + 1 
tiene la forma 


T 2 „ + i(senx) = *- ?ï + 7ï-Îì + ■•• + (- 0" 


(2 n + 1)1 


ejemplo 3. Razonando como en el ejemplo 2, encontramos que lOs polino- 
mios de Taylor generados por la función coseno en 0 sólo contienen potencias 
impares de x. E1 polinomio de grado 2n viene dado por 


T 2 „(cos x) = 1 — 




Obsérvese que cada polinomio de Taylor T 2n (cosx) es la derivada del poli- 
nomio de Taylor T ìn+1 (senx). Esto es debido al hecho de que el coseno es la 
derivada del seno. En la siguiente Sección vemos que ciertas relaciones que son 
válidas entre funciones se transmiten a sus polinomios de Taylor. 


7.3 Cálculo con polinomios de Taylor 

Si una función / tiene derivadas de orden n en un punto a, podemos siempre 
formar su polinomio de Taylor T„/ por medio de la fórmula 

TjM = Ỳ/-jr^- a)k - 

Algunas veces el cálculo de las derivadas f (k \a) puede resultar laborioso, por lo 
que es deseable disponer de otros métodos para determinar polinomios de Taylor. 
E1 próximo teorema nos expone propiedades del operador de Taylor que a me- 
nudo nos permiten obtener nuevos polinomios de Taylor a partir de otros dados. 
En este teorema se sobrentiende que todos los polinomios de Taylor son obte- 
nidos en un mismo punto a. 

teorema 7.2. El operador de Taylor T„ tiene las propiedades siguientes: 

a) Linealidad. Si c, y c 2 son constantes, 

T n (cJ+ Ctg) = c,T„(/) + c 2 T n (g). 

b) Derivación. La derivada de un polinomio de Taylor de f es un polinomio 
de Taylor de f'; es decir, se tiene 


(T n fY = T n _x(f’). 
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c) Integración. Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es 
un polinomio de Taylor de una integral indefinida de f. Dicho con ma- 
yor precisión, si g(x) = J* f(t) dt, se tiene entonces 


T n+1 g(x) = f“ TJ(t) dt. 

Demostración. Cada proposición a), b) o c) es una ecuación que liga dos 
polinomios del mismo grado. Para demostrar cada una de ellas observemos sim- 
plemente que el polinomio que aparece en el primer miembro tiene el mismo 
valor y las mismas derivadas en el punto a que el que aparece en el segundo 
miembro. Entonces basta que recordemos la propiedad de unicidad del teore- 
ma 7.1. Obsérvese que la derivación de un polinomio rebaja su grado, en tanto 
que la integración lo aumenta. 

E1 teorema siguiente nos dice lo que sucede cuando sustituimos x por cx en 
un polinomio de Taylor. 

TEOREMA 7.3. PROPIEDAD DE SUSTITUCIÓN. Sea g(x) = f(cx), SÌendo C 
una constante. Se tiene entonces 

T„g(x ; a) = T n f(cx; ca). 

En particular, cuando a = 0, tenemos T„g(x) = T„f(cx). 

Demostración. Ya que g(x) = f(cx), la regla de la cadena nos da 
g'(x) = cf'(cx), g"(x) = c l f"(cx), ..., g m (x) = c k p k) (cx). 

Por tanto obtenemos 


T n g(x; á) = J (x - af = j> ^ ^ ( cx ~ ca ) k = TJ(cx; ca). 


ejemplos. Reemplazando x por — x en el polinomio de Taylor correspon- 
diente a e*, encontramos que 
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Puesto que cosh x = \e x + \e~ x , podemos utilizar la propiedad de linealidad para 
obtener 

T 2 n (cosh x) = ÌT ìn (e x ) + \T in (e- x ) = 1 + -+-+••■ + — . 

2! 4! (2n)! 

La derivación nos da 


^n-iisenhx) = x + — + '— + ••• + ——-. 

3! 5! (2n — 1)! 

E1 teorema que sigue es también útil en la simplificación de cálculos con polino- 
mios de Taylor. 

teorema 7.4. Sea P„ un polinomio de grado n > 1. Sean j y g dos juncio- 
nes con derivadas de orden n en 0 y supongamos que 

(7.6) /(x) = P„(x) + x”g(x) , 

en donde g(x) -» 0 cuando x -* 0. El polinomio P„ es el polinomio de Taylor ge- 
nerado por f en 0. 

Demostración. Sea h(x) = f(x) — P„(x) = x n g(x). Derivando repetidamente 
el producto x n g(x), vemos que h y sus n primeras derivadas son 0 en x = 0. Por 
consiguiente, / coincide con P„ y sus n primeras derivadas en 0, de manera que 
P„ = T„f, como se afirmó.- 

ejemplos. Partiendo de la identidad algebraica 

(7-7) r ^-=l + x + x 2 +-.. + x» + ^ ) 

válida para todo x¥= 1, vemos que (7.6) se satisface con f(x) = 1/(1 — x) 
P„(x) = 1 + x + ... + x”, y g(x) = x/(l — x). Puesto que g(x) 0 cuando 
x -* 0, el teorema 7.4 nos dice que 

T -(r^)- ,+ * + *' + • + * n - 

Integrando esta relación conseguimos este otro polinomio de Taylor 

T’n+ii—i°g (i - x )i = x + 7 + 7 + --- + fïjn- 
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En (7.7) podemos reemplazar x por — x 2 para conseguir 




Aplicando el teorema 7.4 una vez más, encontramos que 


r -(rT7.) = 2 ( -^’ 


Integrando esta relación llegamos a la fórmula 


T’ïn+i (arctan x) = ^ (~ 0* ^ 


1. Trazar las gráficas de los polinomios de Taylor T s (sen x) = x — x 3 /3! y T,(sen = 
= x — jc 3 /3! + x 5 /5!. Poner especial 'atención en los puntos en los que las curvas cor- 
tan al eje x. Comparar estas gráficas con la de f(x) = sen x. 

2. Hacer lo mismo que en el Ejercicio 1 para los polinomios de Taylor T 2 (cos x), T 4 (cos x), 
y f(x) = cos x. 

En los Ejercicios 3 al 10, obtener los polinomios de Taylor T„f(x) que se indican. Los 
teoremas 7.2, 7.3 y 7.4 ayudarán para simplifìcar los cálculos en varios casos. 


k =0 

4 - r *(rb)"2 < - 1, “**- — 

l *-«(rb)-|* w *- 8 ' r ”(^)=|^' 

,r. K1 +,».|(*)>-, 

" 2 *k-i 

10. T 2n (sen 2 x) = / t (-l) k+1 ç^ŷ xík - [Indicación: cos 2x = 1 - 2sen 2 x.] 


6. T n [log (1 +x)] =£ —~ k -• 
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7.5 Fórmula de Taylor con resto 

Volvamos ahora a una discusión del error en la aproximación de una fun- 
ción / mediante su polinomio de Taylor T„f en un punto a. E1 error se defìne como 
la diferencia E n (x) = f(x) — T„f(x). Así que, si / tiene derivada de orden n en a, 
podemos escribir 


(7.8) 


m = Ỳf^(x-af + 


E„(x). 


Ésta se denomina fórmula de Taylor con resto E„(x); es útil cuando podemos esti- 
mar la magnitud de E„(x). Expresaremos el error como una integral y entonces 
se estima la magnitud de la integral. Consideremos primero el error que aparece 
con una aproximación lineal. 


teorema 7.5. Supongamos que f tiene derivada segunda f" continua en un 
cierto entorno de a. Entonces, para todo x en ese entorno, se tiene 

f(x) =f(a) +f'(a)(x -a) + Efx), 

en donde 

Efx) = J" (x - t)f'(t) dt. 

Demostración. Según la defìnición del error podemos escribir 

E,(x) =f(x)-f(d) - f'(a)(x - a)=]j'(t) dt - f'(a)j*dt = /* [/'(0 - /'(«)] dt. 

La última integral puede ponerse en la forma J* u dv, donde u = f'(t) — f'(a), 

y v = t — x. Asimismo du/dt = f"(t) y dv/dt = 1, con lo que la fórmula de 

integración por partes nos da 

E,(x) = j a u dv = uo [ - £ (t - x)f"(t) dt = // (x - t)f"(t) dt, 

puesto que u = 0 cuando t = a, y » = 0 cuando t = x. Esto demuestra el teo- 

rema 

E1 resultado correspondiente para un polinomio de aproximación de grado n 
viene dado por el siguiente 
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teorema 7.6. Supongamos que f tenga derivada continua de orden n + 1 
en un cierto intervalo que contenga a. Entonces, para todo x en este intervalo, te- 
nemos la fórmula de Taylor 

m = ^f^M (x - a ý + Enixh 


siendo 

E n (x) = -í\x-trf n+ 1 \t)dt. 

n\ Ja 

Demostración. E1 teorema se demuestra por inducción respecto a n. Lo he- 
mos ya demostrado para n = 1. Supongamos ahora que es cierto para un cierto n 
y lo vamos a demostrar para n + 1. Escribamos la fórmula de Taylor (7.8) con 
n + 1 y con n y restando obtenemos 


E n+ fx) = E n (x) (* - «)” +1 


Utilizamos la expresión integral de E„(x) y observando que (x — a) n+1 f(n + 1) = 
= — í)" dt se obtiene 

E n+1 (x) = f*(x - 07 <B+1, (0 dt _ t) n dt = 

n\Ja n\ Ja 

= f’(* - 0"[/ <B+1, (0 -/ <B+1, («)] dt. 

n\Ja 

La última integral puede escribirse en la forma J* udv, donde u =f ( n+1 >(/) — 
— / (B+1) (a) y v = — (x — t) n¥1 /(n + 1). Integrando por partes y teniendo en cuen- 
ta que u = 0 cuando t = a, y que v = 0 cuando t = x, encontramos que 


ìw„= í J> = ^ J> - m:o* • 

Esto completa el paso inductivo de n a n + 1, con lo que el teorema es válido 
para todo n ^ 1. 


7.6 Estimación del error en la fórmula de Taylor 

Puesto que el error E„(x) en la fórmula de Taylor ha sido expresado en 
forma de integral que afecta a la derivada de orden n + 1 de / necesitamos alguna 
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información más acerca / (B+1) antes de poder estimar la magnitud de E„(x), como 
se explica en el teorema que sigue. 

teorema 7.7. Si la derivada (n + l)-ésima de f satisface las desigualdades 
(7.9) m <,f'”+»(t) < M 

para todo t en un cierto intervalo que contenga a, entonces para todo x en este 
intervalo tenemos la estimación siguiente 


(7.10) 


(n + 1)! 


(7.11) 


(n + 1)! (n + 1)! 


Demostración. Supongamos que x > a. Entonces la integral para E„(x) se 
extiende al intervalo [a,x]. Para cada t en este intervalo tenemos ; (x — t) n > 0, 
con lo que las desigualdades (7.9) nos dan 


Integrando entre a y x, encontramos que 


(7.12) 2 j\x - t) n dt< E n (x) <, ^ j\x -t)”dt. 

La sustitución u = x — t, du = — dt nos da 

j\x - t)” dt =jj a u” du = (x — _g } ” +1 , 


con lo que (7.12) se reduce a (7.10). 

Si x < a, la integración se efectúa en [x, a]. Para cada t en este intervalo 
tenemos t > x, con lo que (— 1 )”(* — t)” = ( t — x) B > 0. Por consiguiente, po- 
demos multiplicar las desigualdades (7.9) por el factor no negativo (—1 ) n (x—t)”/n\ 
e integramos entre x y a obteniendo (7.11). 
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ejemplo 1. Si f(x) = e x y a = 0, tenemos la fórmula 


e ‘-îs +£ -« 

Puesto que f n+1) (x) — e*, la derivada / (n+1) es monótona creciente en cualquier 
intervalo, y por tanto satisface las desigualdades e b <, f n+1) (t) <. e c en todo inter- 
valo de la forma [6, c]. En un tal intervalo, las desigualdades relativas a E„(x) 
del teorema 7.7 se satisfacen para m = e 3 4 5 6 7 y M = e c . En particular, cuando 6 = 0, 
tenemos 


(n + 1)! ^ E ” (X) ^ 6 (n + 1)! 


Podemos utilizar estas estimaciones para calcular el número e de Euler. Se 
toma 6 = 0, c = 1, x = 1, y teniendo en cuenta que e < 3 obtenemos 


(7.13) 


-Îà + E - (1) ’ 


Esto permite el cálculo de e con el grado de aproximación que se desee. Por ejem- 
plo, si deseamos el valor de e con siete cifras decimales exactas, elegimos un 
n tal que 3 /(n + 1)! < \ 10“ 8 . Pronto veremos que n = 12 es suficiente. Con 
bastante rapidez se puede calcular una tabla de valores de 1/n! debido a que 1/n! 
puede calcularse dividiendo l/(n — 1)! por n. La siguiente tabla para 3 < n < 12 
contiene esos números redondeados hasta nueve decimales. E1 «redondeo» está 
en cada caso indicado por un más o un menos lo que nos indica si la corrección 
es por exceso o por defecto. (En cualquier caso, el error es menor que media 
unidad del último orden decimal considerado.) 


n nl 


3 0,166 666 667 - 

4 0,041 666 667 - 

5 0,008 333 333 + 

6 0,001 388 889 - 

7 0,000 198 413 - 


n n\ 


8 0,000 024 802 - 

9 0,000 002 756 - 

10 0,000 000 276 - 

11 0,000 000 025 + 

12 0,000 000 002 + 
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Los términos correspondientes a n = 0, 1,2 tienen suma f. Sumando este 
número a los valores de la tabla (para n <12), obtenemos un total de 2,718281830. 
Si tenemos en cuenta los redondeos, el valor efectivo de esta suma puede ser 
menor que aquel valor, difìriendo a lo sumo en \ de una unidad del último orden 
decimal conservado (debido a los siete signos menos), o puede exceder a lo sumo 
en f de unidad del último orden decimal (debido a los tres signos menos). Llame- 
mos a la suma s. Entonces todo lo que podemos asegurar mediante este cálculo 
es la desigualdad 2,718281826 < s < 2,718281832. La estimación del error 
E„(l) nos da 0,000000000 < E 12 ( 1) < 0,000000001. Puesto que e = s + £„( 1), 
este cálculo nos lleva a las desigualdades siguientes para e: 

2,718281826 <e< 2,718281833. 


Esto nos dice que el valor de e, con siete cifras decimales, es e = 2,7182818, o que 
el valor de e redondeado a ocho decimales, es e = 2,71828183. 


ejemplo 2. Irracionalidad de e. Podemos utilizar la anterior estimación del 
error £«(1) para demostrar que e es irracional. Empezamos escribiendo las des- 
igualdades (7.13) del modo siguiente: 


1 < g — — < 

(n + 1)! ~ 6 Z/cî" 


(n + 1)! 


Multiplicando por n\, se obtiene 
1 

(7.14) n + 1 ; 



si n ^3. Para cada n la suma respecto a k es un entero. Si e fuera racional, po- 
dríamos elegir n lo bastante grande para que también n\e fuese entero. Pero en- 
tonces (7.14) nos diría que la diferencia de esos dos enteros sería un número en 
tero no mayor que f, lo cual es imposible. Por tanto e no puede ser racional. 


Las aproximaciones por polinomios nos permiten con frecuencia obtener va- 
lores numéricos aproximados de integrales que no se pueden calcular directa- 
mente mediante funciones elementales. Un ejemplo famoso es la integral 


/(*) = \ o e‘ 2 dt 


que se presenta en la teoría de probabilidades y en muchos problemas de Física. 
Es sabido que la función / así defmida no es una función elemental. Es decir, 
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} no puede obtenerse a partir de polinomios, exponenciales, logaritmos, funciones 
trigonométricas o trigonométricas inversas mediante un número finito de pasos en 
los que intervengan las operaciones de adición, substracción, multipl'icación, divi- 
sión, o composición. Otros ejemplos que con frecuencia se presentan tanto en 
teoría como en la práctica son las integrales 

J dt, J sen(r 2 ) dt , J V \ — k 2 sen 2 1 dt. 

(En la primera de éstas, se sobrentiende que el cociente (sení)/t se reemplaza 
por 1 cuando t = 0. En la tercera, k es una constante, 0<£<1.) Terminamos esta 
Sección con un ejemplo que hace ver cómo la fórmula de Taylor puede usarse 
para obtener una buena estimación de la integral JJ /2 e _ 'Vr. 

ejemplo 3. La fórmula de Taylor para e? con n = 4 nos da 

(7.15) e*=l +* + fï+^ + Jj+ «•(*)• 

Supongamos ahora que x < 0. En cualquier intervalo de la forma [ — c, 0] tene- 
mos e~ c <£ e x <, 1, de modo que podemos utilizar las desigualdades (7.11) del 
teorema 7.7 como m = e~ c y M = 1 para escribir 

0 < (—l) 5 £ 4 (x) < ( -=^ si x < 0 . 

Dicho de otro modo, si x < 0, entonces £ 4 (x) es negativa y ^ x 5 /5!. Reempla- 
zando x por — t 2 en (7.15), tenemos 

(7.16) + + 

en donde - f 10 / 5! < £ 4 ( - f 2 ) < 0. Si 0 < f <1, encontramos que f 10 /5! < 
< (|) 10 /5! < 0,000009. Así que, si integramos (7.16) entre Oy j, obtenemos 

r e -* dt -i—i- + —L —_ 4 _ 

Jo 2 3 • 2 3 5 - 2 5 - 2 ! 7 - 2 7 - 3! 9 ■ 2 9 • 4! 

donde 0 < 6 < 0,0000045. Redondeando hasta cuatro decimales, encontramos 
pj 2 e- i2 dt = 0,4613. 



Otras formas de la fórmula de Taylor con resto 


347 


*7.7 Otras formas de la fórmula de Taylor con resto 

Hemos expresado el error en la fórmula de Taylor como una integral 

E Áx) = ^ £*(x - tyf (n+ 1 \t) dt . 

También puede expresarse en muchas otras formas. Puesto que el factor (x — t) n 
del integrando nunca cambia de signo en el intervalo de integración, y que f n+1) es 
continua en este intervalo, el teorema del valor medio ponderado para integrales 
(teorema 3.16) nos da 

- t)”f in+ 1 \t) dt = f ln+1 \c)j\x - t)" dt =f^\c)i *^p , 

estando c en el intervalo cerrado que une a con x. Por consiguiente, el error 
puede escribirse en la forma 


E (x) = flH+ >(c) (x - 

(n+D! 


a) n+1 . 


Esta es la llamada forma de Lagrange del resto. Se parece a los anteriores térmi- 
nos de la fórmula de Taylor, salvo que la derivada / <n+1) (c) está calculada en un 
cierto punto c desconocido y no en el punto a. El punto c depende de x y de n, 
tanto como de /. 

Con un razonamiento de tipo distinto, podemos prescindir de la continuidad 
de / <n+1) y deducir la fórmula de Lagrange y otras formas del resto bajo hipótesis 
más débiles. Supongamos que / (n+1) existe en un cierto intervalo abierto (h, k) que 
contenga el punto a, y que / (B) sea continua en el intervalo cerrado \_h, k~\. Elija- 
mos cualquier x += a en [h, k~\. Para simplificar, admitamos que x > a. Man- 
tengamos x fijo y definamos una nueva función F en el intervalo [a, x] del si- 
guiente modo: 


F(t)=f(t)+^ f -^(x-t) k . 


Observemos que F(x) = /(x) y F(a) = T„f(x; a), con lo que F(x) — F(a) = E„(x). 
La función F es continua en el intervalo cerrado [a, x] y es derivable en el 
intervalo abierto (a, x). Si calculamos F'(t), teniendo en cuenta que cada término 
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de la suma que define F(t) es un producto, encontramos que todos los términos 
se reducen excepto uno, y nos queda la igualdad 

Sea ahora G cualquier función continua en [û, jc] y derivable en ( a,x ). Podemos 
entonces aplicar la fórmula del valor medio de Cauchy (teorema 4.6) y escribir 

G'(c)[F(x) - F(a)] = F'(c)[G(x) - G(a)]. 

para un cierto c en el intervalo abierto (a, x). Si G' no es cero en ( a, x), se obtiene 
la siguiente fórmula para el error E„(x): 

E n (x) = [G(x) - G(a)]. 

G (c) 

Podemos expresar el error de varias maneras mediante elecciones distintas de la 
función G. Por ejemplo, tomando G(t) = (x — í) n+1 , obtenemos la forma de 
Lagrange 


E„(x) = ^ (x — a) n+1 , donde a < c < x . 

(rç + i)! 

Tomando G(t) = x — t, obtenemos otra fórmula, llamada forma de Cauchy del 
resto, 

r(n+l)/„\ 

EJx) = } - -— (x - c)"(x - a) , donde a<c<x . 

n\ 

Si G(t) = (x — ty, siendo p > 1, obtenemos la fórmula 

E„(x) = --— (x — c) n+1_1, (x — a ) v , donde a < c < x . 

nlp 


7.8 Ejercicios 


En los Ejercicios 1, 2 y 3 se dan ejemplos de fórmulas de Taylor conresto. En cada caso 
demostrar que el error satisface las desigualdades que se dan. 


X'í-D^x 8 * -1 

"é w ~ D ! 


+ E*Jx), 


\E*«(*)\ ^ 


|x| 2n+1 
(2n + 1)! ‘ 
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2. cos x =2Sâjf” + ^"+ l(x) * 

v(—l )^ 1 

3. arctan x =^> 2 k ' + T + ^« (jc) » 


|£ ^«l *(âTÍ2jT 

jçîn+l 

^^ÏTfT 


0 £ 1 . 


4. a) Obtener el número r = \/Ï5 — 3 como aproximación de la raíz no nula de la ecua- 
ción x 2 — sen x utilizando el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima sen x. 
b) Demostrar que la aproximación de la parte a) satisface la desigualdad 


dado que VT5 — 3 < 0,9. Decir si la diferencia (sen r — r 2 ) es positiva o negativa. Dar 
los detalles del razonamiento seguido. 

5. a) (Jtilizar el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima arctan x para obtener 
el número r = (\/2Ï — 3)/2 como aproximación de la raíz no nula de la ecuación 
arctan x = x 2 . 

b) Dado que V2Ï < 4,6 y que 2 16 = 65536, demostrar que la aproximación de la par- 
te a) satisface la desigualdad 


|r 2 — arctan r| < —. 

100 

Decir si la diferencia (r 2 — arctan r) es positiva o negativa. Dar los detalles del razona- 
miento seguido. 


6. Demostrar que 


ni+x 30 . 
11 +* 60 


donde 0 < c < 1. 


7. Demostrar que 0,493948 < 


r /2 _L 

Jo 1 + * 


8. a) Si 0 < x < £, demostrar que sen x = x — x 3 /V. + r(x), donde [r(x)| <i (|) 5 /5!. 

b) Utilizar la estimación de la parte a) para encontrar un valor aproximado de la inte- 
gral J 0 V 2 '' 2 sen (x 2 ) dx. Dar una estimación del error. 

9. Utilizar los tres primeros términos no nulos de la fórmula de Taylor de sen x para en- 
contrar un valor aproximado de la integral JJ (sen x)/x dx y dar una estimación del error. 
[Se sobrentiende que el cociente (sen x)/x es igual a 1 cuando x = 0.] 

10. En este Ejercicio se expone un método para calcular n, usando la fórmula de Taylor 
de arctan x dada en el Ejercicio 3. Se basa en que n es próximo a 3,2, de modo que 
\n es próximo a 0,8 6 f, y este valor es próximo a 4 arctan 1. Poner a = arctan i, 

a) Utilizar la identidad tan(/4 + B) = (tan/4 + B)/(l — tan A tan B) poniendo A=B=<x 
y luego A = B = 2a para hallar tan 2<x = ^ y tan 4a = j? 9. Utilizar entonces la iden- 
tidad una vez más con A = 4a, B = — jir obteniendo tan /3 2Ì9 ■ Esto origina la siguien- 
te identidad notable descubierta en 1706 por John Machin (1680-1751): 


16 arctan i — 4 arctan 239 . 
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b) Utilizar el polinomio de Taylor T n (arctan x) con x = ^ para demostrar que 

3,158328934 < lóarctan A < 3,158328972. 

c) Utilizar el polinomio de Taylor T ;i (arctan x) con x =-^-g para demostrar que 

-0,016736309 < -4 arctan jh < -0,016736300. 

d) Utilizar las partes a), b) y c) para demostrar que el valor de ir, con siete decimales 
es 3,1415926. 


7.9 Otras observaciones sobre el error en la fórtnula de Taylor. La notación o 


Si / tiene derivada de orden (n + 1) continua en un cierto intervalo que con- 
tenga un punto a, podemos escribir la fórmula de Taylor en la forma 


(7.17) 


f(x) = (* ~ Q t + E n( X ) ' 

k =0 


Supongamos que mantenemos x en un cierto intervalo cerrado [a — c, a + c] con 
centro en a, en el que / ( " +1) es continua. Entonces / (n+1) está acotada en este in- 
tervalo y satisface por tanto una desigualdad de la forma 

i/ (B+ D(0l ^ M, 

siendo M > 0. Luego, según el teorema 7.7, tenemos la estimación de error 

|E„(x)| < M |x ~ fl|n+1 
(» + 1 )! 

para cada x en [a — c, a + c]. Si mantenemos x # a y dividimos esa desigual- 
dad por |x — a|”, encontramos que 


0 < 


E n (x) I 
(x - a)" I 


\x - a\ . 


Si ahora hacemos que x -> a, vemos que E„(x)/(x — a)" 0. Esto lo expresamos 

diciendo que el error E„(x) es de orden inferior a (x — a)" cuando x -* a 
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Es decir, en las condiciones establecidas, f(x) puede aproximarse en un en- 
torno de a por un polinomio en (x — a) de grado n, y el error en esta aproxima- 
ción es de orden inferior a (x — a) n cuando x a. 

En 1909 E. Landau, (f) introdujo una notación especial muy apropiada 
cuando se utiliza en conexión con la fórmula de Taylor. Esta es la notación o (la 
notación o minúscula) y se define como sigue. 

definición. Supongamos g(x) += 0 para todo x + a en un cierto intervalo 
que contenga a. La notación 

f(x) = o(g(x)) cuando x -*• a 

significa que 

lim-Ûí) = o. 

*-ag(x) 

E1 símbolo f(x) = o(g(x) se lee «f(x) es o-minúscula de f(x)» o «f(x) es de 
orden inferior a g(x)», y tiene por objeto dar a entender la idea de que para x 
próximo a a, f(x) es pequeno comparado con g(x). 

EfEMPLo 1. f(x) =o(l) cuando x -> a significa que f(x) -> 0 cuando x -> a. 

ejemplo 2. f(x) = o(x) cuando x -> 0 significa que f(x)/x -> : 0 cuando 

x -> 0. 

Una igualdad de la forma f(x) = h(x) + o(g(x)) significa que f(x) - h(x) = 
= o(g(x)) o, dicho de otro modo, [/(x) — /i(x)]/g(x) -> 0 cuando x -> a. 


sen x — x sen x 

ejemplo 3. Tenemos senx = x + o(x) porque- - -= —- 1 

cuando x — 0. 


0 


Las observaciones precedentes relativas al error en la fórmula de Taylor 
pueden ahora expresarse con la notación-o. Podemos escribir 


f(x) 


2 ” f a) ( c, ï ( x _ a f + o((x - a)“) cuando 
k\ 


(t) Edmundo Landau (1877-1938) fue un. famoso matemático alemán que hizo importantes 
contribuciones a la Matemática. Es conccido por sus libros de Análisis y de Teoría de nú- 
meros, llenos de claridad. 
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siempre que la derivada / <B+1) sea continua en un cierto intervalo que contenga el 
punto a. Esto expresa, brevemente, el hecho de que el término de error es pequeno 
comparado con (x — a)” cuando x es próximo a a. En particular, de la discusión 
hecha en anteriores seccciones, tenemos los ejemplos siguientes de fórmula de 
Taylor expresadas con la notación o: 

—-— = l + x + x 2 + -- - + x” + o(x n ) cuando x -*■ 0 . 
í — x 


log (1 + x) = x — — + — — — + ••+(— 1)" 1 — + o(x n ) cuando x -*■ 0 . 
2 3 4 n 

e a! =l + x + ^ + -- + ^ + o(x n ) cuando x -*• 0 . 


sen x = x — — 


-£+•■ 

■ • + (—1)" 1 + o(x 2 ") cuando 

3! 

5! 

7! 

(2 n- 1)! 

X* 

COS X = 1- 

+ j 

— — + • 

’ + (- 1 )"^T7 + °(* 2n+1 ) cuand< > x — 

2! 

4! 

6 ! 

(2n)! 

arctan x = x — — 
3 

+ 7 

-7 + ' 

• • + (—1)” _1 -h o(x 2 ") cuando x - 

2n — 1 


En los cálculos relativos a aproximaciones de Taylor, con frecuencia se hace 
necesario combinar varios términos que contienen el símbolo-o. En el teorema 
que sigue se dan unas pocas reglas sencillas para el manejo de los símbolos-o. 
La mayor parte de las situaciones que en la práctica pueden surgir pueden re- 
solverse con esas reglas. 


teorema 7.8. álgebra de símbolos-o. Cuando x -* o, tenemos: 


(a) o(g(x)) ± o(g(x)) = o(g(x)). 

(b) o(cg(x)) = o(g(x)) si c -A 0. 

(c) f(x) ■ 0 (g(x)) = o(f(x)g(x)). 

(d) o(o(g(x))) = o(g(x)). 

(e) -—= 1 - g(x) + o(g(x)) si g(x) -> 0 cuando x-+a. 
1 + g(x) 
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Demostración. La proposición a) significa que si /,(x) = o(g(x)) y si 
f 2 (x) = o(g(x)), entonces fj(x) ± f 2 (x) = o(g(x)). Pero puesto que se tiene 

Á(x) ±Mx) _Ux) ± f 2 (x) 
g( x ) g(x) g(x) ’ 

cada término del segundo miembro tiende a 0 cuando x -> a, con lo cual la parte 
a) queda demostrada. Las proposiciones b), c) y d) se demuestran en forma 
análoga. 

Para demostrar e), partimos de la identidad algebraica 


y reemplazamos u por g(x) observando entonces que 


g(x) 

1 + g(x) 


0 cuando x -» a. 


ejemplo 1 . Demostrar que tanx = x + £ x a + o(x 3 ) cuando x -> 0. 

Solución. Utilizamos las aproximaciones de Taylor para el seno y el cose- 
no. De la parte a) del teorema 7.8, sustituyendo g(x) = — \ x 2 + o(x 2 ), tenemos 


cos x 1 — £x 2 + o(x 3 ) 
Por consiguiente, resulta 


= 1 + - x 2 + o(x 2 ) cuando x ->■ 0 . 


t3n ^ cos x “ ( X “ 6 * 3 + ° (XÌ) Ì í 1 + i = * + ~ x * + 0(* 3 ) • 

ejemplo 2. Demostrar que (1 + x) 1 /* = e - (l — - + 11x2 + o(x 2 )) 

' 2 24 ì 


cuando x 0. 


Solución. Puesto que (1 + x) 1 / 1 = e n l x) ' 0 * n + x) , comenzamos con un polino- 
mio de aproximación para log(l + x). Tomando una aproximación cúbica, te- 
nemos 
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y así se obtiene 

(7.18) (1 + xf! x = exp (1 - x/2 + x 2 /3 + o(x 2 )) = e ■ e u , 

en donde u = — x/2 + x 2 /3 + o(x 2 ). Pero cuando u -> 0, tenemos e“ = 
= 1 + « + Jm 2 + o(u 2 ), con lo que obtenemos 

«* ~ 1 - 2 + l’ + ^ 4 2 + 3 + ° ()<a) ) !+ ^ = 1 “ 2 + + ° (A 

Si aplicamos esta igualdad a (7.18), obtenemos la fórmula deseada. 


7.10 Aplicaciones a las formas indeterminadas 

Ya hemos explicado cómo se utilizan las aproximaciones por polinomios en 
el cálculo de valores de funciones. También se pueden utilizar en el cálculo de 
límites. Lo vamos a explicar con algunos ejemplos. 

ejemplo 1. Si a y b son números positivos, determinar el límite 



Solución. No podemos resolver este problema calculando el límite del nu- 
merador y el del denominador separadamente, porque el denominador tiende a 0 
y el teorema del cociente de límites no es aplicable. E1 numerador en este caso 
también tiende a 0 y se dice que el cociente adopta la «forma indeterminada 0/0» 
cuando x -> 0. La fórmula de Taylor y la notación-o nos permiten frecuentemente 
calcular el límite de una forma indeterminada parecida a esa pero más sencilla. 
La idea es aproximar el numerador <f — b x por un polinomio en x, dividir 
luego por x y hacer que x 0. Podría aplicarse la fórmula de Taylor directa- 
mente a f(x) = a x — b x pero, como a x = e xI ° Ba y b x = e x Iog h , es más sencillo en 
este caso usar las aproximaciones por polinomios ya deducidas para la función 
exponencial. Si comenzamos con la aproximación lineal 

e* = 1 + t + o(t) cuando / -*■ 0 

y reemplazamos t por x log a y x log b, obtenemos respectivamente 


a x = ] + x log a + o(x) 


lf = 1 + x log b + o(x) cuando^ -♦ 0 . 
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Aquí hemos utilizado el hecho de que o(x log a) = o(x) y o(x log b) = o(x). 
Si ahora restamos y observamos que o(x) — o(x) — o(x), encontramos a x — b x = 
= x(log a— log b)+o(x). Dividiendo por x y teniendo en cuenta que o(x)/x=o( 1), 
obtenemos 


—-— = log - + o(l) -> log 7 cuando x ->• 0 . 

x b b 


ejemplo 2. Demostrar que lim x 


- ï) - ' 


Solución. Utilizamos el ejemplo 1 de la Sección 7.9, y el teorema 7.8 e) 
para escribir 


tan x x + Jx 3 + o(x 3 ) x 1 + + o(x 2 ) 

= - (l - ìx 3 + o(x 2 )) =--£* + o(x). 

X \ 3 / x 3 


Luego, tenemos 


“(cotx — ì) = - J + o(l) ► l - cuando x^O . 


_ log (1 + ax) , , 

ejemplo 3. Demostrar que lim^..,,, -= a para todo real a. 


Solución. Si a = 0, el resultado es trivial. Si a + 0, usamos la aproxima- 
ción lineal log (1 + x) = x + o(x). Reemplazando x por ax, obtenemos 
log (1 + ax) = ax + o(ax) = ax + o(x). Dividiendo por x y haciendo que x -* 0, 
obtenemos el límite a. 

ejemplo 4. Probar que para todo número real a, tenemos 
(7.19) lim (1 + ax) 1,x = e a . 

Solución. Observemos simplemente que (1 + axf! x = e ll M io *n+ax) y apli- 
camos el resultado del ejemplo 3 junto con la continuidad de la función expo- 
nencial.. 
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Reemplazando ax por y en (7.19), encontramos otro límite importante: 

lim (1 + ỳ) a/y = e°. 

»-o 

Algunas veces esos límites se toman como punto de partida para la teoría de 
la función exponencial. 


7.11 Ejercicios 

1. Hallar un polinomio cuadrático P(x) tal que 2* = P(x) + o(x 2 ) cuando x —> 0. 

2. Hallar un polinomio cúbico P(x) tal que x cos x = P(x) + o((x — l) 3 ) cuando x —> 1. 

3. Hallar el polinomio P(x) de menor grado tal que sen(x — x 3 ) = P(x) + o(xfi) cuan- 

do x— > 0. 

4. Hallar las constantes a, b, c tal que log x — a + b(x — 1) + c(x — l) 2 + o((x — l) 2 ) 
cuando x -> 1. 

5. Recuérdese que cos X = 1 — fx 2 + o(x®) cuando x —> 0. Utilizar este resultado para de- 

mostrar que x' 2 (l — cos x) —> i cuando x— >0. En forma parecida, hallar el límite de 

x _4 (l — cos 2x — 2x 2 ) cuando x— >0. 

Calcular los límites de los Ejercicios 6 al 29. 


senax 

6 . lim-—. 

sen ° x 

tan 2x 

7. lim-—. 

i^. 0 sen3x 


,. log (1 + x) 


10 ' lim xtanx • 

11. lim—!LÏ_ 

x _o arctan x 

a x — 1 

12. lim ^ _ ^ b * 1. 


.o x 2 sen x 2 ' 
x(e* + 1) - 2(e* - 1) 


log (1 + x) - X 


19. Iim 

20 . lim 

21 . lim 

22 . lim 


itr X ~ W 

lsen(Tr/2x)](íog x) 

" (x 3 + 5)(x - 1) • 
cosh x — cos x 

• 

3 tan 4x — 12 tan x 


x 3 

cos (sen x) — cos x 


24. lim (x + e 2x ) 1/x . 

(1 + xf'* - e 
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/0 + X) 1,x \ llx 



30. iPara qué valor de a la expresión x \e ax — e* — x) tiende a un límite finito cuando 
x —> 0? iCuál es el valor de ese límitc? 

31. Dadas dos funciones f y g derivables en un cierto intervalo que contenga 0, en el que 
g es positiva. Supongamos también f(x) = o(g(x)) cuando x -»0. Decir si son o no 
ciertas las proposiciones: 


a) f 0 7(0 * = o(J 0 V/) rff)) cuando x: -*■ 0, (b) f'(x) = o(g'(x)) cuando x -*■ 0 . 

32. a) Si g(x) = o(l) cuando *-+0, demostrar que 

t = 1 -,?(*) + g 2 (x) + o(g 2 (x)) cuando *->-0 . 


3 15 

33. Una función / tiene derivada tercera continua para todo x y satisface la relación 




[Indicación: Si lim^^gíx) = A, g(x) = A + o(l) cuando x -> 0.] 


7.12 Regla de L’Hôpital para la forma indeterminada 0/0 

En muchos ejemplos de las Secciones anteriores hemos calculado el límite de 
un cociente f(x)/g(x) en el que el numerador f(x) y el denominador g(x) tienden 
a 0. En ejemplos de este tipo se dice que el cociente f(x)/g(x) adopta «la forma 
indeterminada 0/0». 

Un modo de resolver los problemas de las formas indeterminadas es obte- 
ner polinomios de aproximación a f(x) y a g(x) como se hizo al tratar los ejem- 
plos de antes. Algunas veces el trabajo puede abreviarse con el uso de una téc- 
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nica de derivación llamada regla de L’Hôpital. (t) La idea básica del método es 
estudiar el cociente de derivadas }'(x)/g'(x) y deducir de él información relativa 
a f(x)/g(x). 

Antes de establecer la regla de L’Hôpital, demostramos una relación entre el 
cociente f(x)/g(x) y el cociente de derivadas f(x)/g'(x). Supongamos que / y g 
son dos funciones para las que f(á) = g(a) = 0. Entonces, para x¥= a, tenemos 

M = M. -/(*) _ /(*) -m / g(x) - g(q) 

g(x) g(x) - g(a) x - a I x - a 

Si'las derivadas f'(a) y g'(a) existen, y si g'(a) ¥= 0, entonces cuando x -» a el co- 
ciente del tercer miembro tiende a f'(a)/g'(a) y por tanto f(x)/g(x) -> f’(a)/g’(a). 

1 — e 2 * 

ejemplo. Calcular lim x ^ 0 -. 

x 

Solución. Aquí (f(x)= 1—e 2 * y g(x) = x con lo que f’(x)=— 2é* x , g'(x) = 1 . 
Por tanto f'(0)/g’(0) = — 2, de manera que el límite en cuestión es — 2. 

En la regla de L’Hôpital, no se hacen hipótesis sobre /, g ni sus derivadas en el 
punto x = a. En su lugar, suponemos que f(x) y g(x) tiende a 0 cuando x -> 0 y 
que el cociente f'(x)/g'(x) tiende a un límite finito cuando x -> a. La regla de 
L’Hôpital nos dice entonces que f(x)/g(x) tiende al mismo límite. Con más pre- 
cisión, tenemos el siguiente teorema. 

teorema 7.9. regla de l’hôpital para 0/0. Supongamos que f y g ad- 
miten derivadas f'(x) y g'(x) en cada punto x de un intervalo abierto (a, b) y su- 
pongamos que 

(7.20) lim/(x) = 0 y Iim g(x) = 0. 

Supongamos tambiên que g'(x) ¥ 0 para cada x en (a, b). Si el límite 

(7-21) lim.£íî) 

-«■*'(*) 


(t) En 1696, Guillermo Francisco Antonio de L’Hôpital (1661-1704) escribió el primer libro 
de Cálculo diferencial. Este trabajo apareció en muchas ediciones y desempeiió un papel 
importante en la divulgación del Cálculo. Gran parte del contenido del libro, incluyendo el 
método conocido como «regla de L’Hôpital», se basó en el trabajo anterior de Juan Bemoulli, 
uno de los maestros de L’Hôpital. 
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existe y tiene el valor tal como L, entonces el límite 

(7.22) lim ^ 

■-«H- gM 


también existe y tiene el valor L. 

Obsérvese que los límites (7.20), (7.21) y (7.22) son «por la derecha». 
Existe, naturalmente, un teorema similar en el que las hipótesis se satisfacen en 
un cierto intervalo abierto de la forma ( b, á) y todos los límites son «por la iz- 
quierda». Asimismo, combinando los dos teoremas «por un lado», se obtiene un 
resultado por «ambos lados» del mismo tipo, en el que x a de cualquier manera. 

Antes de demostrar el teorema 7.9, expondremos el uso de este teorema en 
unos ejemplos. 

ejemplo 1 . Usaremos la regla de L’Hôpital para obtener la fórmula fa- 
miliar 

(7.23) lim S —=1. 


En este caso f(x) = sen x y g(x) = x. E1 cociente de derivadas es f(x)/g'(x) = 
= (cos x)/1 y tiende a 1 cuando x 0. Según el teorema 7.9 el límite (7.23) tam- 
bién existe y es igual a 1. 

ejemplo 2. Para determinar el límite 


mediante la regla de L’Hôpital, ponemos f(x) = x — tan x, g(x) = x — sen x, y 
encontramos que 


(7.24) /'(*) _ 1 — sec 2 x 

g'(x) 1 — cos x 

Si bien este cociente también adopta la forma 0/0 cuando x 0, podemos evitar 
la indeterminación por medio de transformaciones trigonométricas y algebraicas. 
Si escribimos 



cos 2 X 


cos 2 


— 1 _ _ (1 + cos x)(l — cos x) 

COS 2 X 


COS X 
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el cociente (7.24) se transforma en 

/'(*) _ _ 1 + cos x 
g'(x) cos 2 x 

y éste tiende a — 2 cuando x -> 0. Obsérvese que la indeterminación desaparece 
cuando simplificamos el factor 1 — cos x. La supresión de factores comunes suele 
simplifìcar el trabajo en problemas de este tipo. 

Si el cociente de las derivadas /'(x)/g'(x) toma a su vez la forma 0/0 se 
puede aplicar de nuevo la regla de L’Hôpital. En el ejemplo que sigue la inde- 
terminación desaparece después de dos aplicaciones de la regla. 


ejemplo 3. Para cuaiquier número real c se tiene: 


(x- D 2 


c(c — l)x c 2 _ c(c — 1 ) 


En esta sucesión de igualdades se entiende que la existencia de cada límite implica 
el del precedente y su igualdad. 


E1 ejemplo que se da a continuación muestra que la regla de L’Hôpital no es 
infalible. 


ejemplo 4. Sea /(x) = e~' ,x si x^O y g(x) = x. E1 cociente /(x)/g(x) 
toma la forma indeterminada 0/0 cuando x 0 + y la aplicación una vez de la 
regla de L’Hôpital conduce al cociente: 

/'(x) = (l/xV' 1 = e^_ 
g'(x) 1 x 2 

Éste, a su vez, es indeterminado cuando x -> 0 + y derivando numerador y deno- 
minador se obtiene: (\/x 2 )e~ Ux J(2x) = e~ 1/x /(2x 3 ). Después de n pasos se llega 
al cociente e~ 1/x /(n\X n+1 ) de manera que por este método no desaparecerá nunca 
la indeterminación. 


ejemplo 5. Cuando se aplica reiteradamente la regla de L’Hôpital, se ha 
de tener cuidado en cerciorarse que el cociente que se considera toma efectiva- 
mente la forma indeterminada. Un error frecuente se pone de manifiesto en este 
cálculo: 


x — x 
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E1 primer paso es correcto pero el segundo no. E1 cociente (6* — 2)/{2x — 1) no 
es indeterminado cuando x 1. E1 límite correcto, 4, se obtiene sustituyendo x 
por 1 en ( 6x — 2){2x — 1). 

ejemplo 6 . Algunas veces se puede reducir el trabajo haciendo un cambio 
de variable. Por ejemplo, se podría aplicar directamente la regla deL’Hôpital para 
calcular el límite 


l~ e *Vï’ 


pero se puede evitar la derivación de la raíz cuadrada escribiendo t = Vx y ob- 
servando que: 


_VL_ 


= lim - 

f->0+ 1 


e 2< 


1 

-2e 2í 


Se trata ahora de demostrar el teorema 7.9. 


1 

2 ' 


Demostración. Se hace uso de la fórmula del valor medio de Cauchy (teo- 
rema 4.6 de laSección4.14)aplicada al intervalo cerrado que tiene a como extremo 
izquierdo. Puesto que las funciones / y g pueden no estar definidas en a, se intro- 
ducen dos nuevas funciones que estén definidas en a. Sea: 

F(x) = f(x) si xjía, F(a) = 0 , 

G(x) = g(x) si x ^ a, G(a) = 0 . 

F y G son ambas continuas en a. En efecto, si a < x < b, las dos funciones F 
y G son continuas en el intervalo cerrado [a, x] y tienen derivada en todos los 
puntos del intervalo abierto (a, x). Por tanto la fórmula de Cauchy se puede 
aplicar al intervalo [a, x] y se obtiene: 

[F(x) - F(a)]G'(c) = (G(x) - G(a)]F'(c) , 

donde c es un punto que satisface: a < c < x. Teniendo en cuenta que F(a) = 
= G(a) — 0 se tiene: 


f( x )g'(c) = g(x)f'(c) . 

g'(c) es distinto de cero [puesto que, por hipótesis, g' no se anula en ningún 
punto de (a, h)] y g(x) es también distinto de cero. En efecto, si fuera g(x) = 0 
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tendría que ser G(x) — G(a) = 0 y en virtud del teorema de Rolle, existiría 
un punto x , entre a y x donde G\x x ) = 0, en contradicción con la hipótesis de 
que g' no se anula nunca en ( a, b). Por tanto, se puede dividir por g'(c) y g (x) 
obteniéndose: 


/(*) _ f'(c) 
g(*) g'(c) 

Cuando x -> a, el punto c -* a (puesto que a < c < x) y el cociente a la izquierda 
tiende a L [en virtud de (7.21)]. Por tanto, f(x)/g(x) tiende también a L y el 
teorema está demostrado. 

7.13 Ejercicios 


Calcular los límites en los Ejercicios 1 al 12. 


3x 2 + 2x - 16 
x*-x-2 • 

y! - iv 4- 1 

2. lim 

3. lim 

4. lim 


““g2x 2 - 13x + 21' 
senhx — senx 

' 

(2 - x)e* - x - 2 


x 3 

log (cos ax) 


X _!^.(x senxj 372 ‘ 

13. Determinar el límite del 


7. lim 

8. lim 

9. lim 


V^-V^ + V^ 


10. lim 

11. lim 


1 - x + log x ’ 
arcsen 2x — 2 arcsen x 
V ' 

X cot X — 1 


X 2 


1 / Vx Vx\ 

12. lim —^^aarctan —- b arctan 


(sen4x)(sen 3x) 
xsen2x 

cuando x —> 0 y también cuando x 
14. iPara qué valores de las constantes a y b es 


lim (x“ 3 sen 3x + ax _ * + b) = 0? 
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15. Hallar las constantes a y b tales que lim__ 0 -- , —= = 1 . 

bx — sen x J 0 -\J a + t 

16. Un arco de circunferencia de radio 1 subtiende un ángulo de x radianes, 0 < x < \-n, 
como se ve en la fìgura 7.2. E1 punto C es la intersección de las dos tangentes en A y 
B. Sea T(x) el área del triángulo ABC y S(x) el área de la región sombreada. Calcular: 



a) T(x); b) S(x); c) el límite de T(x)|S(x) cuando x-»0 +. 

17. La corriente I(t) que circula en un cierto circuito eléctrico en el tiempo t viene dada por 

I(t) = j (1 - <r RtlL ) , 

en donde E, R, y L son númeíos positivos. Determinar el valor límite de I(t) cuando 

K-»0+. 

18. Un peso está suspendido por una cuerda y se le causa una vibración mediante una fuer 
za sinusoidal. Su desplazamiento f(t) en el tiempo t viene dado por una ecuación de 
la forma 




f(t) = c2 _ p (sen kt — sen ct) , 


donde A, c, y k son constantes positivas, siendo c k. Determinar el valor límite del 
desplazamiento cuando c—* k. 


7.14 Los símbolos +oo y — co. Extensión de la regla de L’Hôpital 

La regla de L’Hôpital se puede extender en varias direcciones. En primer 
lugar se considera el cociente f(x)/g(x) cuando x crece indefmidamente. Es con- 
veniente tener un símbolo para expresar brevemente que x crece indefinidamente. 
Para ello los matemáticos utilizan el símbolo +oo, llamado «más infinito». Sin 
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embargo, al símbolo + oo no se le debe atribuir ningún significado por él mismo, 
y se darán definiciones precisas de varias proposiciones que contienen este símbolo. 
Una de ellas es la siguiente: 


lim f(x) = A , 

que se lee «el límite de f(x), cuando x tiende a más infinito, es A». La idea que 
se quiere expresar con ello es que los valores de la función f(x) pueden ser tan 
próximos a A como se quiera tomando x suficientemente grande. Para que esta 
proposición tenga un sentido matemático preciso se ha de explicar que significa 
«tan próximo como se quiera» y «suficientemente grande», lo cual se logra con 
la siguiente definición: 

definición. El simbolismo: 


lim f(x) = A 

significa que para cada número e > 0, existe otro número M > 0 (que depende 
de €) tal que: 


\f(x) — A | < « siempre que x > M. 

En la práctica, el cálculo de límites cuando x -* + oo se puede reducir a 
un caso más conocido. Basta sustituir x por 1 /t (es decir, x = 1 //) y observar 
que t -> 0 tomando valores positivos, cuando x -*■ + oo. Con más precisión, se 
introduce una nueva función F donde: 

(7.25) F(0=/(j) si í^O 

y se observa que las dos igualdades: 

lim f(x) = A y lim F(t) = A 

i-»+oo i-0+ 

significan exactamente lo mismo. La demostración de esta equivalencia requiere 
simplemente la definición de los dos símbolos límite, y se deja al lector como 
ejercicio. 

Cuando interesa conocer el comportamiento de f(x) para valores de x ne- 
gativos grandes, se introduce el símbolo — oo (menos infinito) y se escribe: 


lim f(x) = A 
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que significa: Para cada e > 0 existe un M > 0 tal que 
|/(x) — A\ < e siempre que x < —M. 

Si F está definida por (7.25) es fácil comprobar que las dos igualdades 
lim f(x) = A y lim+fí) = + 


son equivalentes. 

En vista de las observaciones hechas, no es sorprendente encontrar que 
todas las reglas usuales para el cálculo con límites (que se dieron en el teorema 
3.1 de la Sección 3.4) se aplican también a límites cuando x->-±oo. La regla 
de L’Hôpital es también válida y se puede extender en la forma siguiente: 

teorema 7.10. Supongamos que f y g tienen derivadas f'(x) y g'(x) para 
todo x mayor que un cierto número fijo M > 0. Supongamos también que 

lim f(x) = 0 y lim g(x) = 0, 


y que g'(x) ¥ 0 para x > M. Si f'(x)/g'(x) tiende a un límite cuando x + co, 
entonces f(x)/g(x) tiene también límite y ambos son iguales. Es decir, 

(7.26) lim = L implica lim ^ = L . 

«~+« «'(*) S{x) 

Demostración. Sea F(t) = f(\/t) y G(t) = g(\/t). Entonces f(x)/g(x) = 
= F(t)/G(t) si t = \/x, y f -> 0+ cuando x-+ +oo. Puesto que F(t)/G(t) to- 
ma la forma indeterminada 0/0 cuando t -+ 0+ se considera el cociente de las 
derivadas F'(t)/G'(t). Aplicando la regla de la cadena, se tiene: 



G'(t) ¥ 0, si 0 <t< 1/M. Si x = 1/í y x > M, se tiene F'(t)/G'(t) = f(x)/g'(x) 
puesto que el factor común — 1 /f se simplifica. Por tanto, si f'(x)/g'(x) tiende 
a L cuando x— ► +oo, entonces F'(t)/G'(t) L cuando t ■+ 0+ y por tanto, en 
virtud del teorema 7.9, F(t)/G(t) L. Y puesto que F(t)/G(t) = f(x)/g(x), esto 
demuestra (7.26). 

Hay evidentemente un teoremâ análogo al 7.10 cuando se considera el 
límite para x->- — oo. 
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7.15 Límites infinitos 

En la Sección anterior se utilizó la notación x -*■ + °o para indicar que x 
toma valores positivos tan grandes como se quiera. También escribimos 

(7.27) lim f(x) = + oo 
o, también, 

(7.28) f{x) -*■ + oo cuando x-*a 

para indicar que f(x) se puede hacer tan grande como se quiera tomando x 
suficientemente próximo a a. E1 significado preciso de este símbolo está dado 
por la siguiente definición: 

definición. Los símbolos en (7.27) y (7.28) significan que a cada número 
positivo M (tan grande como se quiera) corresponde otro número positivo ô 
\que depende de M) tal que 

f(x) > M siempre que 0 < |x — a\ < ò . 

Si f(x) > M siempre que 0 < x — a < 6, se escribe 

lim f(x) = +oo , 


y se dice que f(x) tiende a +cc cuando x tiende a a por la derecha. Si f(x) > M 
siempre que 0 < a — x < ô, se escribe 

lim f(x) = +co , 


y se dice que f(x) tiende a + oo cuando x tiende a a por la izquierda. 


Los símbolos 

lim/(x)=—oo, lim/(x)=—oo, y lim f(x) = — oo 


se definen análogamente, con la única diferencia de sustituir f(x) > M por 
/(x) < — M. En la figura 7.3 se dan ejemplos. 
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Figura 7.3 Límites infinitos. 

Es conveniente extender también la definición de estos símbolos al caso 
en que ;c —► ± oo. Así, por ejemplo, se escribe: 

lim f(x) = + oo 


si para cada número positivo M existe otro número positivo X tal que f(x) > M 
siempre que x > X. 

E1 lector no tendrá dificultad para formular definiciones análogas para los 
símbolos 

lim f(x) = + oo , lim f(x) = - oo , y lim f(x) = - oo . 


ejemplos. En el capítulo 6 se probó que la función logaritmo no está aco- 
tada en el eje real positivo. Este hecho se puede expresar brevemente escribiendo: 

(7.29) lim log x = + oo . 


También se probó en el capítulo 6 que log x < 0 si 0< x < 1 y que el logaritmo 
no tiene cota inferior en el intervalo (0, 1). Por tanto, se puede también escribir 
lim x-.o t log x = — oo . 
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De la relación que existe entre la función logarítmica y la exponencial es fácil 
probar que: 

(7.30) lim e x — + oo y lim e x =■ 0 (o lim e~ x = 0). 

Aplicando estos resultados no es difícil demostrar que para a > 0 se tiene: 

lim x* = + oo y lim — = 0 . 

*-*+oo *->+» x a 

La idea es escribir x* = e" 108 * y aplicar (7.30) junto con (7.29). Las fórmulas 
en (7.30) dan las relaciones: 

lim e~ Vx = +oo y lim e~ Vx = 0 . 

x—0- x-0+ 

La demostración de estas igualdades es un buen ejercicio para que el lector com- 
pruebe si ha entendido los límites que contienen símbolos ± oo. 


7.16 Comportamiento de log x y e x para valores grandes de x 

Los límites infìnites nos conducen a nuevos tipos de formas indeterminadas. 
Por ejemplo, se puede tener un cociente f(x)/g(x) en el que f(x) -+ + oo y g(x) 
-+ +oo en ambos casos cuando x-+a (o x-* ± oo). En este caso, decimos que 
el cociente f(x)/g(x) adopta la forma indeterminada co/oo. Existen varias exten- 
siones de la regla de L’Hôpital que a menudo nos ayudan para determinar el 
comportamiento de un cociente cuando adopta la forma indeterminada oo/oo. 
No obstante, no expondremos esas extensiones porque muchos de los ejemplos 
que se presentan en la práctica pueden tratarse aplicando el teorema que sigue 
y que describe el comportamiento del logaritmo y de la exponencial para valo- 
res grandes de x. 


teorema 7.11. Si a > 0 y b > 0, se tiene 


(7.31) 

y 


(log xf 


0 


(7.32) 
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Demostración. Primero demostramos (7.31) y luego utilizamos el resultado 
para deducir (7.32). Puede hacerse una demostración sencilla de (7.31) partiendo 
de la definición de logaritmo como integral. Si c > 0 y t >1, tenemos r 1 < t c - J . 
Luego, si x > 1, podemos escribir 

0 < log x = f' - dt < f V 1 dt = < ï! 

Jl t Jl C C 


Por consiguiente, se tiene 

0 < ^° g < -— para todo c > 0 . 

x a c” 

Si elegimos c = iajb, entonces x t ’ c ~ a = x ~ a / 2 que tiende a 0 cuando x-»• + oo. 
Esto demuestra (7.31). Para demostrar (7.32), hacemos el cambio de variable 
t = e'. Entonces x = logí, y por tanto x'/e™ = (log t) b /t a . Pero t ->■ +oo cuan- 
do x-»- +co, con lo cual (7.32) es consecuencia de (7.31). 


Con una natural extensión de la notación-o, podemos escribir las proposicio- 
nes sobre límites que acabamos de demostrar en la forma 

(log x) b = o(x°) cuando x —>- + co , 

y 

X b = o(e ax ) cuando x -»• + oo . 


Dicho de otro modo, por grande que sea b y por pequeno que sea a (ambos po- 
sitivos), (log x) b tiende a infinito más lentamente que x a . Asimismo, x h tiende a 
infinito más lentamente que e ax . 


ejemplo 1. En el ejemplo 4 de la Sección 7.12 se demostró que el compor- 
tamiento de e~ 1,x /x para x próximo a 0 no podía ser decidido mediante un nú- 
mero cualquiera de aplicaciones de la regla de L’Hôpital para el caso 0/0. No 
obstante, si escribimos t = 1 /x, este cociente se transforma en í/e' y adopta la 
forma indèterminada oo/oo cuando /-► +oo. E1 teorema 7.11 nos dice que 

lim — = 0 . 

«->+■» e* 


Por tanto, e~ 1/x /x 0 cuando x -* 0+ o, en otras palabras, e~ 1,x = o(x) cuan- 

do x -> 0 +. 

Además de 0/0 e oo/oo existen otras formas indeterminadas. Algunas de 
esas, representadas con los símbolos 0 • oo, 0°, e oo°, se ilustran con los ejemplos 
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que se dan a continuación. En ejemplos parecidos a esos, transformaciones alge- 
braicas nos permiten a menudo reducir a una forma indeterminada del tipo 0/0 o 
oo/oo que puede ser resuelta con la regla de L’Hôpital, por polinomios de aproxi- 
mación, o por medio del teorema 7.11. 

ejemplo 2. (0- oo). Demostrar que lim x ^ 0+ x ai log x = 0 para cada valor 

fìjo de a > 0. 

Solución. Poniendo t = \/x, encontramos que x"logx = — (log t)/ 1 * y, en 
virtud de (7.31), tiende a 0 cuando t-*- +00. 

ejemplo 3. (0°). Demostrar que lim *-.(>+** = 1. 

Solución. Puesto que x r = e xio " x , por la continuidad de la función expo- 
nencial tenemos 


lim x x = exp (lim x log x), 

x-*0+ *->0+ 

si existe el último límite. Pero según el ejemplo 2 sabemos que x log x 0 cuando 
x 0 +, y por tanto + e u = 1. 

ejemplo 4. (oo°). Demostrar que lim x->+* x l/i = 1. 

Solución. Poner t = \/x y aplicar el resultado del ejemplo 3. 

En la Sección 7.10 se demostró que 

(7.33) lim (1 + ax) 1/x = e" y lim (1 + x) n/x = e n . 

Cada una de estas relaciones es una forma indeterminada del tipo 1®. Podemos 
sustituir x por \/x en esas fórmulas y obtener, respectivamente 

lim ^l + -j = e“ y lim + “) = e<1 > 

válidâs las dos para todo a real. 

Las relaciones (7.33) y las de los ejemplos 2, 3 y 4 son todas de la forma 
f(xy {J) . Ordinariamente se resuelven poniéndolas del modo siguiente 

f( x yw = e m*)iog /(*) 

y tratando luego el exponente g(x) log f(x) por uno de los métodos discutidos antes. 
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Calcular los límites de los Ejercicios 1 al 25. Las letras a y b representan constantes 
positivas. 




log(a + be*) 
4. lim -ŷ==- . 


log |senx| 

6. lim ,—:-—. . 

log Isen 2x\ 


15. lim (logx)log(l - x). 


20. lim (cot x) 


26. Hallar c de modo que 


= 4. 
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27. Demostrar que (1 + x) c = 1 + cx + o(x) cuando x-»0. Aplicar este resultado para 
calcular el límite de 


{(x 4 + x 2 ) 172 — x 2 } cuando x -► + oo. 

28. Para un cierto valor de c, el límite 

lim {(x 5 + 7x* + 2) c - x} 


es finito y no nulo. Determinar ese c y calcular el valor del límite. 

29. Sean g(x) = xe z! y /(x) = g(/)(< + 1/í) dt. Calcular el límite de /"(x)/g"(x) cuando 

X -►+00. 

30. Sean g(x) = x c e 2x y /(x) =Jo + l) 1/2 dt. Para un cierto valor de c, el límite 

de /'(x)/g'(x) cuando x -► + oo es finito y no nulo. Determinar c y calcular el valor del 
límite. 

31. Sea /(x) = e~ Vx ' si x # 0, y /(0) = 0. 

a) Demostrar que para todo m > 0, /(x)/x“ —»0 cuando X—>0. 

b) Demostrar que para x ^ 0 la derivada n-sima de / es de la forma /(*)(x) = /(x)P( 1/x), 
siendo P(í) unpolinomio en í. 

c) Demostrar que /"(0) = 0 para todo n > 1. Esto demuestra que todo polinomio de 
Taylor engendrado por / en 0 es el polinomio nulo. 

32. Una cantidad de P pesetas se deposita en un banco a interés compuesto al r por uno 
anual, acumulándose los intereses m veces por ano; es decir se supone el ano dividido 
en m partes iguales y cada m-simo de ano el interés producido se incorpora al capital. 
a) Demostrar que el capital total obtenido al cabo de n anos es P( 1 + r/m)“*. Si r y 
n se mantienen fijos, esa cantidad tiende a Pe r ’ cuando m ->■ + ûo. Este hecho da origen 
a la siguiente definición: Decimos que una cantidad de dinero está impuesta a interés 
continuo al r por uno anual si la cantidad f(t) después de t anos es /(0)e r ‘, siendo t 
cualquier núméro real no negativo. Calcular aproximadamente el tiempo necesario para 
que una cantidad de dinero se duplique colocándola en su banco al 6 % anual a interés 
compuesto, acumulándose los intereses b) en forma continua, c) por trimestres. 
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INTRODUCCIÓN 

A LAS ECUACIONES DIFERENCLALES 


8.1 Introducción 

Se presentan una gran variedad de problemas, en los cuales se desea deter- 
minar un elemento variable a partir de su coeficiente de variación. Por ejemplo, 
se quiere determinar la posición de una partícula móvil conociendo su velocidad 
o aceleración; o bien, dada una sustancia radiactiva que se desintegra, con 
coeficiente de variación conocido, se trata de determinar la cantidad de sustancia 
remanente después de un tiempo dado. En ejemplos como éstos, se trata de de- 
terminar una función desconocida mediante datos relacionados por una ecuación 
que contiene por lo menos una de las derivadas de la función desconocida. Estas 
ecuaciones se enominan ecuaciones diferenciales y su estudio constituye una de 
las ramas de la Matemática que tienen más aplicaciones. 

Las ecuaciones diferenciales se clasifìcan en ordinarias y parciales según que 
la incógnita sea una función de una sola variable o de dos o más variables. 
Un ejemplo sencillo de ecuación diferencial ordinaria es la relación 

(8.1) f\x) =f(x) 

que se satisface en particular para la función exponencial f(x) = e x . Se verá 
después que toda solución de (8.1) ha de ser de la forma: f(x) — Ce x , donde C 
puede ser una constante cualquiera. 

Por otra parte, una ecuación como: 

d 2 f(x, y) d 2 f(x, y) _ Q 
dx 2 dy 2 

es un ejemplo de una ecuación en derivadas parciales. Esta ecuación, llamada 
ecuación de Laplace, se presenta en la Teoría de Electricidad y Magnetismo, en 
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la Mecánica de fluidos, así como en otros capítulos de la Física matemática. 
Dicha ecuación admite tipos distintos de soluciones entre las cuales están f(x,y) = 
= x + 2y, f(x, y) = e x cos y, y f(x, y) = log (x 2 + y 2 ). 

E1 estudio de las ecuaciones diferenciales es una parte de la Matemática 
que, quizá más que cualquier otra, ha sido directamente inspirada por la Mecá- 
nica, la Astronomía y la Física matemádca. Su historia empezó en el siglo xvn 
cuando Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferen- 
ciales sencillas que se presentaron en problemas de Geometría y Mecánica. Esos 
primeros descubrimientos, que comenzaron alrededor de 1690, llevaron gradual- 
mente al desarrollo de una especie de «bolsa de trucos» para resolver ciertos tipos 
particulares de ecuaciones diferenciales. Si bien esos trucos son aplicables relati- 
vamente en pocos casos, nos permiten resolver muchas ecuaciones diferenciales 
que se presentan en Mecánica y Geometría, de modo que su estudio es de impor- 
tancia práctica. Algunos de esos métodos especiales y algunos de los problemas que 
con ellos podemos resolver serán expuestos hacia el final de este capítulo. 

La experiencia ha demostrado que es difícil obtener teorías matemáticas de 
gran generalidad acerca de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, salvo 
para unos pocos tipos. Entre éstas podemos citar las llamadas ecuaciones diferen- 
ciales lineales que se presentan en una gran variedad de problemas científicos. 
Los tipos más sencillos de ecuaciones diferenciales lineales y algunas de sus apli- 
caciones se comentan en este capítulo de introducción. En el Volumen II se hace 
un estudio más completo de las ecuaciones lineales. 


8.2 Terminología y notación 

Cuando se trabaja con una ecuación diferencial tal como (8.1) se acostum- 
bra escribir y en vez de f(x), y' en vez de f(x) y las derivadas de orden supe- 
rior se indican por y", y'", etc. También se utilizan otras letras en lugar de y 
tales como u, v, z, etc. Se entiende por orden de una ecuación diferencial el 
de la derivada de mayor orden que aparece en la ecuación. Así (8.1) es una 
ecuación de primer orden que puede escribirse y' = y. La ecuación diferencial 
y' = x 3 y + sen ( xy") es de segundo orden. 

En este capítulo se considerarán, en primer lugar, las ecuaciones de primer 
orden en las que se puede despejarse la y', y que se escriben de la manera siguiente: 
(8.2) y' =f(x,y), 

en donde la expresión f(x, y) del segundo miembro tiene diversas formas particula- 
res. Una función derivable y = Y(x) es una solución de (8.2) en un intervalo / 
si la función Y y su derivada Y' satisface la relación 
Y\x) = f(x, Y(x)] 



Terminología y notación 


375 


para todo x en I. El caso más sencillo se presenta cuando f(x, y) es independien- 
te de y. En tal caso, (8.2) se convierte en 

(8.3) /=Q(x), 

en donde Q se supone que es una función dada definida en un cierto intervalo I. 
Resolver la ecuación diferencial (8.3) signifìca encontrar una primitiva de Q. 
E1 segundo teorema fundamental del Cálculo nos dice cómo hacerlo cuando Q es 
continua en una intervalo abierto /. Sencillamente, se integra Q y se agrega una 
constante cualquiera. Así, toda solución de (8.3) queda incluida en la fórmula 

(8.4) y = { Q(x) dx + C, 

siendo C una constante cualquiera (llamada corrientemente constante arbitraria de 
integración). La ecuación diferencial (8.3) posee una infmidad de soluciones, una 
para cada valor de C. 

Si no es posible calcular la integral (8.4) por medio de funciones elementales, 
tales como polinomios, funciones racionales, funciones trigonométricas y trigonomé- 
tricas inversas, logaritmos, y exponenciales, se considera que la ecuación diferencial 
ha sido resuelta si la solución puede expresarse mediante integrales de funciones 
conoçidas. En la práctica, existen varios métodos para calcular aproximadamente 
integrales que nos llevan a una útil información acerca de la solución. Máquinas 
calculadoras automáticas de alta velocidad se han disenado pensando en este ti- 
po de problemas. 

ejemplo. Movimiento lineal determinado por la velocidad. Supongamos 
que una partícula se mueve a lo largo de una recta de manera que su velocidad 
en el instante t es 2 sen t. Determinar su posición en ese instante t. 

Solución. Si Y(t) representa la posición en el instante t, medida a partir 
del punto inicial, la derivada Y'(t) representa la velocidad en el instante t. Tene- 
mos, pues, según el enunciado 


Y'(t) = 2sen /. 

Integrando, encontramos que 

Y(t) = 2 j sen t dt + C = — 2 cos t + C . 

Esto es todo cuanto podemos deducir acerca de Y(t) a partir únicamente del co- 
nocimiento de la velocidad; algo más de información es necesaria para fijar la 
función de posición. Podemos determinar C si conocemos el valor de Y en un 
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cierto instante. Por ejemplo, si 7(0) = 0, entonces C = 2 y la función posición es 
Y(í) = 2 — 2 cos t. Pero si 7(0) = 2, entonces C = 4 y la función posición se- 
rá 7(í) = 4 — 2 cos t. 

En ciertos aspectos el ejemplo que acabamos de resolver es típico de lo que 
en general ocurre. En algún momento del proceso de resolución de una ecuación 
diferencial de primer orden, se requiere una. integración para eliminar la derivada 
y' y en ese momento aparece una constante arbitraria C. E1 modo por el cual la 
constante C entra en la solución dependerá de la naturaleza de la ecuación dife- 
rencial dada. Puede aparecer como una constante aditiva, çomo en la ecuación 
(8.4) pero es más fácil que aparezca en alguna otra forma, Por ejemplo, cuando 
resolvemos la ecuación y' = y de la Sección 8.3, encontramps que toda solución 
tiene la forma y = Ce'. 

En muchos problemas es necesario seleccionar entre todas las soluciones la 
que tiene un valor asignado en un cierto punto. E1 valor asignado se denomina 
condición inicial, y el problema de determinar una tal solución es un problema de 
valores iniciales. Esta terminología se originó en la Mecánica, en donde, como en 
el ejemplo anterior, el valor asignado representa la posición en un çierto instante 
inicial. 

Comenzaremos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales con un caso 
particular importante. 


8.3 Ecuación diferencial de primer orden para la función exponencial 

La función exponencial es igual a su propia derivada, y lo mismo es válido 
para cualquier producto de una función exponencial por una constante. Es fácil 
demostrar que ésas son las únicas funciones que satisfacen esa propiedad en todo 
el eje real. 

teorema 8.1. Si C es un número real dado, existe una y sólo una función f 
que satisface la ecuación diferencial 

f\x) =f(x) 

para todo x real y que satisface también la condición inicial /(0) = C. Esta fun- 
ción viene dada por la fórmula 

f(x) = Ce*. 

Demostración. Es fácil comprobar que la función f(x) = Ce* satisface la 
ecuación diferencial y la condición inicial dadas. Tenemos que demostrar ahora 
que ésta es la única solución. 

Sea y = g(x) una solución cualquiera de este problema de valores iniciales: 
g'(x) = g(x) para todo a: g( 0) = C. 
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Queremos demostrar que g(x) = Ce x o que g(x)e~ x = C. Consideremos la función 
h(x) = g(x)e~ x y demostremos que su derivada siempre es cero. La derivada de h 
viene dada por 

h'(x) = g'(x)e~ x - g(x)e x = e~ x [g'(x) - g(x)] = 0. 


Luego, según el teorema de la derivada nula, h es constante. Pero g(0) = C por lo 
que h( 0) = g(0)e" = C. Por tanto, tenemos h(x) = C para todo x lo cual signifi- 
ca que g(x) = CV, como se deseaba demostrar. 

E1 teorema 8.1 es un ejemplo de teorema de existencia y unicidad. Nos dice 
que el problema de valores iniciales dado tiene una solución (existencia) y que 
tiene una sola solución (unicidad). E1 objeto de gran parte de la investigación en 
la teoría de las ecuaciones diferenciales es descubrir teoremas de existencia y 
unicidad para clases amplias de ecuaciones. 

Seguidamente comentamos un tipo importante que incluye la ecuación dife- 
rencial y' = Q(x) y la ecuación / = y como caso particular. 


8.4 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 

Una ecuación diferencial de la forma 

(8.5) y' + P(x)y=Q(x), 

en donde P y Q son funciones dadas, se denomina ecuación diferencial lineal de 
primer orden. Los términos que contienen la función incógnita y y su derivada y' 
aparecen como una combinación lineal de y e y'. Las funciones P y Q se suponen 
continuas en un cierto intervalo abierto /. Vamos a buscar todas las soluciones 
y definidas en /. 

Consideremos primero el caso particular en el que el segundo miembro, 
Q(x) es idénticamente nulo. La ecuación 

(8.6) / + P(x)y = 0 

se llama ecuación homogénea o reducida correspondiente a la (8.5). Resolveremos 
la ecuación homogénea y luego utilizaremos el resultado para resolver la ecuación 
no ; homogénea (8.5). 

Si y no es nula en /, la ecuación (8.6) es equivalente a la ecuación 

(8.7) £ = -P(x) 

Esto es, toda y no nula que satisfaga (8.6) satisface también (8.7) y recíprocamente. 
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Supongamos ahora que y es una función positiva que satisface (8.7). Puesto que el 
cociente y'/y es la derivada de log y, la ecuación (8.7) se convierte en D log y = 
= —P(x), de la que resulta log y = —fP(x) dx + C, con lo cual tenemos 

y = e~ Alx) , donde A(x) = j P(x) dx - C . 

Es decir, si existe una solución positiva de (8.6), necesariamente debe tener la 
forma (8.8) para un cierto valor de C. Resulta ahora fácil comprobar que toda 
función (8.8) es una solución de la ecuación homogénea (8.6). En efecto, tenemos 

y' = -e~ Mxì A'(x) = — P(x)e~ Mx) = -P(x)y . 

Así que, hemos encontrado todas las soluciones positivas de (8.6). Con ello, re- 
sulta sencillo expresar todas las soluciones. Establecemos el resultado como un 
teorema de existencia y unicidad. 

teorema 8.2. Supongamos P continua en un intervalo abierto I. Elijamos 
un punto cualquiera a en I y sea b un número real cualquiera. Existe entonces 
una y sólo una función y = f(x) que satisface el problema de valores iniciales 

(8.9) y' + P(x)y = 0, con f(a) = b, 
en el intervalo I. Esta función viene dada por la fórmula 

(8.10) f(x) = be~ AU) , donde A(x) = £ P(t) dt. 

Demostración. Sea / la función definida por (8.10). Entonces A(a) = 0 con 

lo que f(a) = be° = b. La derivación nos hace ver que / satisface la ecuación di- 
ferencial (8.9), por lo que / es una solución del problema de valores iniciales. 
Tenemos ahora que probar que es la única solución. 

Sea g una solución cualquiera. Queremos demostrar que g(x) = be~ A(j) o que 
g(x)e A(x) = b. Por tanto es natural introducir h(x) = g(x)e A(j) . La derivada de h 
viene dada por 

(8.11) h'(x) = g'(x)e Mx) + g(x)e Atx) A'(x) = e A(x) [g'(x) + P(x)g(x)] . 

Puesto que g satisface la ecuación diferencial (8,9), tenemos g'(x) + P(x)g(x) = 0 
en todo /, luego h’(x) = 0 para todo x de /. Esto significa que h es constante en /. 
Se tiene pues, h(x) = h(a) = g/aje^ = g(a) = b. Dicho de otra manera 

gí-aOe^ = b, de manera que g(x) = be~ A(x) , lo cual demuestra que g = /. Esto 

completa la demostración. 
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La última parte de la demostración anterior sugiere un método para resolver 
la ecuación diferencial no homogénea (8.5). Supongamos que g es una función 
que satisfaga (8.5) y pongamos h(x) = g(x)e A(x) en donde, como antes, 
A(x) = j' x P(í) dt. Entonces la ecuación (8.11) también es válida, pero ya que g 
satisface (8.5), la fórmula nos da para h'(x), 

h\x) = e Mxì Q(x). 

Recordando ahora el segundo teorema fundamental escribimos 
h(x) = h(a) + £ e Ml> Q(t) dt. 

Por tanto, ya que h(a) = g(a), toda solución g de (8.5) tiene la forma 

(8.12) g(x) = e~ Mx> h(x) = g(a)e~ Mx> + e~ Mx) £ Q(i)e Mt> dt. 

Recíprocamente, por derivación directa de (8.12), es fácil comprobar que cada 
una de esas g es solución de (8.5), con lo que hemos encontrado todas las solu- 
ciones. Obtenemos, pues, el resultado siguiente. 

teorema 8.3. Supongamos que P y Q son continuas en un intervalo abier- 
to I. Elijamos un punto a cualquiera en 1 y sea b cualquier número real. Existe 
entonces una función y una sola y = f(x) que satisface el problema de valores 
iniciales 


ý + P(x)y = Q(x), con f(a) = b 
en el intervalo I. Esta función viene dada por la fórmula 
f(x) = be~ Mx> + e ~ Mx> [ Q(t)e Mt> dt , 
en donde A(x) = J* P(t) dt. 

Hasta ahora la palabra «intervalo» signifìcaba un intervalo acotado de la for- 
ma (a, b), [«, b], [a, b) o (a, b~\, siendo a < b. Es conveniente también considerar 
intervalos no acotados. Se representan mediante los símbolos (a, + oo), (— oo, a), 
\a, + oo) y (— oo, a], y se defìnen del siguiente modo: 

(a, + oo) = {x | X > a} , (— oo, a) = {x\x <a}, 

[a, +'001 = {x\x> a}, (— oo, a\ = {x \ x < a} . 
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Además, conviene referirse al conjunto de todos los números reales citándolo como 
el intervalo (— oo, + oo). Así pues, cuando discutamos una ecuación diferencial 
o su solución en un intervalo I, se sobrentenderá que / es uno de los nueve tipos 
descritos. 

ejemplo. Hallar todas las soluciones de la ecuación diferencial de primer 
orden x/ + ( 1 — x)y = e ìx en el intervalo (0, + oo). 

Solución. Primero se pone la ecuación en la forma / + P(x)y = Q(x) di- 
vidiendo por x. Esto nos da 


/ + 




e 2 * 


con lo cual P(x) = l/x — 1 y Q(x) = e 2x /x. Puesto que P y Q son continuas en 
el intervalo (0, +oo), existe una solución única y = f(x) que satisface cualquier 
condición inicial dada de la forma f(a) = b. Expresaremos todas las soluciones en 
función del valor inicial en el punto a = 1. Es decir, dado cualquier número 
real b, determinaremos todas las soluciones para las que /(1) = b. 

Calculamos primero 


A(x)=j*P(t)dt - l) á 


log x - (x - 1). 


Tenemos por tanto e~ A(x) = e®- 1 -' 0 » x = e^fx, y e A(t) = te 1 con lo que 
el teorema 8.3 nos dice que la solución viene dada por la fórmula 

f(x) = b^ + ÇJ* yí^-'dt = b V + édt = 

= b Ç- + ^ (e* - e) = b Ç + Ç - Ç . 


Esto lo podemos también escribir en la forma 


siendo C = be' 1 — e. Lo que nos da todas las soluciones en el intervalo (0, +oo). 

Puede ser interesante estudiar el comportamiento de las soluciones cuando 
x -> 0. Si aproximamos la exponencial mediante su polinomio lineal de Taylor, en- 
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contramos que e 2x — í + 2x + o(x) y e* = 1 + x + o(x) cuando x -> 0, con 
lo que tenemos 


Por consiguiente, sólo la solución correspondiente a C = — 1 tiende a un límite 
fmito cuando x -* 0, siendo ese límite 1. 


8.5 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 5, resolver el problema de valores iniciales en el 
intervalo que se indica. 

1. y' — 2y = e 2 * en ( — oo, + oo), con y = 0 cuando x = 0. 

2. xy' — 2y = x 5 en (0, + oo), con y = 1 cuando x = 1. 

3. y' + y tan x = sen 2x en (— \it, £w), con y = 2 cuando x = 0. 

4. y' + xy = x 3 en (— co, + oo), con y = 0 cuando x = 0. 

5. ^ + x = e 2f en (- °o, + °o), con x = 1 cuando t = 0. 

dt 

6. Hallar todas las soluciones de y' sen x + y cos x = 1 en el intervalo (0, <x). Demostrar 
que una exactamente de estas soluciones tiene límìte finito cuando x —* 0, y otra lo tiene 
también finito cuando x —> ir. 

7. Hallar todas las soluciones de x(x + l)y' + y = x(x + l) 2 e~ x * en el intervalo (— 1, 0). 

Probar que todas las soluciones tienden a 0 cuando x-* 1, y que tan sólo una de ellas 

tiene límite finito cuando x —> 0. 

8. Hallar todas las soluciones de y' + y cot x = 2 cos x en el intervalo (0, ir). Probar que 
exactamente una de esas también es solución en (— »,+ °o). 

9. Hallar todas las soluciones de (x — 2)(x — 3)y' + 2y = (x — l)(x — 2) en cada uno de 
los intervalos siguientes: a) (— °o,2); b) (2,3); c (3, +co). Demostrar que todas ias 
soluciones tienden a un límite finito cuando x —> 2, y ninguna tiene límite finito cuando 
x —> 3. 

10. Pongamos s(x) = (sen x)/x si x * 0, y s(0) = 1. Definamos T(x) = J? s(t) dt. Demos- 
trar que la función /(x) = xT(x) satisface la ecuación diferencial xy' — y = xsenx en 
el intervalo (— °o, + oo) y hallar todas Ias soluciones en ese intervalo. Demostrar que 
la ecuación diferencial no tiene solución que satisfaga la condición inicial /(0) = 1, y 
explicar por qué esto no contradice el teorema 8.3. 

11. Probar que existe una sola función /, continua en el eje real positiva, tal que 

f(x) = \ + l d t 

para todo x > 0 y hallar esta función. 

12. La función / definida por la ecuación 


f(x) = xe^) 



382 


Introducción a las ecuaciones diferenciales 

para x > 0 tiene las propiedades de que 1) es continua en el eje real positivo, y 2) sa- 
tisface la ecuación 

/(*) = 1 -xj'ffldt 

para todo x > 0. Hallar todas funciones con esas dos propiedades. 

Ecuación de Bernouilli. Una ecuación diferencial de la forma y’+P{x)y = Q(x)y n , 
donde n no es 0 ni 1, se llama ecuación de Bemoulli. Esta ecuación no es lineal debido 
a la presencia de y*. E1 ejercicio siguiente muestra que siempre puede transformarse en 
una ecuación lineal de primer orden con una nueva función incógnita v, donde t> = y k . 


13. Sea k una constante no nula. Supongamos que P y Q son continuas en un intervalo /. 
Si a e I y si b es un número real cualquiera, sea v = g(x) la única solución del pro- 
blema de valores iniciales v' + kP(x)v = kQ(x) en I, con g(a) = b. Si n ^ 1 y 
k—\—n, demostrar que una función y = /( x) no idénticamente nula en /, es una 
solución del problema de valores iniciales 

+ P(x)y = Q(x)y n en I, con f(af = b 
si y sólo si la potencia fc-ésima de / es igual a g en /. 

En cada uno de los Ejercicios 14 al 17, resolver el problema de valores iniciales en el 

intervalo que se cita. 

14. y' — 4y = lePy 11 * en (— oo, + oo), con y = 2 cuando x = 0. 

15. y' - y = -y 2 (x 2 + * + 1) en (- oo, +'oo), con y = 1 cuando x = 0. 

16. xy' -2 y = 4*y /8 en (-oo, +oo), con y = 0 cuando x = 1. 

17. xy' + y = y 2 x* log x en (0, + oo), con y = l cuando x = 1. 

18. 2 xyy' + (1 + x)y 2 = e* en (0, + oo), con (a) y = Vê cuando x = 1; (b) y = — V7 
cuando x = 1; (c) un lfmite finito cuando x— >0. 

19. Una ecuación de la forma y' + P(x)y + Q(x)y 2 = R(x) se llama ecuación de Riccati. 
(No se ccnoce método para resolver la ecuación general de Riccati.) Demostrar que si 
u es una solución conocida de esa ecuación, existen entonces otras soluciones de la 
forma y = u + 1/v, siendo v una función que satisface una ecuación lineal de primer 
orden. 

20. La ecuación de Riccati y' + y + y z = 2 tiene dos soluciones constantes. Partir de cada 
una de esas y utilizar el Ejercicio 19 para hallar otras soluciones del modo siguiente: 
a) Si — 2 < b < 1, hallar una solución en (— oo, + oo) para la que y — b cuando 
x = 0. b) Si b > 1 o b < — 2, hallar una solución en el intervalo (— oo, + °°) para la 
que y = b cuando x = 0. 


8.6 Algunos problemas físicos que conducen a ecuaciones diferenciales de pri- 
mer orden 


En estaSección discutiremos varios problemas físicos que pueden ser formu- 
lados matemáticamente como ecuaciones diferenciales. En cada caso, la ecuación 
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diferencial representa una simplifìcación idealizada del problema físico y se llama 
modelo matemático del problema. La ecuación diferencial se presenta como una 
traducción de una cierta ley física, tal como la segunda ley del movimiento de 
Newton, la ley de la «conservación», etc. Nuestro propósito aquí no es justificar 
la elección del modelo matemático sino más bien deducir consecuencias lógicas 
del mismo. Cada modelo es solamente una aproximación de la realidad, y su 
justificación pertenece propiamente a la ciencia a la que el problema corresponde. 
Si la intuición o la evidencia experimental concuerdan con los resultados dedu- 
cidos matemáticamente, apreciamos que el modelo nos resulta útil. Si no es así, 
intentamos encontrar un modelo más conveniente. 


ejemplo 1. Desintegración radiactiva. Aunque los distintos elementos ra- 
diactivos presentan diferencias notables en sus coeficientes de desintegración, todas 
las sustancias tienen la propiedad común de que la velocidad de descomposición 
de una determinada sustancia en cada instante es proporcional a la cantidad de 
sustancia existente en aquel instante. Si se designa por y = f(t) la cantidad de 
sustancia radiactiva existente en el instante t, la derivada y' = /'(í) representa la 
velocidad de cambio de y en el instante t y la ley de descomposición expresa: 

/ = -ky , 

donde k es una constante positiva (llamada constante de desintegración ) cuyo valor 
depende del elemento particular que se está descomponiendo. E1 signo menos es 
debido a que y decrece cuando t crece, y por tanto y' es siempre negativo. La ecua- 
ción diferencial / = — ky es el modelo matemático utilizado para problemas re- 
lativos a desintegración radiactiva. Toda solución y = /(f) de esta ecuación dife- 
rencial tiene la forma 

(8.13) /(0=/(0>-*‘ 

Por consiguiente, para determinar la cantidad presente en el instante t, necesitamos 
conocer la cantidad inicial /(0) y el valor de la constante de desintegración k. 

Es interesante ver qué información se puede deducir de (8.13), sin conocer 
exactamente el valor de /(0) o de k. En primer lugar se observa que para ningún 
valor finito del tiempo t se anula f(t) puesto que la exponencial e~ kt es siempre 
positiva; por tanto, no se puede hablar de «tiempo total de vida» de una sustancia 
radiactiva. Sin embargo, es posible determinar el tiempo necesario para que se 
desintegre una fracción de la muestra. Frecuentemente se elige la fracción \, y el 
tiempo T en el cual f(T)/f( 0) = \ se denomina vida media de la sustancia, que es 
el tiempo necesario para que la masa de la sustancia radiactiva se reduzca a la 
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mitad. Este valor de T se puede determinar resolviendo la ecuación e kT = è res- 
pecto T. Tomando logaritmos se tiene —kT = — log2 ó T = (log 2 )/k. Puesto 
que es: 

f(t+ T) _ /(0) g -* (<+r, _ _ kT = 1 

/(0 me- kt 6 2’ 


y 



se ve que la vida media es la misma cualquiera que sea la muestra de un material 
radiactivo dado. La figura 8.1 da una idea general de la forma de una curva de 
desintegración radiactiva. 

ejemplo 2. Caída de un cuerpo en un medio resistente. Un cuerpo en 
reposo de masa m es lanzado a gran altura en la atmósfera terrestre. Supuesto que 
cae en línea recta y que las únicas fuerzas que actúan sobre él son la de la gra- 
vedad terrestre (mg, donde g es la aceleración de la gravedad, supuesta constante) 
y una fuerza resistente (debida a la resistencia del aire) que es proporcional a su 
velocidad, se trata de estudiar el movimiento resultante. 

Sea s = f(t) la distancia recorrida por el móvil en el ,instante t y sea v = s' = 
= f(t) su velocidad. De la hipótesis de que parte del reposo se deduce f( 0) = 0. 

Hay dos fuerzas que actúan sobre el cuerpo, una descendente mg debida a su 
peso y otra ascendente — kv (debida a la resistencia del aire) donde k es una 
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constante positiva. La segunda ley de Newton dice que la suma de las fuerzas 
que actúan en un cuerpo en cada instante es igual al producto de su masa m 
por su aceleración. Si se indica por a la aceleración en el instante t, entonces 
a = v’ = s" y la ley de Newton da la ecuación 


Ésta se puede considerar como una ecuación diferencial de segundo orden si se 
considera la función de desplazamiento s o de primer orden si se considera la 
función velocidad v. Como ecuación de primer orden eny.es lineal y puede es- 
cribirse en la forma 


v' + ~v = g . 


Esta ecuación es el modelo matemático del problema. Puesto que v = 0 cuando 
t = 0, la única solución de la ecuación diferencial viene dada por la fórmula 


(8.14) 


'mjg^u/m du = ~^(l- 


Obsérvese que v mg/k cuando t-* + oo. Si derivamos la ecuación (8.14), en- 
contramos que la aceleración en todo instante es a = ge~ kt/m . Asimismo a -* 0 
cuando /->--(-oo. Interpretado físicamente, esto signifìca que la resistencia del 
aire tiende a equilibrar la fuerza de la gravedad. 

Puesto que v = s', la ecuación (8.14) es a su vez una ecuación diferencial en 
la función de desplazamiento s, que puede integrarse directamente resultando: 


s = mg f + g^ e _ i</ra 

k i? 

Puesto que s = 0 cuando t = 0 se tiene C = 
del movimiento: 


+ C. 

—gm 2 /k 2 resultando la ecuación 


s = — t + I^- (e~ kt,m 
k k 


!)• 


Si la velocidad inicial es v 0 cuando t = 0, la fórmula (8.14) para la velocidad 
el tiempo t se ha de sustituir por 
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Es interesante notar que para toda velocidad inicial (positiva, negativa o cero) la 
velocidad límite cuando t crece indefinidamente es mg/k, número independiente 
de v 0 . E1 lector debe buscar la explicación de este hecho en razones de carácter 
físico. 

ejemplo 3. Un problema sobre enfriamiento. E1 coeficiente de variación 
de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre su tempera- 
tura y la del medio ambiente. (Ley de enfriamiento de Newton.) Si y = f(t) es 
la temperatura (desconocida) del cuerpo en el instante t y M(t) designa la tempera- 
tura (conocida) del medio ambiente, la ley de Newton conduce a la ecuación di- 
ferencial 

(8.15) y'= ~k[y — M(t)] o y' + ky = kM(t), 

siendo k una constante positiva. Esta ecuación lineal de primer orden es el mo- 
delo matemático que usamos para los problemas de enfriamiento. La única solución 
de la ecuación que satisface la condición inicial f(a) = b viene dada por la 
fórmula 

(8.16) f(t) = be~ kt -I- e~ kt J a kM(u)e ku du . 

Consideremos ahora un caso particular en el que el cuerpo pasa de 200° a 100° 
en 40 minutos al ser sumergido en un medio cuya temperatura se mantiene cons- 
tante, sea por ejemplo M(t) = 10°. Si medimos t en minutos y f(t) en grados, tene- 
mos /(0) = 200 y la ecuación (8.16) nos da 

(8.17) /(/) = 200è~ kt + 10 ke~ kt /‘ e ku du = 

= 200e~ kt + 10(1 - e~ kt ) = 10 + 190 e -*‘. 


Podemos calcular k a partir de la información de que /(40) = 100. Poniendo en 

(8.17) t = 40, encontramos 90 = 190 e 40i , con lo que —40 k = log (90/190), 
k = /o (log 19 - log 9). 

Seguidamente, calculamos el tiempo que necesita este mismo material para 
enfriarse de 200° a 100° si la temperatura del medio se mantiene a 5°. Entonces 
la ecuación (8.16) es válida con la misma constante k pero con Aí(u) = 5. En lu- 
gar de (8.17), ponemos la fórmula 


/(/) = 5 + 195e~ kt . 
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Para encontrar el instante t para el cual f(t) = 100, ponemos 95 = Í95e~ ht , con 
lo que —kt = log (95/195) = log (19/39), y por tanto 


t = ^ (log 39 - log 19) = 40 


log 39 — log 19 
log 19 — log 9 


En una tabla de logaritmos con cuatro cifras decimales, encontramos log 39 = 
= 3,6636, log 19 = 2,9444, y log 9 = 2,1972 con lo que, aproximando, encontra- 
mos t = 40(0,719)/(0,747) = 38,5 minutos. 

La ecuación diferencial (8.15) exprèsa que la velocidad de enfriamiento 
decrece considerablemente cuando la temperatura del cuerpo tiende a acercarse a 
la temperatura del medio. Como ejemplo, se puede buscar el tiempo necesario 
para enfriar la misma sustancia de 100° a 10° con el medio constantemente 
a 5°. E1 cálculo conduce a log (5/95) = — kt, o 


f = - log 19 = 40-—- 

k 6 log 19 - log 9 


40(2.944) _ minutos. 
0.747 


Obsérvese que el descenso de temperatura de 100° a 10° necesita un tiempo que 
excede a cuatro veces el tiempo necesario para pasar de 200° a 100°. 


ejemplo 4. Un problema de disolución. Un depósito contiene 100 1 de 
una disolución salina cuya concentración es 2,5 g de sal por litro. Una disolución 
conteniendo 2 g de sal por litro entra en el depósito a razón de 5 1 por minuto 
y la mezcla (que se hace uniforme por el movimiento) sale a la misma velocidad. 
Encontrar la cantidad de sal que hay en cada instante en el depósito. 

Sea y = f(t) el número de gramos de sal que hay en el depósito t minutos 
después de haber comenzado la mezcla. Hay dos factores que producen la varia- 
ción de y, la disolución que agrega sal a razón de 10 g por minuto y la mezcla 
que sale que disminuye la cantidad de sal a razón de 5(y/100) gramos por minuto. 
(La fracción y/100 representa la concentración en el tiempo t.) Por tanto la ecua- 
ción diferencial es: 


y' = 10 — o /+ 2 ‘oj = 10 . 

Esta ecuación lineal es el modelo matemático para nuestro problema. Ya que 
y = 250 cuando t = 0, la única solución viene dada por la fórmula 

(8-18) y = 250e' ,/20 + e~ ,/20 £ 10e u/2 ° du = 200 + 50e" ,/20 

Esta ecuación muestra que y > 200 para todo t y que y -» 200 cuando t crece 
indefinidamente. Luego el mínimo de contenido de sal es 200 g, lo que también 
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hubiera podido deducirse del enunciado del problema. En la ecuación (8.18) se 
puede despejar t en función de y obteniéndose: 

1 = 20108 

Esta ecuación permite encontrar el tiempo en el que la sal contenida sea una 
determinada cantidad y, siempre que 200 < y < 250. 

ejemplo 5. Circuitos eléctricos. En la figura 8.2(a), aparece una fuer- 
za electromotriz, una resistencia, y una autoinducción conectadas en serie. 
La fuerza electromotriz produce un voltaje que origina una corriente eléctrica 
que recorre el circuito. Si el lector no está familiarizado con los circuitos eléctricos, 
no debe preocuparse. Para nuestro objeto, todo lo que precisamos conocer acerca 
del circuito es que el voltaje, designado por V(t), y la intensidad de la corriente, 
designada por I(t), son funciones del tiempo t ligadas por una ecuación diferencial 
de la forma 

(8.19) LI'(t) + RI(t) = V(t). 

Aquí L y R se suponen constantes positivas. Se llaman respectivamente, la 
inductancia y la resistencia dei circuito. La ecuación diferencial es una formula- 
ción matemática de una ley de conservación, llamada ley del voltaje de Kirchhoff, 
y sirve como modelo matemático para el circuito. 

Aquellos lectores no versados en circuitos pueden encontrar útil imaginar 
que la corriente es como el agua que circula por un tubo. La fuerza electromotriz 
(ordinariamente batería o generador) es análoga a una bomba que hace fluir el 
agua; la resistencia se parece a la fricción en el tubo, que tiende a oponerse al 
flujo de corriente; y la inductancia es una influencia estabilizadora que tiende a 
impedir cambios bruscos en la corriente debidos a variaciones súbitas en el voltaje. 

E1 tipo corriente de preguntas relativas a tales circuitos es este: Si se aplica 
en el circuito un cierto voltaje V(t), icuál es la intensidad resultante I(t)? La so- 
lución se consigue mediante una ecuación diferencial lineal de primer orden. 
Si 1(0) representa la intensidad inicial en el instante t — 0, la ecuación tiene la 
solución 


I(t) = I(0)e- RtlL + e- RtlL ^ ^ e RxlL dx . 

Un caso particular importante se presenta cuando el voltaje aplicado es cons- 
tante, por ejemplo V(t) = E para todo t. En este caso, la integración resulta fácil 
y nos conduce a la fórmula 

1(0 = f + (/(0) - j)e mL 
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Figura 8.2 a) Diagrama para un circuito simple en serie. b) ìntensidad resultante al aplicar 
un voltaje constante E. 


Esto demuestra que la naturaleza de la solución depende de la relación entre la 
intensidad inicial 1(0) y el cociente E/R. Si 1(0 ) = E/R, el término exponencial 
no aparece y la intensidad es constante, I(t) = E/R. Si 1(0) > E/R, el coeficiente 
del término exponencial es positivo y la intensidad decrece hacia el valor límite 
E/R cuando t-*■ +oo. Si /(0) < E/R, la intensidad crece hacia el valor lími- 
te E/R. La constante E/R es la componente estacionaria de la intensidad, y el 
término exponencial [/(0) — E/R]e~ Rt/L es la componente variable de la misma. 
Véanse ejemplos en la figura 8.2(b). 

Los ejemplos precedentes hacen ver el poder unificador y la utilidad práctica 
de las ecuaciones diferenciales. Muestran cómo diversos tipos de problemas físicos 
pueden conducir exactamente al mismo tipo de ecuación diferencial. 

La ecuación diferencial (8.19) es de especial interés debido a que sugiere la 
posibilidad de acometer la solución de una amplia variedad de problemas físicos 
usando medios eléctricos. Por ejemplo, supongamos un problema físico que nos 
conduzca a una ecuación diferencial de la forma 

y' + ay= Q, 

siendo a una constante positiva y Q una función conocida. Podemos intentar la 
construcción de un circuito eléctrico con una inductancia L y una resistencia R 



390 Introducción a las ecuaciones diferenciales 

de raanera que sea R/L = a y entonces aplicar un voltaje LQ en el circuito. 
Tendríamos entonces un circuito eléctrico con el mismo modelo matemático que 
el problema físico. Así se podrían obtener datos numéricos de la solución del 
problema físico con mediciones de la intensidad en el circuito eléctrico. Esta idea 
se ha puesto en práctica y ha conducido al desarrollo de los calculadores analó- 
gicos. 


8.7 Ejercicios 

En los Ejercicios que siguen, utilizar una ecuación diferencial de primer orden adecuada 
como modelo matemático del problema. 

1. La vida media del radio es aproximadamente 1600 anos. Encontrar qué porcentaje de 
una cantidad dada de radio se ha desintegrado en 100 aflos. 

2. Si una cepa de bacterias aumenta en forma proporcional a la cantidad presente y si la 
población se duplica en una hora, £en cuánto aumentará al cabo de 2 horas? 

3. Sea y = /(í) la cantidad de una sustancia que existe en el instante t. Supongamos que 
se desintegra en forma proporcional a la cantidad presente. Si n es un entero positivo, el 
número T para el cual /(T) = f(0)/n es la vida n-ésima de la sustancia. 

a) Demostrar que dicho válor T es el mismo para toda muestra de un material deter- 
minado, y calcular T en función de n y de la constante de desintegración k. 

b) Si a y b son dados, probar que / puede expresarse en la forma 

/(') =/(«)“' (<, /( 6 ) 1 -“’ (< > 

y determinar w(t). Esto prueba que la cantidad presente en el instante í es una media 
geométrica ponderada de las cantidades existentes en dos instantes t = a y t = b. 

4. Un hombre provisto de un paracaídas se lanza desde gran altura. E1 peso conjunto del 
hombre y el paracaídas es 98 kg. Sea v(t) la velocidad (en metros por segundo) t segundos 
después del lanzamiento. Durante los 10 primeros segundos antes de abrirse el paracaí- 
das se supone que lâ resistencia del aire es 0,1 v(t) kg. Después, una vez abierto el para- 
caídas, la resistencia del aire es 2 v(t) kg. Se supone que la aceleración de la gravedad es 
9,8 m/sg s y se trata de hallar fórmulas explícitas para la velocidad v(t) y el tiempo t. 
(Puede utilizarse la aproximación e -5 / 4 = 37/128 en los cálculos.) 

5. Teniendo en cuenta el ejemplo 2 de la Sección 8.6, y utilizando la regla de la cadena 
para escribir 


dv ds dv dv 
dt dt ds V ds 

demostrar que la ecuación diferencial del ejemplo puede expresarse del modo siguiente: 


en donde b = m/k y c — gm/k. Integrar esa ecuación para expresar s en función de v. 
Comparar el resultado con las fómulas para v y s deducidas en el ejemplo. 
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6. Modifìcar el ejemplo 2 de la Sección 8.6 suponiendo que la resistencia del aire es pro- 
porcional a v 2 . Demostrar que la ecuación diferencial puede ponerse en cada una de las 
formas siguientes: 


<k _ m v dt _m 1 

dv k c 2 — v 2 ’ dv k c 2 - v 2 ’ 

en donde c = V mg/k. Integrar cada una de ellas y obtener las siguientes fórmulas para r: 

v 2 =^~ (l ~ e ~ 2kslm ) ; v = c + e g - bt = c tanh > 

en donde b = y/lcgjm. Determinar los valores límite de V cuando t —* + oo . 

7. Un cuerpo en una habitación a 60° F se enfría de 200° F a 120° F en media hora. 

(a) Probar que su temperatura después de t minutos es 60 + HQe~ kt donde 
k = (log 7 - log 3)/30. 

(b) Probar que el tiempo necesario para alcanzar la temperatura T°F está dado por la 
fórmula t = [log 140 — log (T — 60)] /k donde 60 < T < 200. 

(c) Hallar el instante en que la temperatura es 90° F. 

(d) Hallar una fórmula que exprese en función de t la temperatura del cuerpo cuando 
la temperatura de la habitación no se mantenga constante, sino que disminuya a razón 
de 1°F cada 10 minutos. Se supondrá que la temperatura de ía habitación es 60° F 
cuando la del cuerpo es 200° F. 

8. Un termómetro se mantenía guardado en una habitación cuya temperatura era 75° F. 
Cinco minutos después de haberlo sacado de la habitación el termómetro marca 65° F. 
Otros cinco minutos después marca 60° F. Calcular la temperatura exterior. 

9. Un tanque contiene 378,53 1 de una disolución salina obtenida al disolver 22,68 kg de 
sal. Por una entrada fluye agua al tanque a razón de 11,36 1 por minuto manteniéndose 
la concentración uniforme por medio de agitadores. iCuánta sal habrá en el tanque al 
cabo de una hora si por un desagiie sale disolución a razón de 7,57 1 por minuto? 

10. Las condiciones son las del Ejercicio anterior. E1 fondo del tanque está cubierto con 
una mezcla de sal y material insoluble, y se supone que la sal se disuelve con una velo- 
cidad proporcional a la diferencia entre la concentración de la solución y la de una 
disolución saturada (362 gramos por litro) y que si el agua fuera pura se disolvería 
453,6 g de sal por minuto. (.Cuánta sal habrá en la solución cuando haya transcurrido 
la hora? 

11. Consideremos un circuito eléctrico parecido al del Ejercicio 5 de la Sección 8.6. Supon- 
gamos que la fuerza electromotriz es un generador de corriente alterna que produce un 
voltaje V(<) = E sen <x>t, donde £ yoj son constantes positivas. Si 1(0) = 0, demostrar que 
la intensidad tiene la expresión 


en donde a sólo depende de w, L y R. Demostrar que a = 0 cuando L = 0. 

12. En el ejemplo 5 de la Sección 8.6, suponer que el voltaje es una función escalonada de- 
finida así: E(t) = E si a < t < b, siendo a > 0; E(t) = 0 para cualquier otro valor de t. 
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Si /(0) = 0 demostrar que la intensidad viene dada por las fórmulas siguientes: 

/(f) = 0 si t < a; 

I(f) = J (1 - g-Xit-aì /£) si a < t < b ; I(t) = J e ~ Rt/L ( e RblL - e Ra > L ) si t >b. 

Hacer un esquema indicando la naturaleza de la gráfica de I. 

Crecimiento de la población. En el estudio del crecimiento de una población (que puede 
ser humano, animal o bacteriano), la función que cuenta el número x de individuos pre- 
sentes en el instante t es necesariamente una función escalonada que solamente toma valores 
enteros. Por consiguiente el verdadero coeficiente de crecimiento dx/dt es cero (si t está 
contenido en un intervalo abierto donde x es constante), o bien la derivada dx/dt no existe 
(cuando x salta de un entero a otro). No obstante, se pueden obtener informaciones útiles si 
se supone que la población x es una función continua de t con derivada continua dx/dt en 
cada instante. En la hipótesis anterior, se postulan las «leyes de crecimiento de la pobla- 
ción», que dependen de factores del medio ambiente que pueden estimular o retardar el creci- 
miento. 

Por ejemplo, si el medio ambiente tiene un efecto pequeno o nulo, parece natural suponer 
que la velocidad de crecimiento es proporcional al total de la población, y entonces la ley 
de crecimiento tomará la forma: 


( 8 . 20 ) 


dx 

Jt 


kx. 


donde k es una constante que depende de la naturaleza de la población. Puede ocurrir en 
determinadas condiciones que el factor k varíe con el tiempo, y la ley de crecimiento (8.20) 
puede generalizarse como sigue: 


( 8 . 21 ) 


k(t)x. 


Si, por alguna razón, la población no puede exceder a cierto máximo M (por ejemplo, 
por agotarse los alimentos), parece natural suponer la velocidad de crecimiento proporcional 
a ambos x y M — x simultáneamente. Se tiene pues un segundo tipo de ley de crecimiento. 

(8.22) Yt = kx( M ~ *) * 

donde, como en (8.21), k puede ser constante, o más generalmente k puede variar con el 
tiempo. Mejoras tecnológicas pueden hacer que el valor de M crezca o decrezca paulatina- 
mente y por tanto se puede generalizar (8.22) suponiendo que M varía con el tiempo. 


13. Expresar x en función de t para cada una de las «leyes de crecimiento» en (8.20) y 
(8.22) (con k y M ambas constantes). Probar que el resultado de (8.22) se puede expre- 
sar como sigue: 


(8.23) 


M 

1 +e~ x< *-««>’ 




constante y 


el tiempo en el que x = M/2. 
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14. Considérese la ley de crecimiento en la fórmula (8.23) del Ejercicio 13 y supóngase que 
haciendo el censo en tres intervalos de tiempo iguales t v t 2 , í 3 , los números han sido 
X , X v x a . Demostrar que se tienen datos suficientes para determinar M y que en efecto 


(8.24) 


M = x 2 


x î( x 2 x l) x l( x 3 X Ù 
X\ - XjX 3 


15. Deducir la fórmula que generaliza (8.23) del Ejercicio 13 para la ley de crecimiento (8.22) 
cuando k no es necesariamente constante. Expresar el resultado con relación al tiempo 
t () para el cual x = M/2. 

16. E1 Census Bureau da los siguientes datos (en millones) de población en los Estados 
Unidos en intervalos de 10 aiios desde 1790 a 1950; 3,9, 5,3, 7,2, 9,6, 12,9, 17, 23, 31, 
39, 50, 63, 76, 92, 108, 122, 135, 150. 

(a) Aplicando la ecuación (8.24) determinar el valor de M a base de los datos del censo 
para 1790, 1850 y 1910. 

(b) Lo mismo que en (a) para los anos 1910, 1930 y 1950. 

(c) Partiendo de los cálculos hechos en (a) y (b) ise puede considerar como acepta- 
ble o no la ley de crecimiento (8.23) para la población de los Estados Unidos? 

17. (a) Dibújese la gráfica de logx como función de t, donde x representa los datos del 
censo dados en el Ejercicio 16. Utilizar esta gráfica para demostrar que la ley de creci- 
miento (8.20) se satisfacía con mucha aproximación desde 1790 a 1910. Determinar un 
valor medio razonable de k para este período. 

(b) Determínese un valor medio razonable de k para el período desde 1920 a 1950; su- 
póngase que la ley de crecimiento (8.20) es válida para esta k, y predecir la población de 
los Estados Unidos para los anos 2000 y 2050. 

18. La presencia de toxinas en un cierto medio destruye un cultivo de bacterias, siendo el 
cociente diferencial de destrucción proporcional al número de bacterias y a la cantidad 
de toxinas presentes en el cultivo. Si no hubiera toxinas las bacterias crecerían con 



Figura 8.3 Ejercicio 18. 
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una velocidad proporcional a la cantidad total de bacterias existente. Sea x el número 
de bacterias vivientes en el instante t. Supóngase que la cantidad de toxinas crece con 
velocidad constante y que la producción de toxinas empieza en el instante / = 0. Esta- 
blecer una ecuación diferencial para x. Resolver la ecuación diferencial. Una de las 
curvas de la fìgura 8.3 es la que representa mejor el comportamiento general de x 
como función de í. Decir cuál es la elegida y explicar el porqué. 


8.8 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes 

Una ecuación diferencial de la forma 

y" + w + Pi(.x)y = R(x) 

se denomina ecuación lineal de segundo orden. Las funciones P, y P 2 que multi- 
plican la función incógnita y y su derivada / son los coeficientes de la ecuación. 

Para las ecuaciones lineales de primer orden, dimos un teorema de existencia 
y unicidad y determinamos todas las soluciones mediante una fórmula. Si bien 
existe un teorema de existencia y unicidad para la ecuación general lineal de se- 
gundo orden, no hay una fórmula que nos dé todas las soluciones, salvo en algunos 
casos particulares. En el Volumen II se expone un estudio de la ecuación lineal 
general de segundo orden. Aquí sólo tratamos el caso en el que los coeficientes 
P x y Pj son constantes. Cuando el segundo miembro R(x) es idénticamente nulo, la 
ecuación se llama homogénea. 

La ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes fue la primera ecua- 
ción diferencial de un tipo general que se resolvió completamente. En 1743,Euler 
publicó una primerá solución. Aparte de su interés histórico, esta ecuación se pre- 
senta en una gran variedad de problemas de aplicación, de manera que su estudio 
es de importancia práctica. Además, podemos dar fórmulas para todas las solu- 
ciones. 

Consideremos una ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes que 
escribimos así: 


y" + ay' + by = 0 . 


Buscamos soluciones en todo el eje real (— oo, +oo). Una solución es la función 
constante y — 0. Êsta se llama la solución trivial. Nos interesa hallar soluciones 
no triviales, y comenzamos nuestro estudio con algunos casos particulares para los 
que pueden encontrarse soluciones no triviales, por simple inspección. En todos 
esos casos, el coeficiente de y' es nulo, y la ecuación tiene la forma /' + by = 0. 
Veremos que resolver esta ecuación particular equivale a resolver el caso general. 
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8.9 Existencia de soluciones de la ecuación y" + by = 0 

ejemplo 1. La ecuación y" = 0. En este caso son nulos los dos coeficien- 
tes a y b, y podemos determinar todas las soluciones con facilidad. Supongamos 
que y es una función cualquiera que satisfaga y" = 0 en ( — oo, +oo). Entonces 
su derivada y' es constante, pongamos / = c,. Integrando esta relación, encontra- 
mos que y es necesariamente de la forma 


en donde c, y c 2 son constantes. Recíprocamente, para cualquier par de constantes 
Ci y c 2 , el polinomio de primer grado y = c t x + c 2 satisface y" = 0, con lo que 
hemos hallado todas las soluciones para este caso. 

Seguidamente suponemos que b ¥= 0 y tratamos por separado los casos b < 0 
y b > 0. 

Ejemplo 2. Ecuación y" + by = 0, siendo b < 0. Ya que b < 0, pode- 
mos escribir b = — k 2 , siendo k > 0, y la ecuación diferencial toma la forma 

y" = k*y. 

Una solución inmediata es y = e kx , y otra y = e~ kx . A partir de ellas podemos 
obtener otras soluciones construyendo combinaciones lineales de la forma 

y = c t e kr + c 2 e~ kr , 

siendo c^ y c 2 constantes arbitrarias. En el teorema 8.6 se demostrará que todas 
las soluciones quedan incluidas en esta fórmula. 

ejemplo 3. Ecuación y" + by = 0, siendo b > 0. Aquí podemos escribir 
b = k 2 , donde k > 0, y la ecuación diferencial toma la forma 

y" = —k 2 y. 

Otra vez obtenemos soluciones de modo inmediato. Una solución es y = cos kx, y 
otra y = sen kx. A partir de ellas logramos otras soluciones formando combina- 
ciones lineales. 


y = Cj cos kx + c 2 sen kx , 

en donde c, y c 2 son constantes cualesquiera. E1 teorema 8.6 demostrará que esta 
fórmula incluye todas las soluciones. 
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8.10 Reducción de la ecuación general al caso particular y" + by =0. 

E1 problema de resolver una ecuación lineal de segundo orden con coeficien- 
tes constantes puede reducirse al de resolver los casos particulares que acabamos 
de ver. Existe un método para hacer lo que se aplica también a ecuaciones más 
generales. La idea es considerar tres funciones y, u, y v tales que y = uv. Deri- 
vando obtenemos / = uv' + u'v, e y" = uv" + 2u'v' + u"v. Expresemos ahora 
la combinación y" + ay' + by en función de u y v. Obtenemos 

(8.25) y" + a y + by = uv" + 2 u'v’ + uv + a{uv' + u'v) + buv = 

= (v" + av' + bv)u + (2v' + av)u' + vu". 


Elijamos seguidamente v para que el coeficiente de u' sea cero. Esto exige que 
v' = — av/2, con lo cual podemos elegir v = e~ ax/2 . Para esta v tenemos 
v" = — av’/2 = a*v/ 4, y el coeficiente de u en (8.25) se convierte en 

„ , , , . a 2 v a 2 v , . 4b — a 2 

4 2 4 

Así pues, la ecuación (8.25) se reduce a 

y" + a y' + by= (u" + 4b ~ ° uja . 

Puesto que v = e~ ax/ï , la función v nunca es cero, con lo cual y satisface la ecua- 
ción diferencial y" + ay' + by = 0 si y sólo si u satisface u" + J(4 b — a 2 )u = 0. 
Así pues, hemos demostrado el siguiente teorema. 

teorema 8.4. Sean y y u dos funciones tales que y = ue~ ax/2 . Entonces, 
en el intervalo (— oo, +oo), y satisface la ecuación diferencial y" + ay' + by = 0 
si y sólo si u satisface la ecuación diferencial 



Este teorema reduce el estudio de la ecuación y" + ay' + by = 0 al caso 
particular y” + by = 0. Hemos encontrado soluciones no triviales de esta ecua- 
ción pero, salvo para el caso b = 0, no hemos demostrado que se han hallado 
todas las soluciones. 
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8.11 Teorema de unicidad para la ecuación y" + bv =0 

E1 problema de determinar todas las soluciones de la ecuación y" + by = 0 
puede resolverse con el siguiente teorema de unicidad. 

teorema 8.5. Supongamos dos funciones f y g que satisfagan la ecuación 
diferencial y" + by = 0 en (— oo, +oo). Supongamos también que satisfacen las 
condiciones iniciales 


f(0) = g(0), f'(0) = g’(0). 

Entonces es f(x) = g(x) para todo x. 

Demostración. Sea h(x) = f(x) - g(x). Queremos probar que h(x) = 0 
para todo x. Haremos esto expresando h en función de sus aproximaciones por 
polinomios de Taylor. 

Observamos primero que h es también una solución de la ecuación diferen- 
cial y" + by = 0 y satisface las condiciones iniciales h( 0) = 0, h'( 0) = 0. Toda 
función y que satisfaga la ecuación diferencial tiene derivadas de cualquier orden 
en (—oo, + oo) y pueden calcularse por derivación reiterada de la ecuación di- 
ferencial. Por ejemplo, puesto que y" = — by, tenemos y"' = — by', e 
yt*') = — by" = b 2 y. Por inducción encontramos que las derivadas de orden par 
vienen dadas por 


y««> = (- iyby, 

en tanto que las de orden impar son y (2n_1) = ( — l) n-1 b n-1 y'. Puesto que h( 0) y 
h’( 0) son ambas 0, resulta que todas las derivadas /i (n) (0) son nulas. Por consi- 
guiente, cada polinomio de Taylor engendrado por h en el punto x = 0 tiene todos 
sus coefìcientes nulos. 

Apliquemos ahora la fórmula de Taylor con resto (teorema 7.6), usando un 
polinomio de aproximación de grado impar 2n — 1, y encontramos que 

h(x) = E 2 „_+x ). 

donde E-^-^x) es el término de error en la fórmula de Taylor. Para completar la 
demostración, hacemos patente que el error puede hacerse tan pequeno como se 
quiera tomando n suficientemente grande. 

Utilizamos el teorema 7.7 para estimar la magnitud del término de error. 
Para ello necesitamos estimar la magnitud de la derivada h (2r>) . Consideremos 
cualquier intervalo cerrado fmito [— c, c], siendo c > 0. Ya que h es continua 
en ese intervalo, es acotada en él, sea por ejemplo ]fi(x)| < M en [ — t, c]. Ya que 
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h (2n \x) = ( — l) n b n h(x), tenemos la estimación |M 2n) (x)| < M\b\ n en [—c,c]. El 
teorema 7.7 nos da |£ ot -i(x)| < M\b\ n x ïn /(2n)\ con lo que, en el intervalo 
[—c, c], tenemos la estimación 

(8.26) 0 < I*(x)| < M|fr| ” x2n < M.ìk\” c2n = Ml 

(2n)! “ (2n)! (2n)! ’ 

siendo A = |b| 1/2 c. Demostramos ahora que A m /m\ tiende hacia 0 cuando 
m — *■ -|- oo. Esto es obvio si 0 C A < 1. Si A > 1, podemos escribir 

ÓH = àA...á ._d_ à <à \ w ~* 

m\ 1 2 k fc+1 m~k\\k+\' 

siendo k < m. Si elegimos para k el mayor entero < A, entonces A < k + 1 y 
el último factor tiende a 0 cuando m + oo. Luego A m /m\ tiende a 0 cuando 
m -*• oo, con lo que la desigualdad (8.26) prueba que h(x) = 0 para todo x en 
[—c, c]. Pero, ya que c es arbitrario, se deduce que h(x) = 0 para todo x real. 
Esto completa la demostración. 

Nota: E1 teorema 8.5 nos dice que dos soluciones de la ecuación diferencial 
y" + by = 0 que tienen el mismo valor y la misma derivada en 0 deben coincidir para 
todo x. La elección del punto 0 no es esencial. E1 mismo razonamiento muestra que el 
teorema también es cierto si el punto 0 se reemplaza por un punto c cualquiera. En la 
demostración anterior, basta utilizar aproximaciones polinómicas de Taylor en c en 
lugar de hacerlo en 0. 


8.12 Solución completa de la ecuación y" + by = 0 

E1 teorema de unicidad nos permite caracterizar todas las soluciones de la 
ecuación diferencial y" + by = 0. 

teorema 8.6. Sean b un número real y dos funciones u x y u 2 en 
(—oo, + oo) definidas como sigue: 

a) Si 6 = 0 , u-l(x) = 1 , U2(x) = x. 

b) Si b < 0, ponemos b = — k 2 y definimos u^x) = e kx , u 2 (x) = e~ kx . 

c) Si b > 0, ponemos b = k 2 y definimos m x (x) = cos kx, u 2 (x) = sen kx. 
Entonces toda solución de la ecuación diferencial y" + by = 0 en (— oo, + oo) 
tiene la forma 

(8.27) y = cìu x (x) + c 2 u 2 (x), 

siendo c x y c 2 constantes. 

Demostración. En la Sección 8.9 demostramos que para cada par c x y c 2 la 
función y dada en (8.27) es una solución de la ecuación y" + by = 0. Probamos 
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ahora que todas las soluciones tienen esta forma. E1 caso b — 0 fue establecido en 
la Sección 8.9, de modo que podemos suponer que b¥= 0. 

La idea de la demostración es esta: Sea y = f(x) una solución cualquiera de 
y" + by = 0. Si podemos demostrar que existen constantes c a y c 2 que satisfacen 
el par de ecuaciones 

(8.28) c lMl (0) + c 2 m 2 (0) =/(0), c lM ;(0) + c 2 u' 2 (0) =/'(0), 

entonces / y CiUi + c 2 i 4 son soluciones de la ecuación diferencial y" + by = 0 
que tienen el mismo valor y la misma derivada en 0. Según el teorema de unicidad, 
resulta que / = c lMl + c 2 i 4 . 

En el caso b), tenemos u 1 (x)=e kx , u 2 (x)=c _fe,, , con lo que u a (0) = u 2 (0)= 1 
y u!(0) = k, u'. i(0) = —k. Con ello las ecuaciones (8.28) se convierten en 
c a + c 2 = /(0), y Ci - c 2 = f(0)/k. Tienen la solución c a = \f( 0) + \f'(0)!k, 
Cî = \f( 0) - |/'(0)/Â:. 

En el caso c), tenemos u a (x) = cos kx, u 2 (x) = sen kx, y así es u a (0) = 1, 
u 2 (0) = 0, u'(0) = 0, 1 / 2 ( 0 ) = k, y las soluciones son c a = /(0), y c 2 = f(0)/k. 
Puesto que siempre existen c t y c 2 que satisfacen (8.28), la demostráción es com- 
pleta. 


8.13 Solución completa de la ecuación y" + ay' + by =0 

E1 teorema 8.4 nos dice que y satisface la ecuación diferencial /'+a/+by=0 
si y sólo si u satisface u"+ \(4b — a 2 )u = 0, siendo y = e““ /2 u. Según el teore- 
ma 8.6 sabemos que la naturaleza de cada solución u depende del signo algebrai- 
co del coeficiente de u, esto es, del signo de 46 — a 2 o de a 2 — 4 b. A1 número 
à 2 — 4 b le llamamos discriminante de la ecuación diferencial y" + a/ + by = 0 
y lo designamos por d. Cuando combinamos los resultados de los*teoremas 8.4 
y 8.6 obtenemos el siguiente. 

teorema 8.7. Sea d = a 2 — 4b el discriminante de la ecuación diferencial 
lineal y" + ay’ + by = 0. Toda solución de esta ecuación en (— 00 , + 00 ) tiene 
la forma 

(8.29) y = e r " a */*[c 1 u 1 (x) + c 2 m 2 (x)] , 

en donde c a y c 2 son constantes, y las funciones u a y u 2 se determinan según el 
signo algebraico del discriminante del modo siguiente: 
a) Si d = 0, u a (x) = 1 y t+(x) = x. 
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Nota: En el caso b), en el que el discriminants d es positivo, la solución y en 
(8.29) es una combinación lineal de dos funciones exponenciales. 


en donde 


y = e~ ax/2 (c l e kx + c*er kx ) = c ì e T v c + c 2 e r z x , 


ì -a +Vd a -a-Vd 

- + k = -— -, r 2 = - - - k = ---. 


Los dos números r, y r 2 tienen como suma r ± + r 2 = — a y como producto 
r,r ? = l (a 2 — d) = b. Por consiguiente, son las raíces de la ecuación cuadrática 

r 2 +ar + b = 0 . 


Esta es la denominada ecuación característica asociada a la ecuación diferencial 


y“ + ay' + by = 0 . 

E1 número d = a 2 — 46 también se llama discriminante de esta ecuación cuadrática 
su signo algebraico determina la naturaleza de las raíces. Si d > 0, la ecuación cuadrá- 
tica tiene raíces reales dadas por ( — a ± \/d)/2. Si d < 0, no tiene raíces reales pero 
debe tenerlas complejas r t y r 2 . La definición de la función exponencial puede ampliarse 
de manera que e r i x y e r 2 6 tengan significado cuando r 2 y r 2 son números complejos. 
Esta ampliación, expuesta en el capítulo 9, se hace de modo que la combinación lineal 
(8.29) pueda también escribirse como una combinación lineal de e T i x y e T ‘ x , cuando 
r 2 y r 2 sean complejos. 


Concluimos esta Sección haciendo varias observaciones. Puesto que todas las 
soluciones de la ecuación diferencial /' + a/ + by = 0 están contenidas en la 
fórmula (8.29), la combinación lineal del segundo miembro se llama a menudo la 
solución general de la ecuación diferencial. Una solución cualquiera obtenida 
particularizando los valores de las constantes c, y c 2 se denomina una solución 
particular. 

Por ejemplo, tomando c, = 1, c 2 = 0, y. luego c, = 0, c 2 = 1, obtenemos las 
dos soluciones particulares 

v, = e- ax/2 u,(x) , v, = e-°*l* Uì (x) . 

Estas dos soluciones son de especial importancia porque las combinaciones lineales 
construidas con ellas nos dan todas las soluciones. Un par de soluciones cuales- 
quiera con esta propiedad es una base del conjunto de todas las soluciones. 

Una ecuación diferencial tiene siempre más de una base. Por ejemplo, la 
ecuación y" = 9y tiene la base v, = é^, v 2 = e~ 3x . Pero también tiene la base 
w, = cosh 3x , w 2 — senh 3x. En efecto, puesto que e?* = w, + w 2 y 
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e~ 3x — u>, — w 2 , toda combinación lineal de e' T y e~ 3x es también una combina- 
ción lineal de w, y w 2 . Luego, el par w,, w 2 es otra base. 

Puede demostrarse que todo par de soluciones Vi y v 2 de una ecuación dife- 
rencial y" + ay' + by = 0 será una base si la razón v 2 /ih no es constante. 
Si bien aquí no vamos a necesitar esta propiedad, la mencionamos porque tiene 
importancia en la teoría de las ecuaciones lineales de segundo orden con coefi- 
cientes no constantes. En el Ejercicio 23 de la Sección 8.14 se esboza una de- 
mostración. 


8.14 Ejercicios 


Hallar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales en (— oo, + oo). 


1. y" — 4y = 0. 

2. y" + 4y = 0. 

3. y" - 4/ = 0. 

4. y" + 4/ = 0. 

5. / - 2/ + 3/ = 0. 


6. y" + 2 y' — Zy = 0. 

7. y" - 2/ + ly = 0. 

8. y" - 2/ + 5y = 0. 

9. y" +2/ + y = 0. 
10. y" - 2/ + y = 0. 


En los Ejercicios 11 al 14, hallar la solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales dadas. 


1 1 . 2/ + 3 y’ = 0, con y = 1 e y' = 1 cuando x = 0. 

12. y" + 25 y = 0, con y = -1 e y' = 0 cuando x = 3. 

13. y" — 4y' — y = 0, con y = 2 e y' = — 1 cuando x = 1. 

14. /' + 4/ + = 0, con _>> = 2 e / = / cuando x = 0. 

15. La gráfica de una solución u de la ecuación diferencial y" — 4y' + 29y = 0 corta la 

gráfica de una solución v de la ecuación y" + 4y' + 13y = 0 en el origen. Las dos cur- 
vas tienen la misma pendiente en el origen. Determinar u y v si u'(}n) = 1. 

16. La gráftca de una solución u de la ecuación diferencial y" — 3y' — 4y = 0 corta la gráfica 

de una solución v de la ecuación y" + 4y' — 5y = 0 en el origen. Determinar u y v 
si las dos curvas tienen pendientes iguales en el origen y si 


»(*) 4 

o = 


17. Hallar todos los valores de la constante k tales que la ecuación diferencial y" + ky = 0 
tenga una solución no trivial y = f k (x) para la cual f k ( 0) = f k ( 1) = 0. Para cada valor 
admisible de k, determinar la correspondiente solución y =/(*). Consìdérense los valo- 
res positivos y negativos de k. 

18. Si (a, b) es un punto dado del plano y si m es un número real dado, demostrar que 
la ecuación diferencial y" + k 2 y = 0 tiene exactamente una solución cuya gráfica pasa 
por (a, b) y tiene en él la pendiente m. Discutir también el caso k = 0. 

19. a) Sean (a x , b r ) y (a 2 , bf) dos puntos en el plano tales que — a 2 ■£ nnr, siendo n 
entero. Demostrar que existe exactamente una solución de la ecuación diferencial 
y" + y = 0 cuya gráfica pasa por esos dos puntos. 

b) La proposición de la parte a), £es cierta siempre si a, — a 2 es un múltiplo de tr? 
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c) Generalizar el resultado de la parte a) para la ecuación y" + k 2 y = 0. Discutir tam- 
bién el caso k = 0. 

20. En cada caso, hallar una ecuación diíerencial lineal de segundo orden que se satisfaga 
para u x y u 2 . 

(a) «ito = c*. u 2 (x) = e~ x . 

(b) «i(x) = e* x , u 2 (x) = xe*. 

(c) Ujfx) = e~ x/i cos JC, u 2 (x) = e~ x/î senx. 

(d) Ul (x) = sen(2x + 1), u 2 (x) =sen (2x + 2). 

(e) Ul (x) = cosh x, u 2 (x) = senh x. 

Wronskiano. Dadas las funciones u, y u 2 , la función W definida por Wfx) = 
= u x (x)u' 2 (x) — u 2 (x)u x (x) es su Wronskiano, denominación usada en atención a J. M. H. 
Wronski (1778-1853) que fue quien la introdujo. Los Ejercicios que siguen se refieren a 
propiedades del Wronskiano. 

21. a) Si el Wronskiano W(x) -de u x y u 2 es nulo para todo valor de x en un intervalo 
abierto I, demostrar que el cociente uju x es constante en I. Dicho de otro modo, si 
h 2 /Uj no es constante en I, entonces W(c) ^ 0 por lo menos para un c de /. 

b) Demostrar que la derivada del Wronskiano es W' = u,u 2 " — u 2 Ui". 

22. Sea W el Wronskiano de dos soluciones u x , u 2 de la ecuación diferencial y"+ay'+by=0, 
siendo a y b constantes. 

a) Demostrar que W satisface la ecuación de primer orden W' + aW = 0 y por tanto 
W(x) = W(0)e~ a ‘. Esta fórmula prueba que si W(0) ^ 0, entonces W(x)^0 para todo x. 

b) Suponiendo que u x no es idénticamente nula, demostrar que W(0) = 0 si y sólo si 
Uj/Uj es constante. 

23. Sean v % y t> 2 dos soluciones cualesquiera de la ecuación diferencial y" + «y' + by = 0 
tales que vjv x no es constante. 

a) Sea y = f(x) una solución de la ecuación diferencial. Utilizar propiedades del Wrons- 
kiano para demostrar que existen constantes c x y c 2 tales que 

ci» i(0) +c 2 v t (0) =/(0) , c x v' x (0) + c 2 v' 2 (0) =/'(0) . 

b) Demostrar que toda solución es de la forma y = c x v x + c 2 c 2 . Dicho de otro modo, 
forman una base para el conjunto de todas las soluciones. 


8.15 Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden con coeficientes 
constantes 


Volvamos a discutir las ecuaciones no homogéneas de la forma 
(8.30) / + ay' + by = R , 

en las que los coeficientes a y b son constantes y el segundo miembro R es una 
función cualquiera continua en (—oo, +oo). La discusión puede simplificarse 
mediante el uso de un operador. Para cualquier función / con derivadas f y /", 
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podemos definir un operador L que transforma / en otra función L(f) definida 
por la ecuación 

L(f) = /" + af + bf. 

Mediante este operador, la ecuación diferencial (8.30) se escribe en la forma 
sencilla 


L(y) = R . 

Es fácil comprobar que L(y 2 + y 2 ) = L(y t ) + L(y 2 ), y que L(cy) = cL(y) 
para cualquier constante c. Por consiguiente, para cualquier par de constantes 
Ci y c 2 , tenemos 

L(ci^i + c 2 y 2 ) = CxL(yi) + c 2 L(y 2 ). 

Esta es la llamada propiedad de linealidad del operador L. 

Supongamos ahorà que y^ e y 2 son dos soluciones cualesquiera de la ecuación 
L(y) = R. Puesto que Liy^) = L(y 2 ) = R, la linealidad nos da 

L(y 2 - yi ) = L(y 2 ) - L(y x ) = R - R = 0 , 

por lo que y 2 — y t es una solución de la ecuación homogénea L(y) = 0. Por lo 
tanto, será y 2 — y t = c^v, + c 2 v 2 , endonde c^Ui + c 2 v 2 es la solución general de 
la ecuación homogénea, o sea 

y 2 = CjCi + c 2 v 2 + yi . 

Esta ecuación debe satisfacerse para todo par de soluciones y^ e y 2 de la ecuación 
no homogénea L(y) = R. Por consiguiente, si podemos determinar una solución 
particular y, de la ecuación no homogénea, todas las soluciones están contenidas 
en la fórmula 

(8.31) y = c lVl + c 2 v 2 + yi . 

siendo c, y c 2 constantes arbitrarias. Cada una de tales y es evidentemente una so- 
lución de L(y) = R porque L(c lVl + c 2 v 2 + y,) = L(c lVl + c 2 v 2 ) + L( yj = 
= o + R = R. Ya que todas las soluciones de L(y) = R se encuentran en (8.31), 
la expresión c lVl + c 2 v 2 + y, se llama solución general de (8.30). Así que, he- 
mos demostrado el teorema que sigue. 

teorema 8.8. Si y, es una solución particular de la ecuación no homogénea 
L(y) = R, la solución general se obtiene sumando a y x la solución general de la 
correspondiente ecuación homogénea L(y) = 0. 



404 


Jntroducción a las ecuaciones diferenciales 


E1 teorema 8.7 nos dice cómo se encuentra la solución general de la ecuación 
homogénea L(y) = 0. Esa tiene la forma y = c 2 v 2 + c 2 v„ en donde 

(8.32) !*(*) = e-°*l* Ul (x), v 2 (x) = e-»/*«*(x ), 

determinándose las funciones u, y u 2 por medio del discriminante de la ecuación, 
como se explicó en el teorema 8.7. Ahora demostramos que v, y v 2 pueden usarse 
para construir una solución particular y, de la ecuación no homogénea L(y) = R. 
En la construcción interviene una función W definida por la igualdad 

H'M = »1 (x)ví(x) - v t (x)v[(x) . 

Ésta se llama el wronskiano de v\ y v 2 ; algunas de sus propiedades se expusieron 
en los Ejercicios 21 y 22 de laSección 8.14. Necesitaremos la propiedad de que 
W(x) nunca es cero. Ésta puede demostrarse mediante los métodos indicados en 
los Ejercicios o puede comprobarse directamente y en particular para las funciones 
Uj y v 2 dadas en (8.32). 

teorema 8.9. Sean v x y v 2 las soluciones de la ecuación L(y) = 0 dadas en 

(8.32) , siendo L(y) = y" + a/ + by. Sea W el wronskiano de v x y v 2 . Entonces 
la ecuación no homogénea L(y) = R tiene una solución particular y x dada por 
la fórmula 


yi(x) = íi(x)i>i(x) + t 2 (x)v 2 (x), 


siendo 


(8.33) 


h(x) = 




'W(x) 


h(x) 




»'(*) 


Demostración. Intentemos hallar funciones L y í 2 tales que la combinación 
y x = hth + t 2 v 2 satisfaga la ecuación L(yi) = R. Tenemos 


/ = t x v[ + t/ 2 + 0X + t' 2 v 2 ), 

y’[ = tiv’i + t 2 v 2 + (t[v[ + t' 2 v' 2 ) + (t[v x + t 2 V 2 )' . 


Cuando formamos la combinación lineal L(y x ) = y" + ay[ + by x , los términos 
que contienen t x y t 2 desaparecen debido a que L(v x ) = L(v 2 ) = 0. Los térmi- 
nos restantes nos dan la relación 


L (yù — (t[v[ + t[v' 2 ) + (t[v^ + t 2 v 2 )' + a(t[v i + t[v 2 ). 
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Queremos elegir t, y f 2 de modo que L(y,) = R. Esto podemos conseguirlo si ele- 
gimos í, y t 2 de modo que 

tíu, + t: t v 2 = 0 y t[v[ + tív á = R . 

Se trata de un par de ecuaciones algebraicas con las incógnitas t' x y t' 2 . E1 determi- 
nante del sistema es el Wronskiano de v, y v 2 . Puesto que éste nunca es cero, el 
sistema tiene una solución dada por 

t[ - —v t R/W y í' = v x RfW. 

Integrando esas relaciones, obtenemos las fórmulas (8.33), completando así la 
demostración. 

E1 método por el que hemos obtenido la solución y, se llama a veces de friria- 
ción de constantes. Fue utilizado primero por Johann Bernoulli en 1697 para resolver 
ecuaciones lineales de primer orden, y luego por Lagrange en 1774 para ecua- 
ciones lineales de segundo orden. 

Nota: Puesto que las funciones y t 2 del teorema 8.9 se expresan como integrales 
indefmidas, cada una de ellas está determinada salvo una constante aditiva. Si sumamos 
una constante c x a t x y una constante c 2 a t 2 cambiamos la función y x en una nueva 
función y 2 = y, + Cjf, +c 2 v 2 . En virtud de la linealidad. tenemos 

L(y 2 ) = L(y x ) + L(c x v 2 + c 2 v 2 ) = L(y x ), 

lo cual nos dice que la nueva función y 2 también es una solución particular de la ecua- 
ción no homogénea. 

ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación y" + y = tgx en 

( —7r/2, V2). 

Solución. Las funciones v, y v 2 de las igualdades (8.32) vienen dadas por 
v x (x) = cos x , v 2 (x) = sen x . 

Su Wronskiano es W(x) = v x (x)v' 2 (x) — v 2 (x)v' x (x) = cos 2 x + sen 2 x — 1. Por 
tanto, de (8.33) obtenemos 

t x (x) = — j sen x tan x dx = senx — log |sec x + tan x| , 

^ ’ f 

Í 2 (x) = J cos x tan x dx = J sen x dx = —cos x . 
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Así que, una solución particular de la ecuación no homogénea es 
|| = í 1 (.v)i’ 1 (..y) + t 2 (x)v 2 (x) = sen x cos x — cos x log |sec a + tan x\ — sen -v cos a = 
= —cos x log |sec x + tan x\ . 

Según el teorema 8.8, su solución general es 

y = Cj cos x + c 2 senjc — cos x log |sec x + tan x|. 

Aunque el teorema 8.9 proporciona un método general para determinar una 
solución particular de L(y) = R, hay métodos especiales que con frecuencia son 
de aplicación más fácil cuando la función R tiene ciertas formas particulares. En la 
Sección siguiente exponemos un método adecuado si R es un polinomio o el pro- 
ducto de un polinomio por una exponencial. 


8.16 Métodos particulares para la determinación de una solución particular 
de la ecuación no homogénea y" + ay' + by = R 

CASO 1. El segundo miembro R es un polinomio de grado n. Si b ¥= 0, 
siempre podemos encontrar un polinomio de grado n que satisface la ecuación. 
Ensayemos un polinomio de la forma 

Pi(*) =J,a k x k 


con coefìcientes indeterminados. Sustituyendo en la ecuación diferencial L(y) = R 
e igualando los coeficientes de las potencias semejantes de x, podemos determi- 
nar a„ ,a„- lt ..., a^ ,a„ en forma sucesiva. A continuación aplicamos el método 
a un ejemplo. 

ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación y” + y — x\ 

Solución. La solución general de la ecuación homogénea y" + y = 0 viene 
dada por y = c, cos x + c 2 sen x. A ella tenemos que sumar una solución particu- 
lar de la ecuación no homogénea. Puesto que el segundo miembro es un polinomio 
cúbico y que el coeficiente de y no es nulo, intentamos encontrar una solución 
particular de la forma y,(x) = Ax 3 + Bx 2 + Cx + D. Derivando dos veces, en- 
contramos que y"(x) = 6 Ax + 28. La ecuación diferencial conduce a la relación 


(6 Ax + 26) + (Ax 3 + Bx 2 + Cx + D) = x 3 . 
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Identifìcando coeficientes de las potencias análogas de x, obtenemos + = 1,6 = 0, 
C = — 6, y D — 0, de modo que una solución particular es y,(x) = x 3 — 6x. Así 
que, la solución general es 

/ = cos x + c 2 sen jc + x 3 — 6.v . 


Puede ser interesante la comparación de este método con el de variación 
de constantes. Las igualdades (8.33) nos dan 


y 


h(x) = - J 


x 3 senx dx — —(3x 3 — 6)senx + (x 3 — 6x) cos x 


< 2 (x) = J x 3 cos x dx = (3x 2 — 6) cos x + (x 3 — 6x) senx . 


Cuando formamos la combinación t t v i + t 2 v 2 , encontramos la solución particular 
y^x) = x 3 — 6x, como antes. En este caso, el uso del método de variación de 
constantes exige el cálculo de las integrales /x 3 sen x dx e /x 3 cos x dx. Con el 
método de los coeficientes indeterminados, no se precisa la integración. 

Si el coeficiente b es cero, la ecuación y" + ay' = R no puede satisfacerse 
con un polinomio de grado n, pero sí con uno de grado n + 1 si a ¥= 0. Si son 
nulos a y b, la ecuación es y" = R; su solución general es un polinomio de grado 
n + 2 obtenido con dos integraciones sucesivas. 


CASO 2. El segundo miembro tiene la forma R(x) = p(x)e mx , siendo p un 
polinomio de grado n, y m una constante. 

En este caso el cambio de variable y = u(x)e mx transforma la ecuación dife- 
rencial y" + ay’ + by = R en una nueva ecuación 

u" + (2 m + a)u' + (m 2 + am + b)u = p . 

Esta es del tipo discutido en el caso 1, de modo que siempre tiene un polinomio 
solución «j. Luego, la ecuación original tiene una solución particular de la forma 
yi = u 1 (x)e mx , donde u x es un polinomio. Si m z + am + b ¥= 0, el grado de u, es 
el mismo que el grado de p. Si m 2 + am + b = 0 pero 2m + a ¥= 0, el grado 
de Ui es una unidad mayor que el de p. Si m 2 + am + b = 0 y 2m + a = 0, el 
grado de u t es de dos unidades mayor que el de p. 

ejemplo 2. Hallar una solución particular de la ecuación y” + y = xe 3x . 

Solución. E1 cambio de variable y = ue 3x nos conduce a la nueva ecuación 
u” + 6 1 / + 10« = x. Ensayando «i(x) = Ax + 6, encontramos la solución par- 
ticular u,(x) = (5x — 3)/50, con lo que una solución particular de la ecuación 
original es y, = e 3X (5x — 3)/50. 
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E1 método de los coeficientes indeterminados también puede usarse si R tiene 
la forma R(x) = p(x)e m * cos y.x, o R(x) =p(x)e m * sen xx, siendo p un polinomio 
y m y a constantes. En ambos casos, existe siempre una solución particular de la 
forma yi(x) = e mx \_q(x) cosax + r(x) sen«], en donde q y r son polinomios. 


8.17 Ejercicios 

Hallar la solución general de cada una de las ecuaciones diferenciales de los Ejercicios 
1 al 17. Si la solución no es válida en todo el eje vertical, dar un intervalo en el que sea 
válida. 


1 . / 


- y = x. 

- / = x 2 . 

3. y" + y’ = x 2 + 2x. 

4. y" — 2y’ + 3y = x 2 . 

5. y" - Sy’ + 4y = x 2 - 2x + 1. 

6. y" + y' - 6y = 2X 3 + 5x 2 - 7x + 2. 

7. y" -4 y = e 2 *. 

8. / + 4y = e~ 2x . 

17, y" + 6y' + 9y = f(x), donde f(x) = 1 
más x. 

18. Si k es una constante no nula, demostrar que la ecuación y" — k 2 y 
lución particular y t dada por 


9. / + / - 2y = e*. 

10. y” +/ -2y = e 2x . 

11. y" +y’ - 2y = e* + e 2x . 

12. y" - 2/ + y = x + 2x e*. 

13. y" +2/ + y = e~ x fx 2 . 

14. y" + y = cot 2 x. 

15. y"-y = 2/(1 + **). 

16. y" + / —2y = e x /(l + e*). 

para 1 < x < 2, y }(x) = 0 para todos los de- 


= R(x) tiene una so- 


yi 


■ir 


R(t) senh k(x - t)dt. 


Hallar la solución general de la ecuación y" — 9y = é* x . 

19. Si k es una constante no nula, demostrar que la ecuación y"+ k 2 y = R(x) tiene t 
lución particular y^ dada por 

1 f* 

= - I R(t) sen k(x - t)dt. 

Hallar la solución general de la ecuación y" + 9y = sen 3x. 

En cada uno de los Ejercicios 20 al 25, determinar la solución general. 

20. y" + y = sen x. 23. y" + 4y = 3x sen x. 

21. /' + y = cos x. 24. y - 3/ = 2e 2x sen x. 

22. y" + 4y = 3x cos x. 25. y" + y = e 2 * cos 3x. 


8.18 Ejemplos de problemas físicos que conducen a ecuaciones lineales de se- 
gundo orden con coeficientes constantes 

ejemplo 1. Movimiento armónico simple. Supongamos que una partícula 
está obligada a moverse en una recta con su aceleración dirigida hacia un punto 
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fijo de la recta y proporcional a la distancia a ese punto fìjo. Si tomamos el origen 
en el punto fijo y es y la distancia en el instante x, entonces la aceleración y" debe 
ser negativa cuando y es positiva, y positiva cuando y es negativa. Por consiguien- 
te podemos escribir y" — — k 2 y, o 

y" + k 2 y = 0 , 


siendo k 2 una constante positiva. Esta es la ecuación diferencial del movimiento 
armónico simple. Se emplea a menudo como modelo matemático para el movi- 
miento de un punto en un mecariismo vibrante tal como una cuerda tensa o un 
diapasón vibrante. La misma ecuación se presenta en la teoría de circuitos eléc- 
tricos en donde se llama ecuación del oscilador armónico. 

E1 teorema 8.6 nos dice que tadas las soluciones tienen la forma 

(8.34) y = A sen kx + B cos kx , 

en donde A y B son constantes arbitrarias. Podemos expresar las soluciones en 
función del seno o del coseno tan sólo. Por ejemplo, podemos introducir nuevas 
constantes C y *, en donde 

„/-r-- B 

C = V A 2 + B y x = arctan — , 

+ 

entonces tenemos (ver figura 8.4) A = C cos a, B = C sen a, y la ecuación (8.34) 
se convierte en 


y = C cos asenÂrx + Csen a cos kx = Csen(kx + a) . 

Cuando la solución se escribe en esta torma, las constantes C y x tienen una 
sencilla interpretación geométrica (ver figura 8.5). Los valores extremos de y, 
que se presentan cuando sen (Ar.v + a) = ± 1, son ± C. Cuando x = 0, el des- 
plazamiento inicial es C sen a. Cuando x crece, la partícula oscila entre los valores 
extremos +C y — C con período 2ir/k. E1 ángulo kx + a se llama el ángulo de 
fase y el mismo x es el valor inicial del ángulo de fase. 

ejemplo 2. Vibraciones amortiguadas. Si una partícula sujeta a un mo- 
vimiento armónico simple súbitamente es sometida a una fuerza externa propor- 
cional a su velocidad, el nuevo movimiento satisface una ecuación diferencial de 
la forma 


y" + 2 cy' + k 2 y = 0 , 
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Figura 8.4 


Figura 8.5 Movimiento armónico simple. 



en donde c y k 2 son coftstantes, c# 0, k> 0. Si c > 0, veremos que todas las 
soluciones tienden a cero cuando x -*■ + oo. En este caso, se dice que la ecuación 
diferencial es estable. La fuerza externa origina una amortiguación del movimien- 
to. Si c < 0, veremos que algunas soluciones tienen valores tan grandes como se 
quiera cuando x -*■ + oo. En este caso, se dice que la ecuación es inestable. 

Puesto que el discriminante de la ecuación es d = (2 cf — 4 k* = 4(c 2 — k 2 ), 
la naturaleza de las soluciones está determinada por las magnitudes relativas de 
c 2 y k 2 . Los tres casos d = 0, d > 0, y d < 0 pueden ser analizados como sigue: 

a) Discriminante cero: c 2 = k 2 . En este caso, todas las soluciones tienen la 
forma 

y = e~ cx (A + Bx). 

Si c > 0, todas las soluciones tienden a.0 cuando x -*■ + oo. Este caso se cita como 
amortiguamiento crîtico. Si B # 0, cada solución cambiará de signo exactamente 
una vez debido al factor lineal A + Bx. En la fìgura 8.6(a) se representa un 
ejemplo. Si c < 0, cada solución no trivial tiende a + oo o a — oo cuando 
X~* + 00 . 

b) Discriminante positivo: c 2 > k 2 . Según el teorema 8.7 todas las solucio- 
nes tienen la forma 

y = e~ cx (Ae hx + Be~ hx ) = Ae (h ~ cìx + Be~ (h+Cìx , 


en donde h = %Vd = Vc 2 — k 2 . Puesto que h 2 = c 2 — k 2 , tenemos h 2 — c 2 < 0 
con lo que (h — c)(h + c) < 0. Por consiguiente, los números h c y h + c 
tienen signos opuestos. Si c > 0, entonces h + c es positivo con lo que h — c es 
negativo, y por tanto ambas exponenciales e (h ~ cìx y e~ (i+c)x tienden a cero cuando 
x -> + oo. En este caso, citado como amortiguamiento exponencial, todas las solu- 
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ciones tienden a 0 para x -> + oo. En la figura 8.6(a) se representa un ejemplo. 
Cada solución puede cambiar de signo por lo menos una vez. 

Si c < 0, entonces h — c es positivo pero h + c es negativo. Así que, ambas 
exponenciales e (h ~ c)x y e~ (h hc)x tienden a + co cuando x -> +oo, con lo que nue- 
vamente existen soluciones con valores absolutos tan grandes como se quiera. 

c) Discriminante negativo: c 2 < k 2 . En este caso, todas las soluciones tienen 
la forma 


y = Ce~ cx sen(hx -f a), 

en donde h — —d = Vk 2 — c 2 . Si c > 0, toda solución no trivial oscila, 
pero la amplitud de la oscilación tiende hacia cero cuando x + oo . Este caso se 
llama amortiguamiento oscilante y se representa en la figura 8.6(b). Si c < 0, todas 
las soluciones no triviales toman valores positivos y negativos tan grandes como 
se quiera cuando x -> + oo. 



a) Discriminante 0 o positivo b) Discriminante negativo 

Figura 8.6 Vibraciones amortiguadas que se presentan como soluciones de y" + 2cy' + 
+ k 2 y = 0, con c > 0, y discriminante 4(c 2 — k 2 ). 


ejemplo 3. Circuitos eléctricos. Si intercalamos una capacidad (por ejem- 
plo, un condensador) en el circuito eléctrico del ejemplo 5 de la Sección 8.6, la 
ecuación diferencial que sirve de modelo para este circuito viene dada por 


U\t) + RI(t) + ± J/(/) dt = V(t) , 
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siendo C una constante positiva llamada capacidad. La derivación de esta ecua- 
ción da una ecuación lineal de segundo orden de la forma 

LI"(t) + RI'(t) + h(t) = V\t). 

Si el voltaje aplicado V(t) es constante, el segundo miembro es cero y la ecuación 
toma la forma 


/"(o + fm + ±i( t ) = o. 

Este es el mismo tipo de ecuación analizado en el ejemplo 2,salvo que 2c está 
reemplazado por R/L, y k 2 por 1/(LC). En este caso, el coefìciente c es positivo 
y la ecuación es siempre estable. Dicho de otro modo, la intensidad I(t) siempre 
tiende a 0 cuando t + oo. La terminología del ejemplo 2 también se utiliza 
aquí. Se dice que la corriente es amortiguada críticamente cuando el discrimi- 
nante es cero (C/? 2 = 4L), exponencialmente cuando el discriminante es positivo 
( CR 2 > 4L), y oscilante cuando el discriminante es negativo (CR* < 4L). 

ejemplo 4. Movimiento de un cohete con masa variable. Un cohete es 
impulsado mediante la ignición del carburante en una cámara de combustión, al 
permitir la expulsión hacia atrás de los productos de la combustión. Supongamos 
que el cohete parte del reposo y se mueve verticalmente hacia arriba a lo largo 
de una recta. Designemos la altura del cohete en el instante t por r(t), la masa 
del cohete (incluido el carburante) por m(t), y la velocidad de la materia expulsa- 
da, con relación al cohete, por c(t). En ausencia de fuerzas externas, la ecuación 

(8.35) m(t)r"(t) = m'(t)c(t) 

se utiliza como modelo matemático para discutir el movimiento. E1 primer miem- 
bro, m(t)r"(t), es el producto de la masa del cohete por su aceleración. E1 segundo 
miembro, m’(t)c(t), es la fuerza de aceleración en el cohete motivada por el em- 
puje desarrollado por el mecanismo de impulsión. En los ejemplos que aquí se 
consideran, m(t) y c(t) son conocidos o pueden expresarse en función de r(t) o su 
derivada r'(í) (la velocidad del cohete). La ecuación (8.35) se convierte en una 
ecuación diferencial de segundo orden respecto a la función posición r. 

Si están también presentes fuerzas externas, tales como la gravedad, entonces 
en lugar de (8.35), usamos la ecuación 

(8.36) m(t)r"(t) = m'(t)c(t) + F(t) , 

en donde F(t) representa la suma de todas las fuerzas externas que actúan sobre 
el cohete en el instante t. 
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Antes de considerar ejemplos particulares, haremos un razonamiento que 
puede servir para justificar la ecuación (8.35). A tal fin consideramos primero 
un cohete que quema su carburante con intermitencias, en forma parecida a las 
balas de un arma de fuego. En particular, consideramos un intervalo de tiempo 
[t, t + A], en donde h es un número positivo pequeno; supongamos que una 
cierta cantidad de materia de propulsión es expelida en el tiempo t, y que no es 
expulsada cantidad alguna en el intervalo semiabierto (/, t + h]. Con estos su- 
puestos, obtenemos una fórmula cuyo límite, cuando h 0, es la ecuación (8.35). 

Inmediatamente antes de la expulsión de materia en el instante t, el cohete 
tiene una masa m(t) y una velocidad v(t). A1 final del intervalo [t, t + h~\, el 
cohete tiene masa m(t + h) y velocidad v(t + h). La masa de la materia expul- 
sada es m(t) — m(t + h), y su velocidad durante el intervalo es v(t) + c(t), puesto 
que c(t) es la velocidad de expulsión con relación al cohete. Justamente antes de 
la expulsión de materia propulsora en el instante t, el cohete es un sistema con 
momento m(t)v(t). En el instante t + h, este sistema consta de dos partes, un 
cohete con momento m(t + h)v(t + h) y la materia expulsada con momento 
[m(í) — m(t + /j)][d( 0 + c(/)]. La ley de conservación de momentos establece 
que el momento del nuevo sistema debe ser igual al del antiguo. Por consiguiente, 
tenemos 


m(t)v(t) = m(t + h)v(t + h) + [m(t) — m(t + /t)][c(í) + c(t)], 
de la que obtenemos 

m(t + h)[v(t + h) - v(t)] = [m(t + h) - /n(í)]c(í) . 

Dividiendo por h y haciendo que h 0, encontramos que 

m(t)v'(t) = m'(t)c(t), 

que es equivalente a la ecuación (8.35). 

Consideremos un caso particular en el que el cohete parte del reposo con 
un peso inicial de w lcilos (incluyendo b kilos de carburante) y que se mueve 
verticalmente hacia arriba siguiendo una recta. Supongamos que el carburante 
se consume en forma constante a razón de k kilos por segundo y que los productos 
de la combustión son descargados directamente hacia atrás con una velocidad 
constante de c metros por segundo con relación al cohete. Supongamos que la 
única fuerza externa que actúa sobre el cohete es la atracción terrestre. Quere- 
mos saber a qué altura llegará el cohete antes de que todo su carburante se 
consuma. 
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Puesto que todo el combustible se consume cuando kt = b, restringimos t 
al intervalo 0 < / < bfk. La única fuerza externa que actúa sobre el cohete es 
— m(t)g, la velocidad c(t) = —c, con lo que la ecuación (8.36) se transforma en 

m(t)r"(t) = —m'(t)c - m(t)g . 

E1 peso del cohete en el instante t es w — kt, y su masa m(t) es (w — kt)/g; 
luego tenemos m’(t) = — k/g y la ecuación anterior toma la forma 


. m'(t) kc 

r"(t) = -— c - g = -- 

m(t) w — kt 


Integrando, y utilizando la condición inicial /(0) = 0, encontramos 
r'(t) = -c log W ~ kt - gt. 

Integrando nuevamente y empleando la condición inicial r(0) = 0, obtenemos la 
relación 


Ki) _£S«L=ÌÛ Io ,ï 

k 


Todo el combustible se ha consumido cuando t = b/k. En este instante la altura es 

(8.37) r( iog w -^ - i **! + £*. 

■ \k/ k w 2 k 2 k 


Esta fórmula es válida si b < w. Para ciertos cohetes, el peso del cohete vacío 
de carburante es pequeno respecto al peso de dicho carburante, y es interesante 
considerar el caso límite b = w. No podemos poner b = w en (8.37) por la pre- 
sencia del término log (tv — b)/w. No obstante, si hacemos que b w, el primer 
término de (8.37) es una forma indeterminada con límite 0. Por consiguiente, 
cuando b -* w, el valor límite del segundo miembro de (8.37) es 


!™ r (ï)" " 


1 gw 2 cw _ 

2 k 2 k 


~ “ gT 2 + cT, 


en donde T = w/k es el tiempo necesario para que todo el peso w se consuma. 


8.19 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 5, se supone que una partícula se mueve con movimiento 
armónico simple, de acuerdo con la ecuación y = C sen(kx + a). La velocidad de la partícu- 
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la se define como la derivada y'. La jrecuencia del movimiento es el recíproco del período. 
(Período = 2ir/k; frecuencia — k/2ir.) La frecuencia representa el número de ciclos efectua- 
dos en la unidad de tiempo, con tal que k > 0. 

1. Hallar la amplitud C si la frecuencia es \/ir y los valores iniciales de y e y' (cuando 
x = 0) son 2 y 4, respectivamente. 

2. Hallar la velocidad cuando y es cero, sabiendo que la amplitud es 7 y la frecuencia 10. 

3. Demostrar que la ecuación del movimiento puede también escribirse del modo siguiente: 

y = A cos (mx + P). 

Hallar ecuaciones que relacionen las constantes +, m, f), y C, k, a. 

4. Hallar la ecuación del movimiento sabiendo que y = 3ey’ = 0y que el período es i. 

5. Hallar la amplitud del movìmiento si el período es 2 ir y la velocidad es ± v n cuando 

y = y„- 

6. Una partícula está sometida a un movimiento armónico simple. Inicialmente su des- 
plazamiento es 1, su velocidad 2 y su aceleración — 12. Calcular su desplazamiento y su 
aceleración cuando la velocidad es y/ 8. 

7. Para un cierto número positivo k, la ecuación diferencial del movimiento armónico 
simple y" + k 2 y = 0 tiene soluciones de la forma y = f(x) con /(0) = /(3) = 0 y 
f(x) < 0 para todo x en el intervalo abierto 0 < x < 3. Calcular k y hallar todas las 
soluciones. 

8. La intensidad I(t) de la corriente que circula en el instante t en un circuito eléctrico 
obedece a la ecuación diferencial l"(t) + l(t) = G(t), en donde G(t) es una función esca- 
lonada dada por G(t) =1 si 0 < t < 2ir, G(t) = 0 para todos los demás valores de t. 
Determinar la solución que satisface las condiciones iniciales /(0) = 0, /'(0) = 1. 

9. La intensidad l(t) de la corriente que circula en el instante t en un circuito eléctrico 
obedece a Ia ecuación diferencial 

I"(t) + RIV) + l(t) = sen wt, 

siendo R y co constantes positivas. La solución puede expresarse en la forma I(t) = 
= F(t) + A sen (a>t + a),donde F(t) => 0 cuando / —> + «, y + y a son constantes que 
dependen de y to, con A > 0. Si existe un valor de u> que haga A tan grande como 
sea posible, entonces <o/(2ir) se llama frecuencia de resonancia del circuito. 

a) Hallar todas las frecuencias de resonancia cuando R = 1. 

b) Hallar aquellos valores de R para los cuales el circuito tendrá una frecuencia de re- 
sonancia. 

10. Una nave espacial regresa a la Tierra. Supongamos que la única fuerza externa que actúa 
sobre ella es la gravedad, y que cae siguiendo una recta dirigida hacia el centro de la 
Tierra. E1 efecto de la gravedad es parcialmente contrarrestado encendiendo un cohete 
que actúa como freno. E1 combustible de este cohete es consumido en forma constante 
a razón de k kilos por segundo y el material expulsado tiene una velocidad constante de 
c metros por segundo con relación al cohete. Encontrar una fórmula para la distancia 
recorrida por la nave espacial en su caída en el instante t si parte del reposo en t = 0 con 
un peso inicial de k kilos. 

11. Un cohete de w kilos de peso inicial parte del reposo en el espacio libre (sin fuerzas 

externas) y se mueve a lo largo de una trayectoria rectilínea. E1 carburante se consume 

a la razón constante de k kilos por segundo y los productos de la combustión son des- 
cargados hacia atrás a la velocidad constante de c metros por segundo con relación al 
cohete. Hallar la distancia recorrida en el instante t. 

12. Resolver el Ejercicio 11 si la velocidad inicial del cohete es v n y los productos de la 

combustión son quemados con velocidad tal que la materia expulsada quede en reposo 
en el espacio. 
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8.20 Observaciones relativas a las ecuaciones diferenciales no lineales 

Puesto que las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi- 
cientes constantes se presentan en tan amplia variedad de problemas científicos, 
es realmente ventajoso que dispongamos de métodos sistemáticos para resolverlas. 
Muchas ecuaciones no lineales surgen espontáneamente en problemas físicos y 
geométricos, pero no existe una teoría completa comparable a la de las ecuaciones 
lineales. En la introducción de este capítulo mencionamos una «bolsa de trucos» 
que ha sido desarrollada para tratar muchos casos particulares de ecuaciones no 
lineales. Terminamos este capítulo con la discusión de algunos de esos«trucos» y 
algunos de los problemas que resolvemos con su ayuda. Sólo consideraremos ecua- 
ciones de primer orden en las que puede despejarse la derivada y' y se pueden 
expresar en la forma 

(8.38) / =f(x,y ). 

Recordemos que una solución de (8.38) en un intervalo I es cualquier fun- 
ción, y = Y(x), derivable en / y que satisface la relación Y'(x) = f[x, Y(x)] para 
todo x de I. En el caso lineal, demostramos un teorema de existencia y unicidad 
que nos dice que existe una y sólo una solución que satisface una condición inicial 
asignada. Además, disponemos de una fórmula para determinar esa solución. 

Esto no sucede en el caso general. Una ecuación no lineal puede no tener so- 
lución que satisfaga una condición inicial dada, o puede tener más de una. Por 
ejemplo, la ecuación (y ') 2 — x/ + y + 1 = 0 no tiene solución con y = 0 
cuando x = 0, ya que esto exigiría que (/)* = — 1 cuando x = 0. Por otra parte, 
la ecuación y' = 3y 2/3 tiene dos soluciones distintas, Y^x) = 0 e Y 2 (x) =x s , que 
satisfacen la condición inicial y = 0 cuando x = 0. 

Así pues, el estudio de las ecuaciones no lineales ofrece más dificultades a causa 
de la no existencia o no unicidad de las soluciones. También, incluso cuando 
existen soluciones, puede que no sea posible determinarlas explícitamente en fun- 
ción de funciones sencillas. A veces podemos eliminar la derivada y' de la ecuación 
diferencial y llegar a una relación de la forma 

F(x, ý) = 0 

que se satisface para algunas, o quizás todas, las soluciones. Si esta ecuación 
puede resolverse respecto a y en función de x, llegamos a una fórmula explícita 
para la solución. Con mayor frecuencia, no obstante, la ecuación es demasiado 
complicada para despejar en ella y. Por ejemplo, en una Sección posterior estu- 
diaremos la ecuación diferencial 


y' = 


y - x 
y + x’ 
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y encontraremos que toda solución satisface necesariamente la relación 

(8.39) ^ log (x 2 + y 2 ) + arctan ^ + C = 0 

para una cierta constante C. Sería inútil intentar despejar en esta ecuación la y 
en función de x. En un caso parecido a éste, decimos que la relación (8.39) es 
una fórmula implícita para las soluciones. Comúnmente se dice que la ecuación 
diferencial ha sido «resuelta» o «integrada» cuando se llega a una fórmula im- 
plícita del tipo F(x, y) = 0 en la que no aparecen derivadas de la función incóg- 
nita. A veces esa fórmula revela información útil acerca de las soluciones. Por otra 
parte, el lector comprobará que tal relación implícita puede ser menos útil que 
la misma ecuación diferencial para estudiar propiedades de las soluciones. 

En la siguiente Sección mostramos cómo puede obtenerse, con frecuencia, in- 
formación cualitativa acerca de las soluciones directamente a partir de la ecuación 
diferencial sin un conocimiento de fórmulas explícitas o implícitas de las solu- 
ciones. 


8.21 Curvas integrales y campos direccionales 

Consideremos una ecuación diferencial de primer orden, tal como y' = /(x, y), 
y supongamos que alguna de las soluciones satisfacen una relación implícita de 
la forma 

(8.40) F(x, y, C) = 0 , 

siendo C una constante. Si introducimos un sistema de coordenadas rectangular 
y senalamos todos los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen (8.40) para un 
cierto valor de C, obtenemos una curva llamada curva integral de la ecuación 
diferencial. Ordinariamente valores distintos de C dan curvas integrales distin- 
tas, pero todas ellas tienen una propiedad geométrica común. La ecuación dife- 
rencial y' = f(x, y) liga la pendiente y' en cada punto (x, y) de la curva a las 
coordenadas x e y. A1 tomar C todos los valores, la colección de curvas integrales 
obtenida se llama familia de curvas que depende de un solo parámetro. 

Por ejemplo, cuando la ecuación diferencial es y' = 3, la integración nos da 
y = 3x + C, y las curvas integrales forman una familia de rectas, todas con pen- 
diente igual a 3. La constante C representa el segmento que cada una de esas 
rectas intercepta sobre el eje y. 

Si la ecuación diferencial es y' = x, la integración produce y = \x 2 + C, y 
las curvas integrales forman una familia de parábolas como se ve en la figura 8.7. 
Otra vez, la constante C nos indica la intersección de cada curva con el eje y. 
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Figura 8.7 Curvas integrales de la ecuación Figura 8.8 Curvas integrales de la ecuación 
diferencial y' = x. diferencial y' = y. 


La figura 8.8 representa la familia de curvas exponenciales, y = Ce x , que son 
curvas integrales de la ecuación diferencial / = y. Una vez más, C representa el 
segmento interceptado sobre el eje y. En este caso, C es también igual a la pen- 
diente de la curva en el punto en que corta al eje y. 

En la figura 8.9 se ha representado una familia de rectas no paralelas. Son 
las curvas integrales de la ecuación 


dy lídyf 

^ y = x 7 x ~ï U’ 

y la ecuación 

(8.42) y = Cx - èC 2 . 

da una familia de soluciones que depende de un solo parámetro. 

Esta es una familia que posee una envolvente, esto es, una curva que tiene la 
propiedad de que en cada uno de sus puntos es tangente a una curva de la fa- 
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milia. (*) Aquí la envolvente es y = x 2 y su gráfica es la curva de trazos de la 
figura 8.9. La envolvente de una familia de curvas integrales es a su vez una 
curva integral debido a que la pendiente y las coordenadas en un punto de la 
envolvente coinciden con las de una de las curvas integrales de la familia. En este 
ejemplo, es fácil comprobar directamente que y = x 2 es una solución de (8.41). 
Obsérvese que esta sûlución particular no pertenece a la familia (8.42). Pueden 
obtenerse otras soluciones que no pertenecen a la familia uniendo porciones de 
curvas de la familia con porciones de la envolvente. En la figura 8.10 se muestra 
un ejemplo. La recta tangente en A resulta de tomar C = — 2 en (8.42) y la 
tangente en B de C = ì- La solución resultante, y = f(x), viene dada así: 


/W = 



si X<-1, 
si 

si X ^ i . 


Esta función admite derivada y satisface la ecuación diferencial (8.41) para todo 
valor real de x. Resulta evidente que por el mismo procedimiento podrían cons- 
truirse infinidad de ejemplos parecidos. Este ejemplo hace ver que puede no ser 
fácil dar todas las soluciones posibles de una ecuación diferencial. 

Es posible a veces encontrar una ecuación diferencial de primer orden que 
se satisfaga por todas las curvas de una familia de un solo parámetro. Veamos dos 
ejemplos. 

(*) Y recíprocamente, cada curva de la familia es tangente a la envolvente. 
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ejemplo 1. Hallar una ecuación diferencial de primer orden a la que sa- 
tisfacen todas las circunferencias con centro en el origen. 

Solución. Una circunferencia con centro en el origen y radio C tiene por 
ecuación x 2 + y 2 = C 2 . Cuando C va tomando todos los valores positivos, obte- 
nemos todas las circunferencias con centro en el origen. Para encontrar una ecua- 
ción diferencial de primer orden que tenga esas circunferencias como curvas inte- 
grales, basta derivar la ecuación cartesiana obteniendo 2x 4- 2yy' = 0. Así pues, 
cada circunferencia satisface la ecuación diferencial y' — — x/y. 

ejemplo 2. Hallar una ecuación diferencial de primer orden para la familia 
de todas las circunferencias que pasan por el origen y que tienen sus centros sobre 
el eje x. 

Solución. Si el centro de una circunferencia está en (C, 0) y pasa por el 
origen, el teorema de Pitágoras nos dice que cada punto (x, y) de la circunferencia 
satisface la ecuación cartesiana (x — C) 2 + y 2 = C 2 , que puede escribirse como 
sigue 

(8.43) x 2 +y 2 - 2Cx = 0 

Para encontrar la ecuación diferencial que tenga esas circunferencias como curvas 
integrales, derivamos (8.43) obteniendo 2x + 2yy' — 2C = 0, o 

(8.44) x+yy’ = C. 

Puesto que esta ecuación contiene C, se satisface únicamente para la circunferen- 
cia (8.43) correspondiente al mismo C. Para obtener una ecuación diferencial que 
se satisfaga para todas las curvas (8.43), debemos eliminar C. Podríamos derivar 
(8.44) y obtendríamos 1 + yy" + (/) 2 = 0. Esta es una ecuación diferencial de 
segundo orden que se satisface para todas las curvas (8.43). Podemos obtener una 
ecuación de primer orden eliminando C algebraicamente entre (8.43) y (8.44). 
Sustituyendo x + yy’ por C en (8.43), obtenemos x 2 + ỳ 2 — 2x(x + yy'), ecua- 
ción de primer orden que podemos poner en la forma y' = (y 2 — x 2 )/(2xy). 


La figura 8.11 representa lo que se llama un campo direccional de una ecua- 
ción diferencial. Es simplemente un conjunto de pequenos segmentos rectilíneos 
tangentes a varias curvas integrales. E1 ejemplo particular representado en la figu- 
ra 8.11 es un campo direccional de la ecuación y = y. 

Puede construirse un campo direccional sin resolver la ecuación diferencial. 
Se elige un punto, por ejemplo (a, b), y se calcula el número f(a, b) obtenido por 
sustitución en el segundo miembro de la ecuación diferencial y' = f(x, y). Si exis- 
te una curva integral que pase por ese punto, su pendiente en él debe ser igual 
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a f(a, b). Por consiguiente, si dibujamos un trazo rectilíneo por el citado punto 
(a, b) y que tenga esa pendiente, dicho pequeno segmento de recta formará parte 
de un campo direccional de la ecuación diferencial. Dibujando varios de esos 
trazos, podemos conseguir una idea clara del comportamiento general de las 
curvas integrales. A veces tal información cualitativa puede ser la que se precise. 
Adviértase que puntos distintos (0, b) en el eje y originan curvas integrales dis- 
tintas. Esto nos da una razón geométrica de la aparición de una constante arbitraria 
al integrar una ecuación de primer orden. 

8.22 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 12, encontrar una ecuación diferencial de primer orden que 
tenga como curvas integrales la familia de curvas dada. 

1. 2x + 3 y = C. 6. jc 2 + y 2 + 2Cy = 1. 

2. y = Ce- 2x . 7. y = C(x - l)e*. 

3. x 2 - / = C. 8. f(x + 2) = C(x - 2). 

4. xy = C. 9. y = C cos x. 

5. y 2 = Cx. 10. arctan y + arcsen x = C. 

11. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1,0) y (—1,0). 

12. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 1) y (— 1, — 1). 


En la construcción del campo direccional de una ecuación diferencial, a veces el trabajo 
puede abreviarse considerablemente si situamos primero aquellos puntos en los que la pen- 
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diente y' tenga un valor constante C. Para cada C, esos puntos están en una curva llamada 
isoclina. 

13. Dibujar las isoclinas, correspondientes a las pendientes constantes 1, f y 2 para la 
ecuación diferencial y’ = x 2 + y 2 . Con la ayuda de las isoclinas, construir un campo di- 
reccional para la ecuación e intentar la determinación de la forma de la curva integral 
que pasa por el origen. 

14. Demostrar que las isoclinas de la ecuación diferencial y' = x + y forman una familia 
de rectas dependiente de un parámetro. Trazar las isoclinas correspondientes a las pen- 
dientes constantes 0, ±i, ± 1, ±f, ± 2. Con la ayuda de las isoclinas, construir un 
campo direcccional y esbozar la curva integral que pasa por el origen. Una de las curvas 
integrales es también una isoclina; hallarla. 

15. Trazar varias isoclinas y construir un campo direccional para la ecuación. 


y 


dy /dyŶ 
x-r +[-r\ 
dx \dx] 


Si se dibuja con cuidado el campo direccional, se puede determinar una familia de so- 
luciones dependiente de un parámetro a partir del aspecto del campo direccional. 


8.23 Ecuaciones separables de primer orden 

Una ecuación diferencial de primer orden de la forma y' = f(x, y) en la que 
el segundo miembro f(x, y) se escinde en el producto de dos factores, uno depen- 
diente de x tan sólo y el otro únicamente de y, se denomina ecuación separable. 
Ejemplos pueden ser y' = x a , / = y, / = sen y log x, / = x/tgy, etc. Así una 
ecuación separable puede expresarse en la forma 

y’ = Q(x)R(y), 

donde Q y R son funciones dadas. Cuando R(y) # 0, podemos dividir por R(y) y 
poner la ecuacïón en la forma 


A(ý)y'=Q(x), 

siendo A(y) = ì/R(y). E1 teorema que sigue nos indica cómo encontrar una 
fórmula implícita que se satisfaga para cualquier solución de una tal ecuación. 

teorema 8.10. Sea y = Y(x) una solución cualquiera de la ecuación dife- 
rencial separable 

(8.45) A(y)y' = Q(x) 


tal que Y' sea continua en un intervalo abierto I. Supongamos que Q y la función 
compuesta A ° Y son ambas continuas en I. Sea G cualquier primitiva de A, esto 



Ecuaciones separables de primer orden 423 

es, cualquier función tal que G' = A. Entonces la solución Y satisface la fórmula 
implícita. 

(8-46) G(y) = J Q(x) dx + C 

para un cierto valor de C. Recíprocamente, si y satisface (8.46) entonces y es una 
solución de (8.45). 

Demostración. Puesto que Y es una solución de (8.45), debe ser 

(8.47) A[Y(x)]Y'(x) = Q(x) 

para cada x de /. Ya que G' = A, esa ecuación se convierte en 
G'[Y(x)]Y'(x) = Q(x). 

Pero, según la regla de la cadena, el primer miembro es la derivada de la función 
compuesta G 0 Y. Por consiguiente G ° Y es una primitiva de Q, lo cual significa 
que 

(8.48) Ctn*)] = J Q(x) dx + C 

para un cierto valor de C. Esta es la relación (8.46). Recíprocamente, si y = Y(x) 
satisface (8.46), la derivación nos da (8.47), lo que demuestra que Y es una so- 
lución de la ecuación diferencial (8.45). 

Nota: La fórmula implícita (8.46) también puede expresarse en función de A. 
A partir de (8.47) tenemos 

\a[Y(x)] Y-(x) dx =J Q(x) dx + C. 

Si hacemos la sustitución, y = Y(x), dy = Y'(x) dx en la integral de la izquierda, la 
ecuación se transforma en 


(8.49) jA(y) dy = J Q(x) dx + C. 

Puesto que la integral indefmida $A(y) dy representa una primitiva cualquiera de A, 
la ecuación (8.49) es otra manera de escribir (8.46). 

En la práctica, la fórmula (8.49) se obtiene directamente de (8.45) por un proceso 
mecánico. En la ecuación diferencial (8.45) ponemos la derivada y' en la forma dy/dx 
y la consideramos como un cociente obteniendo la relación A(y) dy = Q(x) dx. Ponemos 
luego los signos de integración en ambos miembros de esa ecuación y sumamos la cons- 
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tante C obteniendo (8.49). E1 teorema 8.10 proporciona la justificación de este proceso 
mecánico, el cual es otro ejemplo de la eficacia de la notación de Leibniz. 


ejemplo. La ecuación no lineal x/ + y = ý 2 es separable ya que puede 
escribirse en la forma 


(8.50) 


y(y -1) x 


con tal que |y(y — 1) # 0 y x # 0. En este caso las dos funciones y = 0 e y = 1 
son evidentemente soluciones de x/ + y = y 2 . Las restantes soluciones, si exis- 
ten, satisfacen (8.50) y, por tanto, según el teorema 8.10 también satisfacen 

M*- -í d -ï+K 

J y(y - 1) J « 

para un cierto valor de la constante K. Puesto que el integrando del primer 
miembro es l/(y — 1) — 1/y, cuando integramos, encontramos que 


loglj - 1| - log|/ = log|x| + K. 


Esto nos da |(y — l)/y| = \x\e K o (y — l)/y = Cx para un cierto valor de C. 
Despejando y, obtenemos la fórmula explícita 


(8.51) 


y 


ì 

l-Cx' 


E1 teorema 8.10 nos dice que para un valor cualquiera de C que elijamos, esa y 
es una solución; por consiguiente en este ejemplo hemos determinado todas las 
soluciones: las funciones constantes y = 0ey = 1 y todas las funciones defini- 
das por (8.51). Obsérvese que para C = 0 se obtiene la solución constante y = 1. 


8.24 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 12, suponer 
implícita a la que satisfagan las soluciones. 

1 . / = ^ìf- 

2. tan x cos y = —y' tan y. 

3. (x + 1) y ' + y 2 = 0. 

4 - y' =(y - 0(y - 2). 

6. (x - 1 )y' = xy . 


existen soluciones y encontrar una fórmula 

7. (1 - x 2 ) 1 ' 2 / + 1 + y 2 =0. 

8. xy( 1 + x 2 )y' - (1 + y 2 ) = 0. 

9. (x 2 -4)/ = y. 

10. xyy' = 1 +x 2 +y 2 + x 2 y 2 . 

11. yy' = e x+2v sen x. 

12. xdx + ydy = xy(x dy — y dx). 
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En los Ejercicios 13 al 16 encontrar funciones /, continuas en todo el eje real, que 

satisfagan las condiciones dadas. Cuando sea fácil hallarlas todas, hacerlo; en todo caso, 

hallar el mayor número posible. 

13. f(x) =2 +l\f{t)dt. 

14. f(x)f'(x) = 5x, /(0) = 1. 

15. /'( x) + 2xe fU) = 0, /(0) = 0. 

16. f 2 (x) + [f’(x)] 2 = 1. Nota: j(x) = — 1 es una solución. 

17. Una función / no negativa, continua en todo el eje real, tiene la propiedad de 
que su conjunto de ordenadas correspondiente a un intervalo arbitrario tiene área pro- 
porcional a la longitud del intervalo. Hallar /. 

18. Resolver el Ejercicio 17 si el área es proporcional a la diferencia de los valores de la 
función en los extremos del intervalo. 

19. Resolver el Ejercicio 18 sustituyendo «diferencia» por «suma». 

20. Resolver el Ejercicio 18 sustituyendo «diferencia» por «producto». 


8.25 Ecuaciones homogéneas de primer orden 

Consideremos ahora un tipo especial de ecuación de primer orden 

(8.52) y'=f( X ,y), 

en la que el segundo miembro tiene una propiedad conocida por homogeneidad, 
la cual consiste en 

(8.53) f(tx,ty)=f(x,y) 

para todo x, y, y todo t ¥= 0. Es decir, sustituyendo x por tx e y por ty no cambia 
el valor de f(x, y). Las ecuaciones de la forma (8.52) que tienen esta propiedad se 
denominan homogéneas (algunas veces también se llaman homogéneas de grado 
cero). Por ejemplo: 

y’ = y -^ , y’ = \ + y ) , y’ = -sen x „ + ~ , y’ = log x - logy . 

y + x \ xy I y x 2 — / 

Aplicando (8.53) con t = 1 /x, la ecuación diferencial en (8.52) se transforma en: 

(8.54) Ý -/(>/)' 

La presencia del cociente y/x en el segundo miembro, sugiere la idea de intro - 
ducir una nueva función incógnita v con t’ = y/x. Entonces y = vx, y = 

= v'x + V, y esta sustitución transforma (8.54) en: 

v'x + V =/(l, v) o x^=f(i,v)-v. 

dx 
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La última ecuación es separable de primer orden con la incógnita v. Podemos 
utilizar el teorema 8.10 y obtener una fórmula implícita para v y reemplazar 
entonces v por y/x con lo que se obtiene una fórmula implícita para y. 

eiemplo. Resolver la ecuación diferencial y' = (y — x)/(y + x). 

Solución. La ecuación se escribe en la forma 

y/x-í 

y/x + i' 

La sustitución v = y/x la transforma en 

dv _v-í _ v = _ 1 + v 2 
X dx v + 1 V v+í' 

Aplicando el teorema 8.10 se obtiene 

/*“/**- /**'• 

La integración da 

i log (1 + v 2 ) + arctan v = -log |jc| + C. 

Reemplazando v por y/x, tenemos 

i log (x 2 + y 2 ) — \ log x 2 + arctan - = —log |x| + C , 

y puesto que log x 2 = 2 log |x|, resulta 

i log (x 2 + y 2 ) + arctan - = C. 

Las soluciones de una ecuación homogénea y' = /(x, y) tienen algunas pro- 
piedades geométricas interesantes. Ante todo, fácilmente se demuestra que las 
rectas que pasan por el origen son isoclinas de la ecuación. Recordemos que una 
isoclina de y' = /(x, y) es una curva a lo largo de la cual la pendiente y' es cons- 
tante. Esta propiedad se observa en la fìgura 8.12 que muestra un campo direc- 
cional de la ecuación diferencial y' = — 2y/x. 
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La isoclina correspondiente a la pendiente c tiene de ecuación —2 y/x—c, 
oy=- 5 cx,y por tanto es una recta que pasa por el origeny de pendiente — \ c. 
Para demostrar la propiedad en general considérese la recta de pendiente m que 
pasaporelorigen,cuyaecuaciónesy = mx para todo(jc, y)y en particular, el punto 
(l,m) pertenece a la recta. Supóngase ahora,por razón de simplicidad.que por 
cada punto de la recta y = mx pasa una curva integral. La pendiente de la 
curva integral que pasa por el punto (a, b) de esta recta es f(a, b) — f(a, ma). 
Si a^O se puede utilizar lapropiedad de homogeneidad(8.53)escribiendo!/(a, ma)= 



Figura 8.12 Campo direccional de la ecuación diferencial y' = — 2y/x. Las isoclinas 
son rectas que pasan por el origen. 


= f(ì, m). Es decir, si (a, b) ^ (0,0) la curva integral que pasa por (a, b) tiene la 
misma pendiente que la curva integral que pasa por (l,m). Por tanto, la recta 
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y = mx es una isoclina, como se había dicho. (Se podría probar también que 
éstas son las únicas isoclinas de una ecuación homogénea.) 

Esta propiedad de las isoclinas sugiere una propiedad de las curvas inte- 
grales conocida por invariancia respecto a las transformaciones por semejanza. 
Recuérdese que una semejanza transforma un conjunto S en un nuevo conjunto 
kS obtenido multiplicando las coordenadas de cada punto de S por un factor 
constante k > 0. Cada recta que pasa por el origen se transforma en sí misma 
por una semejanza. Por tanto, las isoclinas de las ecuaciones diferenciales homo- 
géneas quedan invariantes por transformaciones de semejanza, y en consecuencia 
lo mismo debe ocurrir al campo direccional. Esto sugiere que las transformaciones 
por semejanza transforman curvas integrales en curvas integrales. Para demostrarlo 
analíticamente supóngase que S es una curva integral definida por una fórmula 
explícita: 

(8.55) y = F(x) . 

Decir que S es una curva integral de / = f(x, y) signifìca que: 

(8.56) F'(x) =f(x, F(x)) 

para cada x en consideración. Sea ahora (x, y) un punto cualquiera de kS. Puesto 
que el punto (x/k,y/k) pertenece a S, sus coordenadas satisfacen (8.55), de 
donde y/k = F(x/k) o y = kF(x/k). Es decir, la curva kS está defmida por la 
ecuación y = G(x), donde G(x) = kF(x/k). Obsérvese que la derivada de G está 
dada por: 


c , w = tF (î).i, F (í). 


Para probar que kS es una curva integral de y' = f(x, y) basta probar que 
G'(x) = f(x, G(x)) o lo que es lo mismo, que 


,8.57) 

Pero, si se sustituye x por x/k en la ecuación (8.56) y se aplica la propiedad de 
homogeneidad con t = k se obtiene: 




lo cual demuestra (8.57); es decir, kS es una curva integral siempre que lo sea S. 
Un ejemplo sencillo en el que esta propiedad geométrica es evidente es la ecua- 
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ción homogénea y' = — x/y, cuyas curvas integrales forman una familia de cir- 
cunferencias concéntricas con un parámetro, dada por la ecuación x 2 + y 2 = C. 

Se puede demostrar también que si las curvas integrales de una ecuación 
de primer orden son invariantes por las transformaciones de semejanza, la ecua- 
ción diferencial es necesariamente homogénea. 


8.26 Ejercicios 

1. Probar que la sustitución y = x/v transforma la ecuación homogénea y' = }(x, y) en una 
ecuación de primer orden en v en la que las variables están separadas. Algunas veces 
esta sustitución conduce a integrales que son más fáciles de calcular que las obtenidas 
por la sustitución y = xv estudiada en el texto. 

Resolver las ecuaciones diferenciales de los Ejercicios 2 al 11. 


2. y' 


3. / = 1 + -. 

4 y = + 2 / _ 


5 . (2 f - x 2 )/ + 3 xy = 0 . 

6 . xy’ = y — Vx 2 + y 2 . 


7. x 2 y' + xy + 2 y 2 = 0. 

8 . y 2 + (x 2 - xy + y 2 )y' = 0 . 

, y(x 2 + xy + f) 

' y ~ x(x 2 + 3 xy + y 2 ) ‘ 


10 . y' = — + xsen- . 

7 x x 

11 . x(y + 4 x)y’ + y(x + 4 y) = 0 . 


8.27 Algunos problemas físicos y geométricos que conducen a ecuaciones de 
primer orden 

Seguidamente comentamos algunos ejemplos de problemas físicos y geomé- 
tricos que conducen a ecuaciones diferenciales de primer orden que son homo- 
géneas o separables. 

Trayectorias ortogonales. Decimos que dos curvas se cortan ortogonálmente 
en un punto si sus tangentes con él son perpendiculares. Una curva que corta 
ortogonalmente a todas las curvas de una familia se llama trayectoria ortogonal 
de la familia. La figura 8.13 muestra algunos ejemplos. Los problemas relativos 
a trayectorias ortogonales son importantes en Matemática pura y aplicada. 
Por ejemplo, en la teoría de flujo de fluidos, dos familias ortogonales de curvas 
se llaman líneas equipotenciales y líneas de corriente respectivamente. En la teoría 
del calor, se llaman líneas isotermas y líneas de flujo. 
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Supongamos dada una familia de curvas que satisfacen una ecuación diferen- 
cial de primer orden, por ejemplo 

(8.58) y'=f{ X ,y). 

E1 número f(x, y) es la pendiente de una curva integral que pasa por (x, y). 
La pendiente de cada trayectoria ortogonal en ese punto es el recíproco negativo 
— l/f(x,y), de modo que las trayectorias ortogonales satisfacen la ecuación di- 
ferencial 


(8.59) 


f(x,y)' 


Si (8.58) es separable, entonces (8.59) es también separable. Si (8.58) es homo- 
génea, también (8.59) lo es. 

ejemplo 1. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de todas las 
circunferencias que pasan por el origen y tienen sus centros en el eje x. 


Solución. En el ejemplo 2 de laSección 8.21 se encontró que esta familia 
tiene por ecuación cartesiana x 1 + y 2 — 2 Cx = 0 y que satisface la ecuación di- 
ferencial / =(y 2 — x 2 )/(2xy). Reempîazando el segundo miembro por su recí- 
proco negativo, encontramos que las trayectorias ortogonales satisfacen la ecuación 
diferencial 



Esta ecuación homogénea puede integrarse con la sustitución y = vx, y se llega 
a la familia de curvas integrales 


x 2 4- y 2 — 2 Cy = 0 . 


Esta es una familia de circunferencias que pasan por el origen y tienen sus centros 
en el eje y. Algunas de esas circunferencias están dibujadas en la fìgura 8.13. 

Problemas de persecución. Un punto Q está sujeto a moverse a lo largo de 
una curva plana C,. Otro punto P en el mismo plano «persigue» el punto Q. 
Esto es, P se mueve de tal manera que su dirección de movimiento está siempre 
orientada hacia Q. E1 punto P por tanto describe otra curva C 2 llamada curva de 
persecución. En el ejemplo representado en la figura 8.14, la curva C, es el eje y. 
En un problema de persecución se desea encontrar la curva C 2 cuando se conoce 
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la curva C, y cierta información adicional relativa a P y Q, por ejemplo, una re- 
lación entre sus posiciones o sus velocidades. 

Cuando decimos que la dirección de movimiento de P está siempre orientada 
hacia Q, queremos significar que la tangente a C 2 en P pasa por Q. Por lo tanto, 
si designamos con (x, y) las coordenadas rectangulares de P en un instante dado, y 
por (X, Y) las âe Q en el mismo instante, debe ser 


( 8 . 60 ) 


y' - 


Y-y 
x -x' 


La información adicional ordinariamente nos permite considerar X e Y como fun- 
ciones conocidas de x e y, en cuyo caso la ecuación (8.60) se convierte en una 
ecuación diferencial de primer orden con la incógnita y. Consideremos ahora un 
ejemplo en el que esa ecuación es separable. 


ejemplo 2. Un punto Q se mueve sobre una recta C,, y un punto P persi- 
gue a Q de manerá que la distancia de P a Q tenga un valor constante fc > 0. 
Si P no está inicialmente sobre C,, hallar la curva de persecución. 
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Solución. Tomemos C, como eje y y situemos P inicialmente en el punto 
(k, 0). Puesto que la distancia de P a Q es k, debe ser (X — x) 2 + (T — y) 2 = k 2 . 
Pero X = 0 sobre C u con lo que tenemos Y — y = x/k 2 — x 2 , y la ecuación di- 
ferencial (8.60) se convierte en 



Integrándola con la ayuda de la sustitución x = k cos t y utilizando el hecho de 
que y = 0 cuando x — k. obtenemos la relación 


y — k log - 


La curva de persecución en este ejemplo se llama tractriz; está dibujada en la 
figura 8.14. 


Salida de un líquido por un orificio. Se supone que un depósito (no nece- 
sariamente cilíndrico) contiene un líquido. E1 líquido sale del depósito a través 
de un orificio de bordes perfectamente pulimentados. Si no hubiera rozamiento 
(y por tanto no hubiera pérdida de energía) la velocidad de salida sería igual a 
Vlgy metros por segundo, donde y expresa la altura (en metros) desde el orificio 
a la superficie libre del líquido. (*) (Véase fig. 8.15.) Si A 0 es el área (en metros 
cuadrados) del orificio, entonces A 0 V 2 gy representa el número de metros cúbicos 
por segundo de líquido que sale por el orificio. A causa del rozamiento, el chorro 
se contrae un poco, y la velocidad de descarga es aproximadamente cA 0 Vlgy, 
donde c es un número determinado experimentalmente y que se denomina coefi- 
ciente de descarga. Ordinariamente, para orificios pulidos el valor aproximado 
de c es 0,60. Haciendo uso de estos datos y tomando g = 9,8 se encuentra que la 
velocidad de salida es aproximadamente igual a 2,65 Vy metros por segundo y 
que la velocidad de descarga es 2,65 A„ Vy metros cúbicos por segundo. 

Sea V(y) el volumen de líquido contenido en el depósito cuando la altura 
del líquido es y. Si el área de la sección recta del depósito a la altura u es A(u), 
se tiene V(y) = ỳ 0 A(u)du, de donde resulta dV/dy = A(y). De lo dicho en el 
párrafo anterior resulta que el coeficiente de variación del volumen con respecto 
al tiempo es dV/dt = 2,65 A 0 Vy metros cúbicos por segundo, donde el signo 
menos se debe a que el volumen decrece. Aplicando lareglade la cadena, resulta: 


dV_ 

dt 


(*) Si una partícula de masa m cae libremente a lo largo de una distancia y y alcanza una 
velocidad v, su energía cinética Jmc 2 ha de ser igual a la energía potencial mgy (el trabajo 
realizado para elevarla a la altura y). Resolviendo respecto a v se tiene v = V^gy. 



Algunos problemas físicos y geométricos 


433 


Combinando ésta con la ecuación dV/dt = — 2,65.A 0 V~ŷ se obtiene la ecuación 
diferencial 


A (y)Yt= ~ 2 65A oVy ■ 

Esta ecuación separable se utiliza como modelo matemático para problemas 
relativos a la salida de fluidos por un orificio. La altura y de la superficie está 
ligada al tiempo t por una ecuación de la forma 

(8.61) í^dy - 2.65A 0 ídt + C. 

J Vy J 



ejemplo 3. Considérese ahora el caso particular en que /l(y) es constante, 
es decir /f(y) = A para todo y, y que el nivel del líquido ha bajado de 10 metros 
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8.28 Ejercicios de repaso 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10 encontrar las trayectorias ortogonales de las 

familias de curvas dadas 

1.2*+3 y=C. 5.x*y = C. 

2. xy = C. 6. y = Ce ^. 

3. x 2 + y 2 + 2Cy = 1. 7. x* - f = C. 

4. y 2 = Cx. 8.y = Ccosx. 

9. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 0) y (— 1, 0). 

10. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 1) y (— 1, — 1). 

11. Un punto Q se mueve hacia arriba siguiendo el eje y positivo. Un punto P, inicialmente 
en (1, 0), persigue Q de manera que su distancia al eje y es | de la distancia a Q desde 
el origen. Hallar la ecuación cartesiana de la curva de persecución. 

12. Resolver elEjercicio 11 cuando la fracción i se reemplaza por un número positivo cual- 
quiera k. 

13. Una curva de ecuación cartesiana y = f(x) pasa por el origen. Trazando rectas paralelas 

a los ejes por un punto arbitrario de la curva se forma un rectángulo con dos lados 

sobre los ejes. La curva divide cualquiera de esos rectángulos en dos regiones A y B, una 
de las cuales tiene un área igual a n veces la otra. Hallar la función f. 
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14. Resolver el Ejercicio 13 si las dos regiones A y B tienen la propiedad de que, cuando 
giran alrededor del eje x, describen sólidos uno de los cuales tiene un volumen n 
veces mayor que el del otro. 

15. La gráfica de una función / derivable y no negativa pasa por el origen y por el punto 
(1,2 /tt). Si, para todo x > 0, el conjunto de ordenadas de / situado por encima del 
intervalo [0, x] describe un sólido de volumen x 2 j(x) cuando gira alrededor del eje x, 
hallar la función /. 

16. Una función / derivable y no negativa está defìnida en el intervalo cerrado[0, 1] siendo 
/(1) = 0. Para cada a, 0 < « < 1, la recta x = a corta el conjunto de ordenadas de / 
en dos regiones que tienen áreas A y B respectivamente, siendo A el área de la región 
de la parte izquierda. Si A — B = 2/(«) + 3 a + b, siendo b una constante independiente 
de a, hallar la función / y la constante b. 

17. La gráfica de una función / pasa por los dos puntos P 0 = (0, 1) y P^ = (1, 0). Para todo 
punto P = ( x, y) de la gráfica, la curva está situada por encima de la cuerda P 0 P, y el 
área A(x) de la región comprendida entre la curva y la cuerda PP 0 es igual a x 3 . Determi- 
nar la función /. 

18. Un depósito con paredes verticales tiene una sección cuadrada de 4 metros cuadrados 
de área. E1 agua sale del depósito por un orificio de f centímetros cuadrados. Si el nivel 
del agua está inicialmente 2 metros por encima del orificio, hallar el tiempo necesario 
para que descienda 1 metro. 

19. Un depósito tiene la forma de un cono circular recto con su vértice hacia arriba. Hallar 
el tiempo necesario para vaciarlo, del líquido que lo llena, por un orificio practicado en 
su base. Expresar el resultado en función de las dimensiones del cono y del área A a 
del orificio. 

20. La ecuación xy" — y' + (1 — x)y = 0 tiene una solución de la forma y = e n ”, donde m 
es constante. Determinar esta solución explícitamente. 

21. Resolver la ecuación diferencial (x + y 3 ) + 6xy 2 y' = 0 haciendo un cambio de variable 
adecuado que la convierta en lineal. 

22. Resolver la ecuación diferencial (1 + y 2 e 2 ')y' + y = 0 introduciendo el cambio de varia- 
bles de la forma y = ue mx donde m es una constante y u es una nueva función incógnita. 

23. (a) Dada una función / que satisface las relaciones 

w “/(;) si x>0, /(1) = 2, 
si es y = f(x), probar que y satisface una ecuación diferencial de la forma: 
x 2 y" + axy’ + by = 0 , 

donde a y b son constantes. Determinar a y b. 

(b) Encontrar una solución de la forma: f(x) = Cx n . 

24. (a) Sea u una solución no nula de la ecuación de segundo orden: 

f + P(x)y' + Q(x)y = 0 . 


Probar que la sustitución y = uv transforma la ecuación 

/ + P(x)y' + Q(x)y = R(x) 


ecuación lineal de primer orden 
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(b) Obtener por tanteo una solución no nula de la ecuación y" — Ay' + x 2 (y'— 4y) = 0 
y aplicar el método dado en (a) para encontrar una solución de 

f - 4/ + xHy' - 4 y) = lxe~^^ 
tal que y = 0 e y’ = 4 si x = 0. 

25. Científìcos del Ajax Atomics Works aislaron un gramo de un nuevo elemento radiactivo 
llamado deteriorum. Se encontró que se desintegraba con una velocidad proporcional al 
cuadrado de la cantidad existente. Después de un ano quedaba f gramo. 

(a) Establecer y resolver la ecuación diferencial que da la masa del deteriorum que queda 
en el instante t. 

(b) Calcular la constante de desintegración en unidades de gm _1 y ano" 1 . 

26. Supóngase que en el ejercicio precedente se sustituye la palabra cuadrado por raíz 
cuadrada, quedando los otros datos los mismos. Probar que en este caso la'sustancia se 
desintegraría totalmente en un tiempo finito y hallar este tiempo. 

27. A1 principiar la fiebre del oro, la población de Coyote Gulch, Arizona, era 365. A par- 
tir de este momento, la población hubiera ido creciendo, quedando cada ano multiplicada 
por e, salvo el gran número de muertes «accidentales» que es de una víctima diaria por 
cada 100 ciudadanos. Resolviendo la ecuación diferencial adecuada determinar como 
funciones del tiempo, (a) la población que tendría Coyote Gulch t anos después del co- 
mienzo de la fiebre del oro, y (b) el número total de muertes al cabo de t anos. 

28. iCon qué velocidad tendría que ser lanzado hacia arriba un cohete para que no vol- 
viera nunca a la tierra? (Sólo se tiene en cuenta la fuerza de la gravedad terrestre.) 

29. Sea y = f(x) la solución de la ecuación diferencial 


2f +x 
3/ +5 


que satisface la condición inicial f(0) = 0. (No intentar la resolución de esa ecuación.) 

a) La ecuación diferencial muestra que /"(0) = 0. Discutir si f tiene un máximo o un 
mínimo relativos en 0 o bien ni uno ni otro. 

b) Obsérvese que f(x) > 0 para cada x > 0 y que f(x) > f para cada x > Deter- 
minar dos números positivos a y b tales que f(x) > ax — b para cada x > 

c) Demostrar que x/y 2 —> 0 cuando x—* + °°. Detallar el razonamiento. 

d) Demostrar que y/x tiende a un límite finito cuando x —> + °° y determinarlo. 

30. Dada una función / que satisfaga la ecuación diferencial 

xf"(x) + lx[f'(x)? = 1 - e* 

para todo x real. (No resolver la ecuación.) 

a) Si / tiene un extremo en un punto c * 0, demostrar que tal extremo es un mínimo. 

b) Si / tiene un extremo en 0 ies un máximo o un mínimo? Justificar la conclusión. 

c) Si /(0) = /'(0) = 0, hallar la menor constante A tal que f(x) < Ax 2 para todo x > 0. 
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9.1 Introducción histórica 

La ecuación cuadrática x 2 + 1 = 0 no tiene solución en el sistema de los nú- 
meros reales porque no existe un número real cuyo cuadrado sea — 1. Han sido 
introducidos nuevos tipos de números, llamados números complejos, para con- 
seguir las soluciones de tales ecuaciones. En este breve capítulo tratamos de los 
números complejos y vemos que son importantes en la resolución de ecuaciones 
algebraicas y en cálculo diferencial e integral. 

Ya en el siglo xvr se introdujo el símbolo V —1 para procurarse las solu- 
ciones de la ecuación x 2 + 1 = 0. Este símbolo, más tarde representado con la 
letra i, se consideró como un número ficticio o imaginario que debía tratarse alge- 
braicamente como cualquier número real, salvo que su cuadrado era — 1. Así, 
por ejemplo, el polinomio cuadrático x 2 + 1 fue factorizado escribiendo 
x 2 + 1 = x 2 — i 2 = (x — ì)(x + /), y las soluciones de la ecuación x 2 + 1 = 0 
se dieron como x = ±i, sin preocuparse del signifìcado o validez de tales fór- 
mulas. Expresiones tales como 2 + 3i se llamaron números complejos, y se utili- 
zaron de modo puramente formal casi 300 anos antes de que fueran descritos 
de una manera que puede ser considerada como satisfactoria en la actualidad. 

A principios del siglo xix, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y William 
Rowan Hamilton (1805-1865) independientemente y casi al mismo tiempo pro- 
pusieron la idea de definir los números complejos como pares ordenados (a, b) de 
números reales dotados de ciertas propiedades especiales. Esta idea hoy se acepta 
totalmente y la exponemos en la Sección siguiente. 


9.2. Definiciones y propiedades 

definición. Si a y b son número reales, el par (a, b) se Ilama número 
complejo, si la igualdad, la adición y la multiplicación de pares se definen del 
modo siguiente: 
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a) Igualdad: ( a,b ) = (c, d) significa a = c y b = d. 

b) Suma: (a, b) + (c, d) = (a + c,b + d). 

c) Producto: (a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc). 

La defmición de igualdad nos dice que el par (a, b) se considera como un par 
ordenado. Así, el número complejo (2, 3) no es igual al (3, 2). Los números a y b 
se llaman componentes de (a, b). E1 primer componente, a, es la parte real del 
número complejo; el segundo componente, b, se llama parte imaginaria. 

Obsérvese que el símbolo i = V — 1 no aparece en esta defmición. Dentro de 
poco introduciremos i como un número complejo particular con todas las propie- 
dades algebraicas que atribuían al símbolo ficticio V —l los antiguos matemá- 
ticos. No obstante, antes de esto, discutiremos las propiedades básicas de las 
operaciones que acabamos de definir. 

teorema 9.1. Las operaciones de adición y multiplicación de números 
complejos satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva. Esto es, si 
x, y, z, son números complejos cualesquiera, tenemos 

Ley conmutativa: x + y = y + x, xy = yx. 

Ley asociativa: x + (y + z) = (x + y) + z, x(yz) = (xy)z. 

Ley distributiva: x(y + z) = xy + xz. 

Demostración. Todas esas leyes se verifican con facilidad directamente a 
partir de la definición de suma y producto. Por ejemplo, para demostrar la ley 
asociativa para la multiplicación, escribimos x = ( Xl , x 2 ), y = (y t , y 2 ), 
z = ( z x , z 2 ) y observamos que 


x(yz) = (*!, x 2 )(y lZl - y 2 z 2 , y x z 2 + y 2 z t ) 

= (*i(.Wi ~ /2Z2) - x 2 ( yi z 2 + ygZj), Xl ( yi z 2 + y 2Zl ) + x 2 (y lZl - y 2 z 2 )) = 

= í(*iJi ~ x *}’ù+ - (x t y 2 + x 2 yi )z 2 , ( Xl y 2 + x 2yi ) Zl + ( Xl y x - x 2 y 2 )z 2 ) = 
- (fi^i - x 2y*, x iy2 + x 2yi )( Zl , z 2 ) = (xy)z. 

De manera semejante se demuestran las leyes conmutativa y distributiva. 

E1 teorema 9.1 demuestra que el conjunto de todos los números complejos 
satisface los tres primeros axiomas del sistema de los números reales, como se 
dieron en la Sección I 3,2. Ahora demostraremos que los axiomas 4, 5 y 6 tam- 
biéh se satisfacen. 

Puesto que (0, 0) + (a, b) para todos los complejos (a, b), el número com- 
plejo (0,0) es el elemento neutro para la adición. Se le llama el número complejo 
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cero. Análogamente, el complejo (1,0) es el elemento neutro para la multiplica- 
ción porque 


(a, b)(l, 0) = (a, b) 

para todo (a, b). Así que, el axioma 4 se satisface con (0, 0) como neutro o idén- 
tico para la adición y (1, 0) como neutro para la multiplicación. 

Para verificar el axioma 5, observemos solamente que (— a, —b) + (a, b) = 
= (0, 0), así que (— a, —b) es el opuesto de (a, b). Escribimos —(a, b) en lu- 
gar de (—a, —b). 

Finalmente, demostramos que cada número complejo no nulo tiene un recí- 
proco respecto al elemento neutro (1,0). Esto es, si (a, b) ¥ (0, 0), existe un nú- 
mero complejo (c, d) tal que 


(a, b)(c, d) = (1, 0). 

En efecto, esta ecuación equivale al par de ecuaciones 
ac — bd = 1, ad + bc = 0, 


que tienen la solución única 


(9.1) 


-b 

2 + 6 2 ' 


La condición (a, b) ¥ (0, 0) asegura que a 2 + b 2 ¥ 0, por lo que el recí- 
proco está bien definido. Escribimos (a, b) 1 o l/(a,b) para representar el 
recíproco de (a, b). Así pues, tenemos 


( 9 . 2 ) 


1 _/ a —b ì 

(a, b) \a z + b 2 ’ a 2 + b 2 J 


si (a, b) ¥ (0, 0). 


La discusión anterior muestra que el conjunto de los números complejos 
satisface los seis axiomas del sistema de los números reales. Por consiguiente, 
todas las leyes del Algebra que se deducen del conjunto de axiomas también son 
válidas para los números complejos. En particular, los teoremas del 1.1 al 1.15 de 
laSección I 3.2 son todos válidos para los números complejos lo mismo que para 
los números reales. E1 teorema 1.8 nos dice que existen los cocientes de números 
complejos. Esto es, si (a, b) y (c, d) son dos números complejos siendo (a, b) ¥ 
¥ (0. 0), existe exactamente un número complejo (x,y) tal que (a,b)(x,y) = 
= (c, d). En efecto, tenemos (x, y) = (c, d)(a, b)~\ 
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9.3 Los números complejos como una extensión de los números reales 

Designemos con C el conjunto de los números complejos. Consideremos el 
subconjunto C 0 de C constituido por los números complejos de la forma (a, 0), 
esto es, los que tienen nula la parte imaginaria. La suma o el producto de dos ele- 
mentos de C 0 también pertenece a C 0 . En efecto, tenemos 

(9.3) (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) y (a, 0 )(b, 0) = (ab, 0). 

Esto demuestra que podemos sumar o multiplicar dos números complejos de C 0 
sumando o multiplicando sólo las partes reales. O lo que es lo mismo, respecto a 
la adición y a la multiplict.ción, los números de C 0 se comportan del mismo modo 
que si fueran números reales. Lo mismo es válido para la sustracción y la divi- 
sión, ya que — (a, 0) = (— a, 0) y (b, 0)" 1 =(6 -l ,0) si b ¥= 0. Por este motivo, 
normalmente no hacemos distinción entre el número real x y el número complejo 
(x, 0) cuya parte real es x; convenimos en identificar x y (x, 0), y escribimos 
x = (x, 0). En particular, escribimos 0 = (0,0), 1 = (1,0), — 1 = ( —1, 0), y 
así sucesivamente. De este modo, podemos imaginar el sistema de los números 
complejos como una extensión del de los números reales. 

La relación entre C 0 y el sistema de los números reales puede establecerse en 
forma ligeramente distinta. Sea R el conjunto de los números reales, y designe- 
mos con / la función que aplica cada número real jc en el número complejo (x, 0). 
Esto es, si x e R, ponemos 


f(x) = (x, 0). 

La función / así definida tiene como dominio R y como recorrido C 0 , y aplica ele- 
mentos distintos de R en elementos distintos de C 0 . Por verificar estas propieda- 
des, se dice que / establece una corrrespondencia uno a uno entre R y C 0 . Las ope- 
raciones de adición y multiplicación se conservan a través de esta correspondencia. 
Esto es, tenemos 

f(a + b) =/(a) +f(b) y f(ab) =f(a)f(b), 

siendo estas igualdades tan sólo una nueva formulación de (9.3). Puesto que R 
satisface los seis axiomas, lo mismo le ocurre a C 0 . Los dos cuerpos de números 
R y C 0 se dice que son isomorfos; la función / que los liga como antes se ha des- 
crito, se denomina isomorfismo. En lo concerniente a las operaciones de adición 
y multiplicación, no hacemos distinciones entre cuerpos isomorfos. Por esto 
identificamos el número real x con el número complejo (x, 0). E1 sistema de 
números complejos C es una extensión del de los números reales R porque con- 
tiene un subconjunto C 0 isomorfo a R. 
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E1 cuerpo C 0 puede ser ordenado de modo que se satisfagan los tres axiomas 
de orden de laSección I 3.4. En efecto, defmimos ( x, 0) como positivo si y sólo si 
x: > 0. Es muy sencillo comprobar que los axiomas 7, 8 y 9 se satisfacen, por 
lo que C 0 es un cuerpo ordenado. E1 isomorfismo / antes descrito conserva también 
el orden ya que aplica los elementos positivos de R sobre los elementos positivos 
de C 0 . 


9.4 La unidad imaginaria i 

Los números complejos tienen algunas propiedades de las que no gozan 
los números reales. Por ejemplo, la ecuación cuadrática x 2 + 1 = 0, que no tiene 
solución en el campo real, puede ahora resolverse con el uso de los números com- 
plejos. En efecto, el número complejo (0, 1) es una solución, puesto que tenemos 


(0, l) 2 = (0, 1)(0, 1) = (0 • 0 - 1 • 1, 0 • 1 + 1 • 0) = (-1, 0) = -1 . 


EI número complejo (0, 1) lo representamos con la letra i y se llama unidad ima- 
ginaria. Tiene la propiedad de que su cuadrado es — 1, P = — 1. E1 lector puede 
comprobar fácilmente que ( — /)* = —1, así que x = — i es otra solución de la 
ecuación x 2 + 1 = 0. 

Ahora podemos relacionar la idea de par ordenado con la notación empleada 
por los antiguos matemáticos. Observemos primero que la definición de multipli- 
cación de números complejos nos da (b, 0)(0, 1) = (0, b), y tenemos por tanto 


(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) . 

Por consiguiente, si escribimos a = (a, 0), b = (b, 0), e i = (0, 1), conseguimos 
(a, b) = a + bi. Es decir, hemos demostrado el siguiente 

teorema 9.2. Todo número complejo (a,b) puede expresarse en la forma 
(a, b) = a + bi. 

La ventaja de esta notación consiste en que nos ayuda en el manejo algebraico 
de las fórmulas en las que interviene la adición y la multiplicación. Por ejemplo, 
si multiplicamos a + bi por c + di, utilizando las leyes distributiva y asociativa, 
y reemplazando i 2 por — 1, encontramos que 


(a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i , 



442 


Números complejos 


que, naturalmente, está de acuerdo con la definición de multiplicación. Análoga- 
mente, para calcular el recíproco de un número complejo no nulo a + bi, podemos 
escribir 


1 _ a — bi _ a — bi _ __a _ bi 

a + bi (a + bi)(a — bí) a 2 + b 2 a 2 + b 2 a 2 + b' 

Esta fórmula está de acuerdo con la dada en (9.2). 

Con la introducción de los números complejos, hemos ganado más que lo que 
supone poder resolver la sencilla ecuación cuadrática x 2 + 1 = 0. Consideremos, 
por ejemplo, la ecuación cuadrática ax 2 + bx + c = 0, en la que a, b, c son 
reales y a + 0. Completando el cuadrado, podemos escribir esta ecuación en la 
forma 



Si 4ac — ò 2 < 0, la ecuación tiene las raíces reales ( — b ± Vb 2 — Aac)/(2a). Si 
4 ac — b 2 > 0, el primer miembro es positivo para todo valor real de x y la ecua- 
ción no tiene raíces reales. En este caso, no obstante, existen dos raíces complejas, 
dadas por las fórmulas 


(9.4) 


b . V+jc — b 2 b . V4ac — b 2 

-l ,- y r» --í- 

2a 2a 2 a 2 a 


En 1799, Gauss demostró que toda ecuación algebraica de la forma 
a 0 + a t x + a 2 x 2 + • • • + a n x H — 0, 

en la que a 0 , a lt ..., a„ son números reales cualesquiera, con a„ V 0, tiene una 
solución compleja si n > 1. Además, incluso en el caso en que los coeficientes 
a„, a l3 ..., a„ sean complejos, existe una solución compleja. Este hecho se conoce 
con el nombre de Teorema fundamental del álgebra. (*) En él se demuestra que 
no es necesario construir números más generales que los complejos para resolver 
ecuaciones algebraicas con coeficientes complejos. 

(*) En cualquier libro de teoría de funciones de variable compleja puede encontrarse una 
demostración del teorema fundamental del álgébra. Por ejemplo, véase K. Knopp, Theory of 
Functions, Dover Publications, New York, 1945, o E. Hille, Analytic Function Theory, Vol. I, 
Blasdell Publishing Co., 1959. Puede verse una demostración más elemental en O. Schreier 
y E. Sperner, Introduction to Modern Algebra and Matrix Theory, Chelsea Publishing Com- 
pany New York„ 1951. 
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9.5 Interpretación geométrica. Módulo y argumento 

Puesto que un número complejo (x, y) es un par ordenado de números rea- 
les, puede representarse geométricamente mediante un punto del plano, o por 
una flecha o vector geométrico que una el origen con el punto (x, y), como mues- 
tra la fìgura 9.1. Por ello, al plano xy, se le llama a menudo plano complejo. 
E1 eje x es el eje real; el eje y es el eje imaginarío. Ordinariamente las palabras 
número complejo y punto se usan indistintamente. Así que diremos el punto z 
en lugar de decir el punto correspondiente al número complejo z. 

Las operaciones de adición y stistracción de números complejos tienen una 
sencilla interpretación geométrica. Si dos números complejos z, y z 2 se represen- 
tan mediante flechas que unen el origen con z, y z 2 , respectivamente, entonces la 
suma z, + z 2 está determinada por la ley del paralelógramo- La flecha que une 
el origen con el punto z, + z 2 es una diagonal del paralelógramo determinado 
por 0, z, y z 2 , como se ve en la fìgura 9.2. La otra diagonal está relacionada con la 
diferencia de z, y z 2 . La flecha de z, a z 2 es paralela y de igual longitud que la 
que une 0 con z 2 — z,; Ia flecha en el sentido opuesto, de z 2 a z,. se relaciona del 
mismo modo con z, — z 2 . 

Si (x, y) ¥= (0,0), podemos expresar x e y en coordenadas polares 
x — r cos 0, y = r sen 0 , 

y obtenemos 

(9.5) x + iy = r (cos 0 + / sen0) . 



Figura 9.1 Representación geométrica del Figura 9.2 Adición y sustracción de núme- 
número complejo x + /'y. ros complejos representados geométricamen- 

te mediante la ley del paralelógramo. 
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E1 número positivo r, que representa la distancia de (x, y) al origen, se llama mo- 
dulo o valor absoluto de x + iy y se representa con |jt + iy\. Así pues, tenemos 

\x + iy\ = Vx 2 +y 2 . 


E1 ángulo polar 6 es un argumento de x + iy. Decimos un argumento y no el 
argumento porque para un punto dado (x, y) el ángulo 6 está determinado salvo 
múltiplos de 2tt. Algunas veces es preferible asignar un argumento único a un 
número complejo. Esto puede hacerse limitando 6 a variar en un intervalo semi- 
abierto de longitud 2 n . Los intervalos [0, 2 +) y (—77,77] son los más comúnmente 
usados. Utilizaremos el intervalo ( — 77 , 37 ] y llamaremos al correspondiente 6 el 
argumento principal de x + iy; este valor de 6 lo representamos con arg(x + iy). 
Así pues, si x + iy ¥= 0 y r = |* + iy|, definimos arg(x + iy) como el único nú- 
mero real 6 que satisface las condiciones 

x = r cos 0 , y = rsen 0 , — 77 < 6 <, 77 . 


A1 número complejo cero, le asignamos el módulo 0 y convenimos en que cual- 
quier número real 6 puede usarse como argumento. 

Puesto que el valor absoluto de un número complejo z es simplemente la 
longitud de un segmento, no debe sorprendernos que goce de las propiedades de 
los valores absolutos de los números reales. Por ejemplo, tenemos 

|z| > 0 si z jL 0, y |zj - z a I = |z a - Zi| . 

Geométricamente, el valor absoluto |z, — z 2 | representa la distancia entre los 
puntos z^ y z 2 del plano complejo. La desigualdad triangular 


+ z 2 l < Izil + |z.l 


también es válida. Además, tenemos las fórmulas siguientes para los valores abso- 
lutos de productos y cocientes de números complejos: 

(9.6) |zi z 2 | = IzJ |z*| 

y 

I = si z 2 ^ 0 . 

z 2 1 |z*| 

Si escribimos z a = a + bi y z 2 = c + di, obtenemos (9.6) como consecuencia 
ìnmediata de la identidad 


(ac — bd) 2 + (bc + ad ) 2 = (a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) . 



Ejercicios 


La fórmula para ]z,/z 2 1 se deduce de (9.6) si escribimos z, como un producto. 


Si z = x + iy, el complejo conjugado de z es el número complejo f =x — iy. 
Geométricamente, z representa el simétrico de z respecto al eje real. La definición 
de conjugado implica que 

' Z, + Z 2 = Zi + z 2 , z x z 2 = ZjZ 2 , zjz 2 = Zj/Zjj , zf = |z| 2 . 

Dejamos, como ejercicio, al lector la comprobación de esas propiedades. 

Si una ecuación cuadrática con coeficientes reales no tiene raíces reales, sus 
raíces complejas, dadas por (9.4), son conjugadas. Recíprocamente, si r, y r 2 
son complejos conjugados, por ejemplo r t = <x + iŷ y r 2 = a — ifì, siendo a y 
/? reales, entonces r, y r 2 son raíces de una ecuación cuadrática con coeficientes 
reales. En efecto, tenemos 

r i + r 2 = 2«. y r x r 2 = a 2 + /3 2 , 

con lo que 

(x - ri )(x - r 2 ) = x 2 - (r x + r 2 )x + r,r 2 , 
y la ecuación cuadrática en cuestión es 

x 2 - 2ax + a 2 + £ 2 = 0 . 


L Expresar los números complejos siguientes en la forma a+bi. 

( a > d +0 2 - (e) (1 +/)/(1 -2/). 

(b) !//• (f) /5 + /i«. 

(C) 1/(1 +/). (g) 1 + / + /2 +/3. 

(d) (2 + 3/)(3 - 4/). (h) 1(1 + /)(1 +/- 8 ). 

2. Calcular los valores absolutos de los números complejos siguientes. 

( a ) 1 + «■ (d) 1 + / + / 2 . 

(b) 3 + 4/. ( e ) /7 + /i». 

(c) (1 + /)/(l - /). (f) 2(1 - /) + 3(2 + /). 

3. Calcular el módulo y el argumento principal de cada uno de los números complejos 
sicuientes. 
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(e) -3 + V3 /. 

(h) (-1 - /)*. 

(f) (1 + /)/V2. 

0) 1/(1 + /). 

(g) (-1 +/) 3 . 

(j) l/d + if- 

En cada caso, determinar todos los 

números reales x e y que satisfacen la relación dada. 

(a ) x + iy = x - iy. 

(d) (x + iyf =(x- iyf. 

(b) x + /+ = \x + iy\. 

(e) ———= x — iy. 
x-iy 


100 

(c) \x + iy\ =\x- iy\. 

(f) 2 1* = * + iy. 

Construir una representación del conjunto de todos los z del plano complejo que satis- 
fagan cada una de las condiciones siguientes. 

(a) |z| < 1. 

(d) |z - 1| = |z + 1|. 

(b) z + z = 1. 

(e) |z - /| = |z + /|. 

(c) Z - z = /. 

(f) z + z = |z| 2 . 


6. Sea / un polinom io d e coefìcientes reales. 

a) Demostrar que f(z) = f(z) para todo complejo z. 

b) Utilizar la parte a) para deducir que los ceros no reaies de / (si existen) deben pre- 

sentarse a pares de complejos conjugados. 

7. Probar que no se puede introducir una relación de orden en el sistema de los números 
complejos de manera que se satisfagan los tres axiomas de orden de la Sección I 3.4. 

(lndicación: Supóngase que se puede introducir una tal ordenación e intentar 
decidir si la unidad imaginaria i es positiva o negativa.] 

8. Definir la siguiente «seudordenación» entre los números complejos. Si z = x + ìy, 

decimos que z es positivo si y sólo si x > 0. iCuáies de los axiomas de orden de la Sec- 

ción I 3.4 se satisfacen con esta definición del número z positivo? 

9. Resolver el Ejercicio 8 si Ia seudordenación se define así: decimos que z es positivo 
si y sólo si |z| > 0. 

10. Resolver el Ejercicio 8 si la seudordenación se define así: Si z — x + iy, decimos que 
z es positivo si y sólo si x > y. 

11. Representar el conjunto de todos los complejos z que satisfacen cada una de las con- 
diciones siguientes. 

(a) |2z + 3| < 1. (c) |z - /| <; |z + /|. 

(b) |z + 1| < |z - 1|. (d) |z| < |2z + 1|. 

12. Sea w = (az + b)/(cz + d), donde a, b, c y d son reales. Demostrar que 

w — w = (ad — bc)(z — z)j\cz + d\ 2 . 

Si ad — bc > 0, probar que las partes imaginarias de z y w tienen el mismo signo. 


9.7 Exponenciales complejas 

Queremos ahora extender la defìnición de e* de modo que tenga significado 
cuando x se reemplace por un número complejo cualquiera z. Esta extensión la 
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deseamos de modo que la ley de exponentes, e a e b = e a+b , sea válida para cuales- 
quiera complejos a y b. Y, naturalmente, necesitamos que e z coincida con la expo- 
nencial usual cuando z sea real. Existen varios métodos equivalentes para llevar 
a cabo esa extensión. Antes de establecer la definición de er que hemos elegido, 
daremos una discusión heurística que servirá como punto de partida y motivo 
para esa definición. 

Si escribimos z = x + iy, entonces, si la ley de exponentes debe ser válida 
para números complejos, debe ser 

e z _ £ x+iy _ e ï £ iy ' 

Puesto que e' ha sido ya definida cuando x es real, nuestro primer objetivo es 
llegar a una definición plausible de e iy cuando y sea real. Pues bien, s i e íy debe 
ser un número complejo, podemos escribir 

( 9 . 7 ) e iy = A(y) + iB(y), 

en donde A y B son funciones reales que deben determinarse. Derivemos ambos 
miembros de la ecuación (9.7), suponiendo que A y B sean derivables, y mane- 
jando el número complejo i como si fuera un número real. Llegamos entonces a 

( 9 . 8 ) ie>* = A'(ý) + iB'(y) . 

Derivando una vez más, encontramos que 

-e iy = A"(y) + iB"(y) . 

Comparando esta ecuación con (9.7) vemos que A y B deben satisfacer las ecua- 
ciones 


A"(y) = -A(y) y B"(y) = -B(y) . 

Dicho de otro modo, cada una de las funciones A y B es una solución de la ecua- 
ción diferencial /" + / = 0. Con lo dicho en el capítulo 8, podemos asegurar que 
esta ecuación tiene exactamente una solución con valores iniciales asignados /(0) 
y /'(0). Si ponemos y = 0 en (9.7) y (9.8) y recordamos que e" = 1, encontramos 
que A y B tienen los valores iniciales 

.4(0) = 1, A'( 0) = 0, y B(0) = 0, B'( 0) = 1 . 

Según el teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden con 
coeficientes constantes, debe ser 


A(y) = cos v 


y B(y) = seny . 
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En otras palabras, si e iy debe ser un número complejo con las propiedades que 
acabamos de describir, entonces debemos tener e iv = cos y + i sen y. Esta discu- 
sión da origen a la definición siguiente. 

definición. Si z = x + iy, definimos e* como el número complejo dado 
por la ecuación 

(9 9) e z = e*(cos y + i sen v) • 

Obsérvese que e z = e T cuando y = 0; luego esta exponencial coincide con 
la exponencial ordinaria cuando z es real. Utilizaremos ahora esta definición para 
deducir la ley de exponentes. 

teorema 9.3. Si a y b son números complejos, tenemos 

(9.10) e a e b — e a+b . 

Demostración. Escribiendo a = x + iyyb = u + iv, tenemos 
e a = e J (cos y + / sen y), e b = e“(cos v + i sen v ), 

con lo que 

e a e b = eV'fcosj cos v — senj sen v + /(cos y sen v + sen_y cos r)]. 

Utilicemos ahora las fórmulas de adición para cos (y + v) y sen (y + v) y la ley 
de exponentes para exponenciales reales, con lo que la ecuación anterior se con- 
vierte en 

(9.11) e a e b = e I+ “[cos (y + v) + / sen(y + /;)]. 

Puesto que a + b = (x + u) + i(y + v), el segundo miembro de (9.11) es e aib . 
Esto demuestra (9.10). 

teorema 9.4. Todo número complejo z =+ 0 puede expresarse en la forma 

(9.12) z = re ie , 

en donde r = |z| y 6 = arg (z) + 2mr, siendo n un entero cualquiera. Esta re- 
presentación se denomina forma polar de z. 

Demostración. Si z = x + iy, la representación (9,5) nos da 


z = r(cos 6 + i sen 6) , 
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donde r = |z| y 6 = arg (z) + 2mr, siendo n un entero cualquiera. Pero si toma- 
mos x = 0 e y = '0 en (9,9), obtenemos la fórmula 

e ie — cos 6 + isen 6, 

lo que demuestra (9.12). 

La representación de los números complejos en la forma polar (9.12) es 
muy útil en la multiplicación y división de números complejos. Por ejemplo, si 
Zl = r^ 6 y z 2 ~ r 2 e i0 , tenemos 

(9.13) z x z 2 = r l e' e r ì e‘‘ t ' = r 1 r 2 e ,<í+ * ) 

Por consiguiente el producto de los módulos, r+^, es el módulo del producto ZiZ 2 , 
de acuerdo con la ecuación (9.6), y la suma de los argumentos, 0 + <j>, es un 
argumento del producto ZjZ 2 . 

Cuando z = re i9 , Ia aplicación reiterada de (9.13) nos da la fórmula 
z" = r n e ir>0 = r n (cos nd + /sen nd), 

válida para cualquier entero n no negativo. También es válida para valores nega- 
tivos de n si defmimos z~ m como (z _1 ) m cuando m es entero positivo. 
Análogamente, tenemos 

5l _ r i e ' e _ (j 

z 2 r 2 e* 0 r 2 

con lo que el módulo de Zi/z 2 es r,/r 2 y la diferencia 6 — <j> es un argumento 
de Zj/z 2 . 


9.8 Funciones complejas 

Una función / cuyos valores son números complejos se denomina función 
compleja. Si el dominio de / es un conjunto de números reales, / se llama fun- 
ción compleja de variable real. Si el dominio es un conjunto de números com- 
plejos, / es una función compleja de variable compleja. Un ejemplo es la función 
exponencial, definida por la ecuación 

/(z) = e z 

para todo complejo z. Muchas de las funciones elementales del Cálculo, tales como 
la exponencial, el logaritmo, y las funciones trigonométricas, pueden extenderse y 
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convertirse en funciones de variable compleja. (Ver Ejercicios 9 y 10 de la Sec- 
ción 9.10.) En este marco más amplio con frecuencia aparecen nuevas propieda- 
des e interrelaciones. Por ejemplo, la función exponencial compleja es periódica. 
En efecto, si z = x + iy y si n es un entero cualquiera, tenemos 

e z+ìmi = e ^ cos ( v + 2mr) + i sen (y + 2mr)] = é-*(cos>’ + /'sen v) = e 2 . 

Vemos así que f(z + 2 tmi) = /(z), por lo que / tiene el período 2-ttì. Esta pro- 
piedad de la función exponencial sólo se pone de manifiesto cuando estudiamos 
la exponencial como función de una variable compleja. 

E1 primer estudio sistemático del Cálculo diferencial e integral con funciones 
de variable compleja fue hecho por Cauchy a principios del siglo xix. Desde en- 
toncçs la teoría se ha desarrollado y convertido en una de las ramas más impor- 
tantes e interesantes de la Matemática. Se ha convertido en un instrumento indis- 
pensable para físicos e ingenieros y tiene conexiones casi con cualquier rama de 
la Matemática pura. Aquí no se expondrá esta teoría; tan sólo haremos un estudio 
elemental del cálculo con funciones complejas de variable real. 

Supongamos que / es una función compleja definida en un cierto intervalo / 
de números reales. Para cada x de /, la función f(x) toma un valor complejo, así 
que podemos escribir 


f(x) = u(x) + iv(x ), 

siendo u(x) y v(x) reales. Esta ecuación determina dos funciones reales u y v 
llamadas partes real e imaginaria de / respectivamente; escribimos la igualdad de 
forma breve poniendo / = u + iv. Los conceptos de continuidad, derivación e 
integración de / pueden definirse a través de los conceptos análogos para u y v, 
como se indica en la siguiente definición. 

definición. Si f = u + iv, decimos que f es continua en un punto a si 
las funciones u y v son ambas continuas en ese punto. La derivada de f se define 
por la igualdad 

f(x) = u(x) + iv'(x) 

siempre que ambas derivadas u'(x) y t/(x) existan. Análogamente, definimos la 
integral de f, por la igualdad 

JV(x) dx = £* u(x) dx + i j* v(x) dx 

con tal que existan las integrales del segundo miembro. 

A la vista de esta definición, no es sorprendente encontrar que muchos de 
los teoremas del Cálculo diferencial y del integral sean válidos también para fun- 
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ciones complejas. Por ejemplo, las reglas de derivación de sumas, productos, y 
cocientes (teorema 4.1) son válidas para funciones complejas. E1 primero y el 
segundo teoremas fundamentales del Cálculo (teoremas 5.1 y 5.3) así como el 
teorema de la derivada nula (teorema 5.2) también se cumplen con funciones 
comlejas. Para ilustrar con qué facilidad pueden demostrarse esos teoremas, con- 
sideremos el teorema de la derivada nula: 

Si f'(x) = 0 para todo x de un intervalo abierto I, entonces f es constante 

en I. 


Demostración. Pongamos f = u + iv. Puesto que f' = uf + iv', la hipó- 
tesis /' = 0 en / significa que u' y v' son ambas nulas en /. Luego, según el teore- 
ma 5.2, u y v son ambas constantes en /. Por tanto / es constante en /. 


9.9 Ejemplos de fórmulas de derivación e integración 

En esta Sección discutimos un ejemplo importante de función compleja de 
variable real, la función / defmida para todo valor real x por la ecuación 

f(x) = e'* , 

donde t es un número complejo fijo. Cuando t es real, la derivada de esa función 
viene dada por la fórmula f'(x) = te ,v . Demostramos ahora que esta fórmula es 
también válida para t complejo 

teorema 9.5. Si f(x) = e tx para todo x real y unt complejo fijo, f'(x) = te ,x . 

Demostración. Pongamos t — a. + if}, siendo a y /? reales. De la definición 
de exponencial compleja resulta 

f(x) = e tx = e* r+i " x = e ax cos $x + ie“ sen (ìx . 

Por consiguiente, las partes real e imaginaria de / vienen dadas por 
(9 14 ) u (x) = e ax cos fix y v(x) = e M sen fix. 

Esas funciones son derivables para todo valor de x y sus derivadas son 

u'(x) = xe* x cos (3x — Pe* x senpx , v’(x) = ae* x sen/ix + fie xx cos fix . 

Puesto que f'(x) = u’(x) + iv'(x), tenemos 

f(x) = ae ax (cos fix + i senfx) + if}e* x ( cos f}x + i sen fìx) = 

= (a + ifi)e {,I, '" )x = te ix . 

Esto completa la demostración. 
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E1 teorema 9.5 tiene algunas consecuencias interesantes. Por ejemplo, si 
adoptamos la notación de Leibniz para las integrales indefinidas, podemos poner 
el teorema 9.5 en la forma 

< 9 ' 1 « 

cuando t¥= 0. Si ponemos t = a + i/3 e igualamos las partes real e imaginaria 
en la ecuación (9.15), obtenemos las fórmulas de integración 


y 


J' 

J 


e xx cos jix dx 


e xx sen fix dx 


e ax (<x cos fìx + (i senfix) 
« 2 + | 8 2 

e* x (<x senftc — /8 cos fix) 

~ « 2 + /S 2 


que son válidas si a y /5 no son cero. 

Otra consecuencia del teorema 9.5 es la conexión entre exponenciales com- 
plejas y ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes cons- 
tantes. 


teorema 9.6. Consideremos la ecuación diferencial 


(9.16) / + ay' + by = 0, 

en la que a y b son constantes reales. Las partes real e imaginaria de la función f 
definida en (— oo, +oo) por la ecuación f(x) = e ,x son soluciones de la ecuación 
diferencial (9.16) si y sólo si t es una raíz de la ecuación característica 

t 2 + at + b = 0 . 

Demostración. Sea L(y) = /' + ay' + by. Puesto que f(x) = te ,x , también 
tenemos f'(x) = t 2 e* x , con lo que L(f) = e ix (t* + at + b). Pero e tx nunca es 
cero ya que e tx e~ tx = = 1. Luego, L(f) = 0 si y sólo si t 2 + at + b = 0. 
Pero si escribimos / = u + iv, encontramos L(f) = L(u) + iL(v), y por tanto 
L(f) = 0 si y sólo si L(u) = 0 y L(v) = 0. Esto completa la demostración. 


Nota: Si f = a + i/8, las partes real e imaginaria de / vienen dadas por (9.14). 
Si la ecuación característica tiene dos raíces distintas, reales o complejas, la combinación 
lineal 


y = C t u(x) + c 2 v(x) 

es la solución general de la ecuación diferencial. Esto está de acuerdo con los resultados 
demostrados en el teorema 8.7. 
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En los Ejercicios que siguen se discuten otros ejemplos de funciones com- 
plejas. 

9.10 Ejercicios 


1. Expresar cada uno de los siguientes números complejos en la forma a + bi. 


(a) e ïïi/2 . 

(b) 2e~' i/ *. 

(c) 3e-*. 

(d) -e--*. 


(e) i + 

(f) e" m . 

(g) e- m - e~' m . 
1 - e’ il2 


2. En cada caso, hallar todos los valores de x e y que satisfacen la relación dada. 


(a) x + iy = xe iv . 

(b) x + iy = ye ix . 


(c) e* +iv = -1. 

1 + I 

(d) j = xe iy . 


3. a) Probar que eVO para todo complejo z. 

b) Hallar todos los complejos z para los que e’ = \. 

4. a) Si 0 es real, demostrar que 


cos 6 = -—— y sen 6 =-—-. 

b) Usar las fórmulas del apartado a) para deducir las identidades 
cos 2 0 = J(1 + cos 26), sen 2 6 = J(1 - cos 26). 

5. a) Demostrar el Teorema de Moivre, 

(cos 6 + i sen 6) n = cos n6 + j sen nO , 

válido para todo valor real 6 y todo entero n positivo. 

b) Hacer n = 3 en la parte a) y deducir las identidades trigonométricas. 

sen 30=3 cos 2 0 sen 0 -sen 3 6, cos 30 = cos 3 0 - 3 cos 0sen 2 0 . 

6. Demostrar que toda suma trigonométrica de la forma 

S n (x) = 2« 0 + 2 (a k cos kx + b k sen kx) 
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puede expresarse como suma de exponenciales complejas, 

s n (x) = Ỳ c k? ikx > 

k=—n 

donde c k = %(a k — ib k ) para k = 1, 2, ..., n. Determinar las correspondientes fórmu- 
las para c_ k . 

7. Si m y n son enteros, demostrar que 



b) Utilizar el apartado a) para deducir las relaciones de ortogonalidad para el seno y 
el coseno (m y n son enteros, m 2 ^ n 2 ): 

J 2lr sen nx cos mx dx = JJ* sen nx sen mx dx = cos nx cos mx dx = 0, 

J*” sen 2 nx dx = J** cos 2 nxdx = w si n ^ 0 . 

8. Dado un número complejo z ?£ 0. Poner z = re‘ 9 , en donde 8= arg(z). Sean z^ =Re l “, 
en donde R = r 1/n y a = 0/n, y e = e ïviln , siendo n entero positivo. 

a) Demostrar que z" = z; esto es, z x es una raíz n-ésima de z. 

b) Demostrar que z tiene exactamente n raíces n-ésimas distintas, 

Zi , eZj , e 2 Zj , . . . , e n_1 Zj , 

y que están situadas sobre una circunferencia de' radio R como los vértices de un po- 
lígono regular. 

c) Determinar las tres raíces cúbicas de «. 

d) Determinar las cuatro raíces cuartas de i. 

e) Determinar las cuatro raíces cuartas de — i. 

9. Las definiciones de las funciones seno y coseno pueden ampliarse al plano complejo 
como sigue: 



Cuando z es real, esas fórmulas coinciden con las funciones seno y coseno ordinarias. 
(Ver Ejercicio 4.) Utilizar esas fórmulas para deducir las siguientes propiedades del seno 
y del coseno complejos. Aquí u, v y z representan números complejos, siendo z = x + iy. 

(a) sen (u + tt) = sen u cos v + cos u sen v. 

(b) cos (h + u) = cos hcos v - sen h sen v. 

(c) sen 2 z + cos 2 z = 1. 

(d) cos (iý) = cosh y, sen (iý) = «' senhy. 

(e) cos z = cos x cosh y — i sen x senh y. 

(f) sen z = sen x cosh + + i cos x senh y. 
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10. Si z es un número complejo no nulo, definimos Log z, el logaritmo complejo de z, por 
la ecuación 


Log z =log|z| + i arg(z) . 

Cuando z es real y positivo, esta fórmula coincide con el logaritmo ordinario. Emplear 
esa fórmula para deducir las propiedades siguientes de los logaritmos complejos. 

(a) Log(-l) = 77/, Log (/) = 7T//2. 

(b) Log (z x z 2 ) = Log Zj + Log z 2 + 2nni, donde n es un entero 

(c) Log (zj/z 2 ) = Log z x — Log z 2 + 2niri, donde n es un entero 

(d) e Log z = z. 

11. Si w y z son números complejos, z ^ 0, definimos z“' por medio de la ecuación 


en donde Log z está definido como en el Ejercicio 10. 

a) Calcular 1*, i‘ , y (-1)*. 

b) Demostrar que z a z b = z a+b si a, b y z son complejos. * =«0. 

c) Obsérvese que la ecuación 


(9.17) (z 1 z 2 ) w = z"’z» 

no se satisface cuando z, = z^ = — 1 y w = i, iCuáles son las condiciones que deben 
cumplir z, y z 2 para asegurar que la ecuación (9.17) es válida para todo compleio w? 

En los Ejercicios del 12 al 15, L representa el operador lineal definido por L(y) = 
= y" + ay’ + by, siendo a y b constantes reales. 

12. Demostrar que si R es una función compleja, por ejemplo R(x) = P(x) + iQ(x), enton- 
ces una función compleja j(x) = u(x) + iv(x) satisface la ecuación diferencial L(y) = R(x) 
en un in'tervalo / si y sólo si u y v satisfacen las ecuaciones L(u) = P(x) y L(v) = Q(x) 
en I. 

13. Si A es complejo y <o es real, demostrar que la ecuación diferencial L(y) = Ae’ a,x tiene 
soluciones complejas de la forma y = Be uaX , con tal que b A oaiu A0. Expresar el 
número complejo B en función de a, b, A, y co. 

14. Supcner que c es real y b A (o 2 . Usar los resultados del Ejercicio 13 para demostrar que 
la ecuación diferencial L(y) = c cos vjx tiene una solución particular de la forma 
y = A cos (ujx + a) : , donde 



15. Suponer que c es real y b A <o 2 . Demostrar que la ecuación diferencial L(y) = csencox 
tiene una solución particular de la forma y = A sen (u>x + a) y expresar A y aen 
función de a, b, c y a>. 
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SUCESIONES, SERIES, 
INTEGRALES IMPROPIAS 


10.1 La paradoja de Zenón 

En este capítulo se estudian unos problemas en parte planteados hace unos 
2400 anos, cuando el filósofo griego Zenón de Elea (495-435 a. de C.) precipitó 
una crisis en la Matemática antigua estableciendo algunas paradojas ingeniosas. 
Una de ellas, llamada frecuentemente la paradoja del corredor se puede exponer 
de la manera siguiente: 

Un corredor no puede alcanzar nunca la meta porque siempre ha de reco- 
rrer la mitad de una distancia antes de recorrer la distancia total. Es decir, 
cuando haya recorrido la primera mitad, tendrá que correr la otra mitad. 
Cuando haya recorrido la mitad de ésta, le quedará todavía la cuarta 
parte, cuando haya corrido la mitad de esta cuarta parte, le quedará la 
octava parte y así sucesiva e indefinidamente. 

Zenón pensó, evidentemente, en una situación ideal en la que el corredor 
es una partícula o punto que se mueve de un extremo a otro de un segmento 
de recta, Para analizar el razonamiento de Zenón con más detalle se supone 
que el corredor parte del punto marcado con 1 en la figura 10.1 y corre hacia 
la meta marcada con 0. Las posiciones indicadas por , .... etc., senalan 

la fracción de carrera que se ha de correr todavía cuando se alcanza el punto 
marcado. Estas fracciones (cada una de las cuales es la mitad de la anterior) 
subdividen todo el trayecto en un número indefinido de partes cada vez más 
pequenas. Puesto que para recorrer por separado cada una de estas partes se 
necesita una cantidad positiva de tiempo, parece natural afirmar que el tiempo 
necesario para el trayecto total ha de ser la suma total de todas estas canti- 
dades de tiempo. Decir que el corredor nunca puede alcanzar la meta equivale a 
decir que nunca llega a ella en un tiempo finito; o, dicho de otro modo, que la 
suma de un número infinito de intervalos positivos de tiempo no puede ser finita. 

La afirmación de Zenón de que un número ilimitado de cantidades posi- 
tivas no puede tener una suma finita, fue contradicha 2000 aiios más tarde 
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con la creación de la teoría de las series infìnitas. En los siglos xvii y xvm 
algunos matemáticos empezaron a pensar que era posible extender la idea de 
suma ordinaria de conjuntos finitos de números a conjuntos infinitos, de ma- 
nera que en algunos casos la «suma» de un conjunto de infinitos números sea 
finita. Para ver cómo se puede hacer esta extensión y tener una idea de las 
dificultades que pueden presentarse para ello, conviene analizar la paradoja de 
Zenón con más detalle. 

Supóngase que el corredor antes mencionado, corre a velocidad constante 
y que necesita 7 minutos para la primera mitad del recorrido. Para el siguiente 
cuarto de recorrido necesitará T /2 minutos, para el octavo siguiente 7/4 minu- 
tos y en general para la parte comprendida entre 1/2" y l/2" +1 necesitará 7/2” 
minutos. La «suma» de todos estos intervalos se puede indicar simbólicamente 
escribiendo la siguiente expresión: 

7 7 7 

( 10 . 1 ) T +2 + 4 + "' + ŷ + ‘"' 

Éste es un ejemplo de las llamadas series infinitas y el problema aquí está en 
decidir si es posible encontrar una forma natural de asignarle un número que 
se pueda llamar suma de la serie. 

La experiencia física dice que el corredor que corre a velocidad constante 
alcanzará su meta en un tiempo doble del que necesitaba para alcanzar su punto 



0*4 f 1 

Figura 10.1 La paradoja de Zetión. 


medio. Puesto que necesita 7 minutos para la mitad del recorrido, había de 
emplear 27 minutos para el recorrido completo. Este razonamiento sugiere que 
se debe asignar la «suma» 27 a la serie en (10.1) esperando que la igualdad 

( 10 . 2 ) T+J+Ï+ ■ + §+ ■ = 


pueda ser «válida» en algún sentido. 
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La teoría de las series infinitas precisa cómo se ha de interpretar esta igual- 
dad. La idea es la siguiente: Primero se suman un número finito de términos, 
los n primeros, indicando esta suma por s„. Así se tiene: 

U0.3) ...T+i+r + .-. + x. 

y esta suma se denomina suma parcial n-sima. Se estudia después el compor- 
tamiento de s„ cuando n toma valores cada vez más grandes. En particular se 
trata de determinar si las sumas parciales s„ tienden a un límite finito cuando 
n crece indefinidamente. 

En este caso es fácil ver que el valor límite de las sumas parciales es 2 T. 
En efecto, calculando algunas de estas sumas parciales se tiene: 


= T+ér = ÌT, s 3 =T+j + -, 


■j r ' 


s 4 = T+J + -7 + Ï* 


Se observa que estos resultados se pueden expresar como sigue: 

Si = (2 - \)T, s 2 = (2- \)T, s 3 = (2 - \)T, s 4 = (2 - \)T. 
lo cual conduce a pensar en una fórmula general de la forma: 

(10.4) s n = ^2 ——J T para todo entero positivo n. 

La fórmula (10.4) se comprueba fácilmente por inducción. Puesto que l/2 n_1 -* 0 
cuando n crece indefmidamente, resulta s„-*2T. Por tanto, la igualdad (10.2) 
es «cierta» si se interpreta que 2 T es el límite de las sumas parciales s„. Este 
proceso de límite parece invalidar la objeción de Zenón que la suma de un 
número infinito de intervalos de tiempo no puede ser nunca finita. 

Ahora daremos un argumento que proporciona un apoyo considerable al 
punto de vista de Zenón. Supongamos que eri el anterior análisis de la paradoja 
del corredor se hace un pequeno pero importante cambio. En vez de consi- 
derar la velocidad constante, supóngase que decrece gradualmente de manera 
que necesita T minutos para ir de 1 a 1/2, T/ 2 para ir de 1/2 a 1/4, T/ 3 minu- 
tos para ir de 1/4 a 1/8, y en general T/n minutos para ir de l/2 n_l a 1/2”. 
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E1 «tiempo total» que necesitará para la carrera, vendrá ahora representado por 
la siguiente serie infìnita: 

(10.5) T+I + I+--- + 1+-... 

En este caso, la experiencia física no sugiere ninguna «suma» obvia o natural 
para asignar a dicha serie y por tanto este ejemplo hay que estudiarlo desde 
un punto de vista completamente matemático. 

Igual que antes, se introducen las sumas parciales s„; es decir: 

0»' 6 ) «.-r+l + I+.-. + ï. 

2 3 n 

y se trata de ver qué ocurre a s„ cuando n crece indefmidamente. Esta suma 
parcial no es tan fácil de estudiar como la de (10.3), pues no existe una fórmula 
análoga a la (10.4) que simplifique la expresión del segundo miembro de (10.6). 
Sin embargo, por comparación de estas sumas parciales con una integral apro- 
piada se puede ver que toman valores tan grandes como se quiera. 

En la figura 10.2 se ve parte de la hipérbola f(x) = \/x para x > 0. (En el 
eje y se ha modificado la escala.) Los rectángulos dibujados, tienen un área total 
igual a la suma 

(10.7) l+^ + ^+ '+~- 

E1 área de la región determinada por la hipérbola y el intervalo [1, n + 1] es 
J" +1 x -1 í/x _ l 0 g(n + 1), y puesto que esta área no puede exceder la suma de 
las áreas de los rectángulos, se tiene la desigualdad 

(10-8) l + ^ ^ + • • • + ^ > log (n + 1) . 

Multiplicando ambos miembros por T se obtiene s„ > T log (n + 1). Es decir, 
si la velocidad del corredor decrece tal como se ha indicado anteriormente, el 
tiempo necesario para alcanzar el punto 1/2" es por lo menos T log (n + 1) mi- 
nutos. Puesto que log (n + 1) al crecer n toma valores tan grandes como se 
quiera, se cumple en este caso la paradoja de Zenón, es decir que el corredor 
no alcanzará la meta en un tiempo finito. 

La teoría general de series infinitas hace una distincipn entre series como 
(10.1) cuyas sumas parciales tienden a un límite finito, y series como (10.5) cuyas 
sumas parciales no tienen límite finito. Las primeras se denominan convergentes 
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y las segundas divergentes. Los primeros investigadores en este dominio ponían 
poca o ninguna atención en las cuestiones de convergencia y divergencia. Tra- 
taban las series infmitas como si fueran sumas ordinarias finitas, sujetas a las 
leyes usuales del Álgebra sin tener en cuenta que estas leyes no pueden exten- 
derse universalmente a las series infinitas. Por eso no es sorprendente que se 
haya visto más tarde que algunos de los primeros resultados obtenidos fueran 
incorrectos. Afortunadamente, muchos de aquellos pioneros tenían una intui- 
ción y destreza poco frecuentes, que les evitaba llegar a conclusiones falsas, 
aunque ellos no pudieran justificar sus métodos. Entre los primeros matemá- 
ticos que se ocuparon de las series ocupa un lugar preeminente Leonard Euler. 
Euler descubría fórmula tras fórmula, a cual más interesante, y a la vez utilizaba 
las series infinitas como concepto unificador de diversas ramas de la Matemá- 
tica que hasta entonces estaban sin relacionar. La gran cantidad de trabajos 
de Euler que han sobrevivido al paso del tiempo es un tributo a su notabilísimo 
instinto de lo matemáticamente correcto. 

La extensión del uso de las series infinitas empezó más tarde en el siglo xvn, 
cerca de cincuenta anos después del nacimiento de Euler, coincidiendo con el 
principio del desarrollo del Cálculo integral Nicholas Mercator (1620-1687) y 
William Brouncker (1620-1684) descubrieron en 1668 una serie infinita para 



462 Sucesiones, series, integráles impropias 

el logaritmo al intentar calcular el área de un segmento hiperbólico. Poco des- 
pués, Newton descubrió la serie binómica. Estos descubrimientos constituyen 
un punto fundamental de la historia de la Matemática. Un caso particular 
de la serie binómica es el conocido teorema del binomio que afirma que: 

a + xr = 2(î)>*. 

donde x es un número real arbitrario, n un entero no negativo, y (£) es el 
coeficiente binomial. Newton encontró que esta fórmula, válida para valores en- 
teros de n se podía extender a exponentes reales cualesquiera, sustituyendo la 
suma finita del segundo miembro, por una serie finita conveniente, si bien no 
lo demostró. Efectivamente, en un estudio cuidadoso de la serie binomial surgen 
algunas cuestiones bastante delicadas de convergencia a las que no se podía 
responder en la época de Newton. 

Poco después de la muerte de Euler en 1783, el caudal de nuevos descu- 
brimientos empezó a disminuir y el período formal en la historia de las series 
llegó a su término. Un nuevo período, y más crítico, empezó en 1812 cuando 
Gauss publicó la célebre memoria que contenía, por primera vez en la historia, 
un estudio riguroso de la convergencia de algunas series infinitas. Pocos anos 
más tarde, Cauchy introdujo una definición analítica del concepto de límite en 
su tratado Curso de Análisis algebraico (publicado en 1821), y expuso los funda- 
mentos de la teoría modema de convergencia y divergencia. En la Sección que 
sigue se expondrán los rudimentos de esta teoría. 


10.2 Sucesiones 

En el lenguaje corriente las palabras «serie» y «sucesión» son sinónimas y 
se utilizan para designar un conjunto de cosas o sucesos dispuestos en un orden. 
En Matemática, estas palabras tienen un significadò técpico especial. La pala- 
bra «sucesión» tiene un sentido análogo al del lenguaje corriente, pues con ella 
se quiere indicar un conjunto de objetos puestos en orden, pero la palabra 
«serie» se usa en un sentido completamente distinto. Aquí se estudiará el con- 
cepto de sucesión dejando el de serie para definirlo más tarde en el apartado 10.5. 

Si a cada entero positivo n está asociado un número real a„, entonces se 
dice que el conjunto ordenado 

« 1 , a 2 , a 3 ,..., a„ ,... 

define una sucesión infinita. Cada término de la sucesión tiene asignado un 
entero positivo, de manera que se puede hablar del primer término a lt del se- 
gundo término a 2 y en general del término n-simo a„. Cada término a„ tiene un 
siguiente a„ +1 y por tanto no hay un «último» término. 
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Los ejemplos más corrientes de sucesiones se pueden construir dando alguna 
regla o fórmula que defina el término n-simo. Así, por ejemplo, la fórmula 
a„ — \/n defme la sucesión cuyos cinco primeros términos son: 


hh h hi. 


Algunas veces se necesitan dos o más fórmulas, por ejemplo: 

a 2*-i = 1 , a 2n = 2rí l , 
siendo en este caso los primeros términos: 

1,2, 1, 8, 1, 18, 1,32, 1 . 

Otra forma corriente de defìnir una sucesión es mediante un conjunto de ins- 
trucciones que indican cómo se obtiene un término a partir de los anteriores. 
Así, se tiene por ejemplo: 

a i = a 2 = 1, fl B+1 = a n + a n _! para n> 2 . 

Este método particular se conoce por fórmula de recurrencia y define una suce- 
sión famosa llamada de Fibonacci. * Los primeros términos son: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. 

En toda sucesión lo esencial es que existe una función / definida en los 
enteros positivos, tal que f(n) es el término n-simo de la sucesión para cada 
n — 1, 2, 3, ... Efectivamente, éste es el camino más conveniente para estable- 
cer una definición técnica de sucesión. 

definición. Una función f cuyo dominio es el conjunto de todos los ente- 
ros positivos 1, 2, 3, ... se denomina sucesión infinita. El valor f(n) de la fun- 
ción se denomina el término n-simo de la sucesión. 

E1 recorrido de la función (es decir, el conjunto de valores de la función) 
se pone muchas veces de manifìesto, escribiendo los términos en orden. Así: 

/(l),/(2),/(3)... .,/(«),.... 


* Fibonacci, conocido también por Leonardo de Pisa (1175-1250), encontró esta sucesión al 
tratar un problema relativo a los procesos hereditarios en los conejos. 
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Por razones de brevedad se utiliza la notación {/(«)} para indicar la sucesión 
cuyo término n-simo en /(«). Con mucha frecuencia la dependencia de n se indica 
utilizando subíndices, y se escribe a„, s„, x„, u„, o notación análoga en vez de 
/(«). 

La cuestión que se quiere considerar, es decidir si los términos /(n) tienden 
o no a un límite finito cuando n crece indefinidamente. Para ello, se precisa 
extender el concepto de límite a las sucesiones, lo que se logra con la definición 
siguiente. 

definición. Una sucesión {/(n)} tiene límite L si, para cada número positi- 
vo c, existe otro número positivo N (que en general depende de e) tal que 

|/(n) — L\ < e para todo n> N. 

En este caso, decimos que la sucesión {/(n) } converge hacia L y escribimos 

jimf(n) = L, o ftn)-+L o n — oo. 

Una sucesión que no converge se llama divergente. 

En esta definición los valores de la función /(n) y el límite L pueden ser 
números reales o complejos. Si / y L son complejos, pueden descomponerse en 
su parte real e imaginaria, sean éstas / = u + iv y L = a + ib. Entonces tene- 
mos /(n) — L = u(n) — a + *[tr(w) — 6]. Las desigualdades 

I u(n) -a\<, | f(ri) — L\ y \v(n) - b\ < \f(n) - L\ 

prueban que la relación f(n) -* L implica que u(n) a y v(n) -* b cuando 
n -* °o. Recíprocamente, la desigualdad 

I/(«) ~ E\ <, |i/(n) — a\ + |n(n) — b\ 

demuestra que las dos relaciones u(n) -* a y v(n) -* b implican f(n) -* L cuando 
n -* oo. Dicho de otro modo, una sucesión compleja / converge si y sólo si la 
parte real u y la parte imaginaria v convergen separadamente, en cuyo caso tenemos 

lim f(n) = lim u(n) + ilim v(n) . 

Es claro, que toda función definida para todos los números x reales y posi- 
tivos puede servir para construir una sucesión restringiendo x a tomar sólo valo- 
res enteros. Esto explica la gran analogía entre la definición que se acaba de dar 
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y laSección 7.14 para funciones más generales. La analogía se presenta también 
en los límites infinitos y se deja al lector el defìnir los símbolos 
lìm/(n) = +co y lim f(n) = — co 

como se hizo en la Sección 7.15 cuando / es de valores reales. Si / es compleja, 
escribimos /(«) oo cuando n co si |/(n)| + oo. 

La frase «sucesión convergente» se emplea sólo para sucesiones cuyo límite 
es finito. Sucesiones con límite + oo o — oo se dice que son divergentes. Las 
fórmulas que siguen definen algunas sucesiones. 

/(«) = (-1)", /(«)= seny, /(«) — (—l)"(l + m = 

Las reglas básicas para límites de sumas, productos, etc., son válidas también 
para límites de sucesiones convergentes. E1 lectcr no encontrará dificultad en la 
formulación de dichos teoremas, y sus demostraciones se hacen en forma análoga 
a las de laSección 3.5. 

La convergencia o divergencia de muchas sucesiones se pueden determinar 
utilizando propiedades de funciones conocidas que están definidas para todo x 
positivo. Se dan a continuación algunos ejemplos importantes cuyos límites se 
pueden encontrar directamente o utilizando algunos de los resultados deducidos 
en el capítulo 7. 


(10.9) lim — = 0 si a > 0 . 

n->x n * 

(10.10) lim x" = 0 si |x| < 1 . 

(10.11) lim = 0 para todo a > 0, h > 0 . 

(10.12) lim n 1/n = 1 . 

(10.13) lim |l + -j = e a para todo real a . 


10.3 Sucesiones monótonas de números reales 

Una sucesión {/(«)} se dice que es creciente si 

/(«) </(« + 1) para todo« > 1 . 
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Esto se indica brevemente escribiendo . Por otra parte, si se tiene: 
f(rì) >f(n + 1) para todo n > 1 , 

se dice que la sucesión es decreciente y se escribe f(n)\. Una sucesión se llama 
monótona cuando es creciente o decreciente. 

Es cómodo trabajar con sucesiones monótonas pues su convergencia o di- 
vergencia se puede determinar fácilmente. En efecto, se tiene el sencillo criterio 
siguiente. 

teorema 10.1. Una sucesión monótona converge si y sólo si es acotada. 

Nota: Una sucesión {/(«)} se dice que está acotada si existe un número positivo M 
tal que |/(n)| < M para todo n. Una sucesión que no está acotada se denomina no 
acotada 

Demostración. Es claro que una sucesión no acotada no puede converger, 
por tanto se ha de demostrar solamente que una sucesión monótona y acotada 
converge. 

Supuesto f(rì)/ sea L el extremo superior del conjunto de valores de la 

función. (Puesto que la sucesión está acotada, en virtud del axioma 10 del 

conjunto de los números reales, tiene un extremo superior.) Entonces f(rì) <, L 

L - t L 

— . • •-•-•- • • •••—- 

/0) f(2) /(3) /(4) f(N) f(n) 

Figura 10.3 Una sucesión creciente acotada converge hacia su extremo superior. 

para todo n, y se trata de probar que la sucesión converge hacia L. 

Sea c un número positivo arbitrario. Como L — e no puede ser una cota 

superior de todos los números f(n) ha de ser L — e < f(N) para algún N (este 

N depende de e). Puesto que f(n)/ , si n > N es f(N) < f(rì), por tanto, L — e < 
< f(n) < L para todo n >N, como se ve en la figura 10.3. De estas desigualda- 
des se deduce: 


0 < L — f(rì) < « para todo n > N 

lo que significa que la sucesión converge hacia L, como se quería demostrar. 

Si f(rì)\ la demostración es análoga, siendo en este caso el límite el extremo 
inferior de los valores de la función. 
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10.4 Ejercicios 

En los Ejercicios 1 al 22, se define una sucesión {/(«)} por la fórmula dada. En cada 
caso, (a) determinar si la sucesión converge o diverge, y (b) hallar el límite de cada suce- 
sión convergente. En algunos casos puede ser útil sustituir el entero n por un número 
real positivo arbitrario x y estudiar la función de x resultante por los métodos del capí- 
tulo 7. Se pueden aplicar las fórmulas (10.9) a (10.13) dadas al ftnal del apartado 10.2. 


!./(«) = 
2. f(n) = 


4. f(n) = 

5. f(n) = 


7. f(n) = 

8. f(n) = 


n./W = 


n n 

+ 1 

P /•(;:) 3 ”+(- 2 ) n 

n + 1 

n 

— 7 w 3 „ + i + (_2)n+l • 

« 2 n‘ 

'■ + 1 

13. /(«) = V« + 1 - Vn. 

n + 1 

* 

: COS y- . 


14. /(«) = na n , donde |o| 

« 2 + 3« - 

2 

15. /(«) = —, a>l. 

5« 2 


1 y* • 


100 000« 

16./(«) = ---, ■ 

ì +(-i)«. 


17- /(«) = (l + lj . 

ì +(-i)" 


18. /(«) = 1 + —cos ^ . 

^+l 

+ (-l)" 

2 

19-/(«)=(l +jj- 

2 1Jn . 


20. /(«) = e~* inJa . 



21. /(«) = ^ e-tírUì. 

« 2/3 sen(«!) 
« + 1 


22. /(«) = 


Las sucesiones {} de los Ejercicios del 23 al 28 son todas convergentes. Por tanto, 
para cada e > 0 prefijado existe un entero N (que depende de e), tal que \a n - L\ < t 
si n > N siendo L = lim n ^. O0 a„. Determinar en cada caso el valor de N que corresponde 
a los siguientes valores de e: « = 1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001. 


24. 

25. 



27. 

28. 


2n 





468 


Sucesiones, series, integrales impropias 


29. Demostrar que una sucesión no puede converger hacia dos límites distintos. 

30. Supuesto que lim„_a a n = 0. Aplicando la definición de límite demostrar que 
lim a n ~ 0- 

31. Si lim^oo a n = Ay lim„-»oo b n =B aplicando la definición de límite demostrar que 
lim n —x ( a n + b n ) = A + B y lim „ , m (ca n ) = cA donde c es una constante. 

32. Partiendo de los resultados obtenidos en 30 y 31 demostrar que si lim„-.oo a n= A es 
lim„ a n = A 2 . Después, haciendo uso de la identidad 2 a n b n = ( a n + b n ) 2 — a n — b\ 
demostrar que lim n -. m ( a n b n ) = AB si lim n _* 00 a n =A y lim n _co b n - B. 

33. Si a es un número real y n un entero no negativo, el coeficiente binomial („) está defi- 
nido por: 

a(a - l)(a - 2) • (a - n + 1) 


(r- 


(a) Si a = — \, probar que: 

(ï)- 4 (;)4 (î)-4- (:)-á. (ï)- 

(b) Sea a n = (-1)" ( -1 n /2 )- Probar que a n > 0 y que a n+1 < a n . 


34. Sea / una función real monótona creciente y acotada en el intervalo [0,1]. Definamos 
dos sucesiones {s„} y {/„} del siguiente modo: 


a) Demostrar que s n < 


J f(x) dx < t n y que 0 < J f(x) dx - s n < - ^ ^ 


/( 0 ) 


b) Demostrar que las sucesiones {s„} y {/„} convergen ambas hacia el límite f^fix) dx. 


c) Establecer y demostrar un resultado correspondiente al intervalo [a, b]. 
35. Utilizar el ejercicio 34 para establecer las siguientes relaciones: 



(d) lim _ 

£í\ 

/P=l=log(l +V2). 

(b) J™ =1 o 8 2 - 

(e) lim ^ “ 

kir 2 

sen — = - . 


(f) lim ^ 

2 kw 1 

S6n ~ 2 ' 
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10.5 Series infinitas 

A partir de una sucesión de números reales, se puede formar una nueva 
sucesión sumando los términos sucesivamente. Así, si la sucesión dada tiene 
los términos: 


se forma la sucesión de las «sumas parciales»: 

Si = , s 2 = ai + a 2 , s 3 = a x + a 2 + a 3 , 

y así sucesivamente, estando definida la suma parcial de los n primeros términos 
como sigue: 

(10.14) s n = í*i 4- a 3 + • • • + a n = ^a k . 

k=l 


La sucesión {s«} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente 
serie, y se indica también por los símbolos siguientes: 


(10.15) a^ + az+aa+'--, a 3 + a 2 + • + a„ + • • •, • 

Por ejemplo, la serie 1A representa la sucesión {s„} para la cual: 



En los símbolos de (10.15) se quiere recordar que la sucesión de sumas parcia- 
les {s„} se obtiene de la sucesión {a„} por adición de términos sucesivos. 

Si existe un número real S tal que: 

lim s n = S , 

se dice que la serie 1 a k es convergente y tiene suma S en cuyo caso se escribe: 
2 a k = S . 

Si {s,,} diverge se dice que la serie a k diverge y no tiene suma. 



470 


Sucesiones, series, integrales impropias 


ejemplo 1. serie armónica. En la discusión de la paradoja de Zenón se 
vio que las sumas parciales s„ de las series 1 /A: satisfacen la desigualdad: 

s» = 2 fe - Iog + ^ • 


Puesto que log (n + 1) -*■ °o cuando n -* oo lo mismo ocurre con s„ y por 
tanto la serie l/k es divergente. La serie se denomina serie armónica. 

ejemplo 2. En la discusión de la paradoja de Zenón se hallaron también las 
sumas parciales de la serie 1 + \ J + ... dadas por la fórmula: 



1 

2 »- 1 ’ 


que se demuestra fácilmente por inducción. Cuando n -* °o estas sumas parciales 
tienden al límite 2; por tanto, la serie converge y tiene de suma 2. Se puede indicar 
esto escribiendo: 

(10.16) 1 + ì + i + * * * 

E1 lector ha de tener en cuenta que aquí la palabra «suma» se usa en un 
sentido muy especial. La suma de une serie convergente no se obtiene por una 
adición ordinaria, sino como el límite de una sucesión de sumas parciales. Tam- 
bién notará el lector que para las series convergentes el símbolo 2S=i Uk se ut *' 
liza para indicar tanto la serie como su suma a pesar de ser cosas conceptual- 
mente distintas. La suma representa un número y por tanto no puede ser ni 
convergente ni divergente. Una vez hecha la distinción entre una serie y su 
suma, el uso de un solo símbolo para representar ambas cosas no da lugar a 
confusión. 

Como en el caso de la notación sumación finita, la letra k usada en el sím- 
bolo 2^=1 ak es un «índice ficticio» que se puede sustituir por otro símbolo con- 
veniente y se usan comúnmente las letras m, n, y r. Muchas veces se empieza 
la suma enfc = 0ófc = 2oen cualquier otro valor de k. Así, por ejemplo, la 
serie en (10.16) podría escribirse 2*Lo 1/2*. En general, si p > 0 se define el sím- 
bolo 2*1® °k dándole el significado de b*, donde f>* = a^+^j . Así f>j = û p , 
f> 2 = a p + 1 , etc. Cuando no hay peligro de confusión o cuando el punto de par- 
tida carece de importancia, se escribe 2 a k en vez de T” r a*. 

Es fácil probar que las dos series T” , a* y r a* son ambas convergentes 
o ambas divergentes. Sea s n = aj + ■ • • + a n y t n = a P + a s+1 + • • * + a„ +n _j. 
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Si p — 0 se tiene t n+1 = a 0 + s n y si s„ -*• S cuando n -» oo, entonces t„ 

-> a 0 + S y recíprocamente, si t„ T cuando n -* oo, entonces s„ -» T — a„. 
Por tanto, ambas series convergen o divergen cuando p = 0. Lo mismo vale 
si p > 1. Para p = 1, se tiene s„ = t„ y para p > 1 se tiene t„ = s^+p-^ — Sj,_i, 
y por tanto se tiene una vez más que ambas series o convergen o divergen. 
Esto se expresa diciendo que se pueden suprimir o agregar unos cuantos tér- 
minos al principio de una serie sin que altere su convergencia o divergencia. 


10.6 Propiedad de linealidad de las series convergentes 

Las sumas finitas ordinarias tienen las propiedades importantes siguientes: 

(10-17) 2^°* + b k ) = 2 a* + 2 (propiedad aditiva) 

y 

(10.18) 2 ( ca k) — c 2 a k (propiedad homogénea). 

E1 teorema que sigue da una extensión natural de esta propiedad a las series 
infmitas convergentes y con ello se justifican muchas operaciones algebraicas 
efectuadas con las series convergentes tratándolas como si fueran sumas ordi- 
narias. Aditividad y homogeneidad se pueden combinar en una sola propiedad 
llamada linealidad y que se puede expresar como sigue: 

teorema 10.2. Sean 2 fti y I 6« series infinitas convergentes de términos 
complejos y sean oc y /? constantes complejas. Entonces la serie 2 («a„ + /?M 
también converge, y su suma viene dada por 

(10.19) Ì(«fln + /3h„)= a S«n + / 5 Ì^- 
Demostración. Teniendo en cuenta (10.17) y (10.18) se puede escribir 

(10.20) Ì( a «, + ^) = a Ì« fc + /5Ì^. 

fc=1 fc=l fc=l 

Cuando n -* oo, el primer término del segundo miembro de (10.20) tiende a 
a a k y el segundo a jì b k ; por tanto, el primer miembro tiende a su 
suma, y esto prueba que la serie 2 (««t + /?bt) converge hacia la suma indicada 
por (10.19). ~ 
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E1 teorema 10.2 tiene un corolario interesante que se usa con frecuencia 
para establecer la divergencia de una serie. 

teorema 10.3. Si 2 a » converge y si 2 b„ diverge, entonces 2 (û« + b„) 
diverge. 

Demostración. Puesto que b„ = (a„ + b„) — a„ y puesto que 2 conver- 
ge, el teorema 10.2 dice que la convergencia de 2 (a« + b„) implica la con- 
vergencia de 2 b„. Por tanto, 2 ( fl « + b„) no puede converger si 2 b„ diverge. 

ejemplo. La serie J (1 A + 1/2*) diverge puesto que 2 1/Ar diverge y 
2 l/2 fc converge. 

Si 2 a « y 2 son ambas divergentes, la serie^ (a„ + b„) puede converger 
o no. Por ejemplo, cuando a« = b„ = 1 para todo n, la serie £ («« + b„) diverge, 
pero cuando a„ = 1 y b„ = — 1 para todo n, entonces ^ (o« + b„) converge. 


10.7 Series telescópicas 

Otra propiedad importante de las sumas finitas es la llamada propiedad teles- 
cópica que afirma que: 

( 10 - 21 ) ì(b k - b k+1 ) = b,- b n+1 . 

Cuando se quiere extender esta propiedad a las series infinitas se han de con- 
siderar aquellas series 2 a « tales q ue cada término se pueda expresar como una 
diferencia de forma: 

(10.22) a n = b n - b n+1 . 

Estas series se denominan series telescópicas y su comportamiento está caracte- 
rizado por el siguiente teorema: 

teorema 10.4. Sean {a„} y {b„} dos sucesiones de números complejos 
tales que 

(10.23) a n = b n — b n+1 para n = 1,2, 3,- 

Entonces la serie 2 converge si y sólo si la sucesión {b„} converge, en cuyo 
caso tenemos 


(10.24) 


2 « „ = b k — L , donde L = lim b n . 
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Demostración. Sea s» la suma parcial «-sima de 1 a «- Entonces se tiene, 
en virtud de (10.21): 


s n =I a *=l(h~ K + 1) = h - b n+1 


Por tanto las sucesiones {s„} y {b„} ambas convergen o ambas divergen, y ade- 
más si b„ -*■ L cuando n -> oo entonces s„ -> b, - L, lo cual demuestra (10.24). 

Nota: Toda serie es telescópica, puesto que se puede siempre verifìcar (10.22) 
eligiendoun arbitrario y haciendo luego b n+1 = b t — s n para, n > 1, donde s n =«]-(- 


ejemplo 1. Sea a„ = l/(n 2 + «). Se tiene entonces: 

= 1 = I _ 1 

«(« + !) n n + 1 ’ 

y por tanto (10.23) se verifica con b„— \/n. Puesto que bi = 1 y L = 0 se 
obtiene: 


^ n(n + 1) 

ejemplo 2. Si x no es un entero negativo, se tiene la descomposición 

1 _.1/ ._i__ì-) 

(n + x)(n + x + l)(n + x + 2) 2 \(n + x)(n + x + 1) (n + x + l)(n + x + 2)/ 

para cada entero n > 1. Por tanto, por la propiedad telescópica, la siguiente serie 
converge y tiene por suma la indicada: 

ỳ -ì-=- - -. 

(n + x)(n + x + l)(n + x + 2) 2(x + l)(x + 2) 

ejemplo 3. Puesto que los [n/(n + 1] = log n — log (n + 1) y puesto que 
log n -» co cuando n -> co, la serie 2 l°g [«/(« +1)] diverge. 

Noía: En las series telescópicas se ve claramente la diferencia entre las series 
infmitas y las sumas finitas. Escribiendo (10.21) desarrollada se tiene: 


(b\ - b 2 ) +(b 2 -b 3 ) + ■■■ + (b n - b n+1 ) 
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que se puede obtener suprimiendo los paréntesis y simplificando. Si se hace ahora la 
misma operación en la serie infinita: 

(h ~ h) + (h ~ h) + (b 3 -h) + . 

b, permanece, y se simplifican b 2 , b 3 y así sucesivamente se llega a suprimir cada b„, 
pcr tanto se simplifican todos los b„ menos el b Jt llegándose a la conclusión de ser 6, la 
suma de la serie. Esta conclusión es falsa, en virtud del teorema 10.4, si no es 
linv_oo b„ = 0. Por tanto, en las series infinitas no se pueden suprimir los paréntesis 
en las mismas condiciones que en las sumas finitas (véase también el Ejercicio 24 de la 
TSección 10.9). 


10.8 Seríe geométríca 

La propiedad telescópica de las sumas finitas se puede utilizar para estu- 
diar un ejemplo muy importante conocido por la serie geométrica. Esta serie 
se genera por adiciones sucesivas de los términos de una progresión geométrica 
y tiene la forma £ *“ donde el término n-simo x n es la potencia n-sima de un 
número real fìjo *. Es conveniente empezar esta serie con n = 0, entendiendo 
que el término inicial x" es igual a 1. 

Sea s„ la suma n-sima parcial de esta serie, de manera que: 

s„ = 1 + * + x 1 + • • • + x”- 1 . 

Si x = 1, cada término del primer miembro es igual a 1 y s„ = n. En este caso 
la serie diverge puesto que s„ -* oo cuando n oo. Si x¥= \ se puede escri- 
bir la suma s„ simplifìcada observando que: 

(1 — x)s n = (1 — x) J x k = }T(x* — x* +1 ) = 1 — x", 

*=o »=o 

Puesto que la última suma es telescópica. Dividiendo por l - x se obtiene la 
fórmula: 



Esto muestra que el comportamiento de s„ para n grande depende exclusivamente 
del comportamiento de x n . Cuando x < 1, x n -* 0 para n -* oo y la serie con- 
verge hacia la suma 1/(1— x). Puesto que, j n+1 — s n = x n , la convergencia de 
{s n ) implica x n -> 0 cuando n-»oo.Six>losix = l el término x n no 
tiende a límite fmito y la serie diverge. Con lo cual se ha demostrado el siguiente 
teorema: 
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teorema 10.5. Si x es complejo, con jx| < 1, la serie geométrica 2”=o x " 
converge y tiene suma 1/(1 — x). Es decir, tenemos 

(10.25) l+x + x 2 + -- - + x” + -- = —î— si |x| < 1 . 

Si x > 1 , la serie diverge. 

La serie geométrica con |x| < 1 es uno de los raros ejemplos cuya suma se 
puede hallar, a través de una fórmula sencilla de sus sumas parciales. (En la 
Sección 10.1 en conexión con la paradoja de Zenón se vio el caso particular 
con x = 1/2.) La verdadera importancia de esta serie está en el hecho de po- 
derla tomar como punto de partida para la determinación de la suma de un 
gran número de interesantes series. Por ejemplo, si se supone ]x| < 1 y se sus- 
tituye x por x 2 en (10.25) se obtiene la fórmula: 

(10.26) i + x 2 + x 4 + • • • + x 2 " + • • • = — l — S i |x| < 1 . 

1 — x l 

Obsérvese que esta serie contiene los términos con exponentes pares de (10.25). 
Para hallar la suma de las potencias impares basta multiplicar ambos miembros 
de (10.26) por x obteniéndose: 

(10.27) x + x 3 + x 5 + • • • + x 2n+1 + • • • = —ï— si |xJ < 1 . 

1 — x 2 

Si se sustituye x por — x en (10.25) se tiene: 

(10.28) 1 - X + X 2 - X 3 + • •; + (-l) n x n + • • • = si |x| < 1 

l + X 

Sustituyendo x por x 2 en (10.28) se tiene: 

(10.29) 1 - x 2 + x 4 - x G + • ■ • + (—l) n v 2n + • • • = —L_ si |x| < 1 . 

Multiplicando ambos miembros de (10.29) por x, resulta: 

(10.30) x-x 3 + x 6 -x 7 +---+(-l) n x 2n+1 +-.. = ^- 2 si |x| < 1 . 

Si se sustituye x por 2x en (10.26) se obtiene: 

1 + 4x 2 + 16x 4 + • • • + 4”x 2n + • - • = —-— 

1 - 4x 2 ’ 
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que es válida si 2x < 1, o lo que es lo mismo, si x < Evidentemente se 
pueden construir otros muchos ejemplos de forma análoga. 

Todas estas series tienen la forma particular: 

que se conoce por serie de potencias. Los números a n , a u a 2 .se denominan 

coeficientes de la serie de potencias. La serie geométrica es un ejemplo de serie 
de potencias con todos los coeficientes iguales a 1. Si x y todos los coeficientes 
son reales, las series se denominan series de potencia reales. Se verá más tarde, 
al estudiar la teoría general de las series de potencias, que se pueden derivar e 
integrar ambos miembros de cada una de las ecuaciones desde (10.25) a (10.30), 
tratando los primeros miembros como si fueran sumas ordinarias finitas. Estas 
operaciones conducirán a muchas otras fórmulas notables. Por ejemplo, derivando 
en (10.25) se tiene: 

(10.31) 1 + 2x + 3x 8 + • • • + nx"- 1 + • • • = — si |x| < 1 , 

(1 - x)* 

y la integración de (10.28) conduce a la interesante fórmula: 

(10.32) x- f + 7 _ 4 + ' + ( ~ 1 +7 ~ + ‘ - log(l + *) 

que expresa el logaritmc por medio de una serie de potencias. Éste es el descu- 
brimiento de Mercator y Brouncker (1668) del que se hizo mención anterior- 
mente. A pesar de que cada una de las ecuaciones (10.25) a (10.31) es válida 
para x en el intervalo abierto — 1 < x < + 1 ocurre que la serie logarítmica 
en (10.32) es válida también en el extremo x = + 1. 

Otro ejemplo importante, que se puede obtener por integración de (10.29), 
es la expresión de la función arco tangente por medio de una serie de potencias 
de la función descubierta en 1671 por James Gregory (1638-1675): 

(10.33) x — — + -— + ••• + -—- !-••• = arctan x . 

3 5 7 2n + 1 

La serie de Gregory converge para todo x complejo con x < 1 y también para 
x = ± 1. Cuando x es real la serie concuerda con la función inversa de la tan- 
gente, introducida en el capítulo 6. La srie puede utilizarse para extender la 
defìnición de la función arcotangente desde los valores reales de x hasta el 
complejo x con |x| < 1. 

Muchas otras funciones elementales del Cálculo, tales como seno, coseno 
y exponencial, pueden ser representadas por series de potencias. Esto no sorprende 
demasiado si se piensa en la fórmula de Taylor que dice que toda función se 
puede aproximar por un polinomio en x de grado < n si posee derivadas de 



Ejercicios 


477 


orden n + 1 en un entorno del origen. En los ejemplos dados anteriormente, las 
sumas parciales de las series de potencias son precisamente estas aproximaciones 
por polinomios. Si una función / posee derivadas de todos los órdenes en un 
entorno del origen, para cada entero positivo n de la fórmula de Taylor se de- 
duce una ecuación de la forma: 

(10.34) f(x) = + E n (x), 


donde la suma finita 2*= o a kX k es una aproximación polinomial de Taylor de 
grado <n y E„(x) es el error correspondiente a esta aproximación. Si se con- 
sidera ahora x fijo y se hace crecer n indeíinidamente en (10.34) las aproxima- 
ciones polinomiales de Taylor conducen a una serie de potencias, X2=o a k xk ’ donde 
cada coeficiente a* está determinado como sigue: 

k\ 

Si, para un cierto x, el error E„(x) tiende hacia 0 cuando n -* oo, entonces para 
este x podemos hacer n -> oo en (10.34) obteniendo 

f(x) = lim '2a k x k + lim E n (x) = ^a k x k . 


Dicho de otro modo, la serie de potencias considerada converge hacia f(x). Si x ef 
un punto para el cual E„(x) no tiende a 0 para n oo, entonces las sumas par- 
ciales no tenderán hacia f(x). Las condiciones que ha de cumplir / para garantizar 
que E„(x) -> 0 se estudiarán más adelante en laSección 11.10. 

Para fundamentar mejor la teoría general de las series de potencias, se estu- 
dian primero algunas cuestiones generales relativas a la convergencia y divergen- 
cia de series cualesquiera. Volveremos al asunto de las series de potencias en el 
capítulo 11. 

10.9 Ejercicios 


Cada una de las series en los Ejercicios 1 al 10 es una serie telescópica, o una serie 
geométrica, o alguna serie cuyas sumas parciales se pueden simplificar. En cada caso 
probar que la serie converge y que la suma es la indicada. 


•2 


(2 n - 1)(2« + 1) 2 ' 


2 -2 


2 

3" _1 


= 3. 



478 


Sucesiones, series, integrales impropias 


\î 

\t 


2" + 3« _ 3 

_ 6" 2' 

V^TT-Vn 
V « 2 +« 


(n + l)(n + 2)(n + 3) 


7 -2 


n 2 (n + l) 2 
2" + « 2 + 


>■2 

'°-2 


2 n+1 n(n + 1) 

(- D-H2H + 1) 

n(n + 1) 

log [(1 + l/n)”(l + n)] 
í Oog n n )[log (n + l) n+1 ] ' 


: log 2 Vé>. 


Efectuando diversas operaciones en la serie geométrica, se obtuvieron en el apartado 
10.8 las series de potencias para log (1 + x) y arctg x. De forma análoga y sin intentar 
justificar los pasos, obtener las fórmulas de los Ejercicios 11 al 19, que son válidas por lo 
menos para |*| < 1. (La justificación teórica se dará en la Sección 11.8.) 


u - 2 nx " (i-^) 2, 

11 Zj"*" “(1 -*)*• 

iì.2**-* +a * +x 

1 

14 - 2"‘ + ‘-(T^F 

15 - 2 T" l 08 r\' 


( l -*) 4 ' 

X* + llx 3 + llx 2 +x 


V 1 x2n ~ 1 , . 1 + x 

16 -Z2Trï=* ,0 s —*■ 
i7.2(« + iv n = (nbr 2 - 


18. 

19. 


V (« + 1X« + 2) „ 1 

1 2 ! * “ (1 - x? • 

V(n+D(n + 2)(n + 3) „ 1 

Z 3! * (l-*) 4 ‘ 


20. Los resultados de los Ejercicios del 11 al 14 sugieren la existencia de 
del tipo: 


2 nkx ” 


PjÁx) 

(1 - x) k+1 ’ 


fórmula 


donde P k (x) es un polinomio de grado k, y el término de menor grado es x y el de mayor 
grado xK Demostrarlo por inducción sin intentar justificar las operaciones formales con 
series. 

21. Los resultados de los Ejercicios 17 al 19 sugieren la fórmula más general: 


|(\ 


- (1 _ x f +1 > 


en-- 


l)(n + 2) • • • (n + k) 
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Demostrarla por inducción sin intentar justificar las operaciones formales con las series. 
22. Sabiendo que 2n=o x "l n ' = e ' para toc *° x - hallar las sumas de las siguientes series, su- 
poniendo que se puede operar con series infinitas como si fueran sumas finitas. 





(c) V (” - 1)( ” + l \ 


23. (a) Sabiendo que 2”=o x “/" ! = e ' para todo x probar ‘l 00 



(x 2 + xje*. 


suponiendo que se puede operar en estas series como si fueran sumas finitas. 

(b) La suma de la series^nLi " 3 /" ! es ke, donde k es un entero positivo. Hallar el valor 
de k. No se intente justificar los cálculos formales. 

24. Dos series 2”=t a n y Z«=i se dice que son idénticas si a n = b„ para cada n > í. 
Por eiemplo, en las series; 

0+0+0 + -- y (1 — 1) + (1 — 1) + (1 — 1) + • - ■ 
son idénticas, pero las series 

1+1+1+ • y 1 + 0 + 1 + 0 + 1 + 0 + • • • 


no son idénticas. Determinar cuáles de los siguientes pares de series son idénticas y 
cuáles no: 


(a) 1 — 1 + 1 — 1 + - y 

(b) 1 - 1 + 1 - 1 + • • • y 

(c) 1 — 1 + 1 — 1 + - - y 

(d) 1 + i + J + à + • • • y 

25. (a) Aplicar (10.26) para probar qUe: 


(2 - 1) - (3 - 2) + (4 - 3) - (5 - 4) + • • •. 
(1 — 1) + (1 — 1) + (1 — 1) + (1 -1)+... 
1 + ( —1 +!)+( —1 +l)+(—1 +1) + - .. 
1 + (1 ~ i) + (è - i) + (i - £) + • • • 


1 + 0 +* 2 + 0+* 4 + - 


si x <1 . 


Obsérvese que, de acuerdo con la definición dada en el Ejercicio 24, esta serie no es 
idéntica a la de (10.26) si r/0. 

(b) Aplicar el teorema 10.2 al resultado de la parte (a) y a (10.25) para deducir (10.27). 

(c) Probar que el teorema 10.2 si se aplica directamente a (10.25) y (10.26) no conduce 
a (10.27). En su lugar, conduce a la fórmula ]£® =1 (x n - x 2n ) = jc/(1 - x 2 ), válida para 


* 10.10 Ejercicios con expresiones decimales 

En la Sección 13.15 se introdujo la representación decimal de los números reales. 
Se vio que cada número real x positivo tiene una expresión decimal de la forma: 


x =a 0 . a^s . . . 
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donde 0 < < 9 para cada fc >: 1. E1 número x está relacionado < 

a 2 , ... por medio de las desigualdades: 


i los dígitos a 0 , a v 


f 77^ < * <a o + 7íï + - 


h ±zL + ?!L±i. 

10”- 1 10” 


Si se pone s„ = 2"_ a t /lO k y se resta s„ de cada uno de los miembros de (10.35) se 
obtiene: 


0 <,x-s n < 10—. 

Esto prueba que s„ —> x cuando n —> <», y por tanto x está dado por la serie convergente: 


(10.36) 



En los Ejercicios 1 al 5 se considera que cada una de las expresiones decimales se repite 
indefinidamente en la forma indicada. Expresar cada decimal como una serie infinita, hallar 
la suma de la serie y con ella expresar x como cociente de dos enteros. 

1. x =0,4444.... 4. x = 0,123123123123 _ 

2. x = 0,51515151 .... 5. * = 0,142857142857142857142857 .... 

3. x = 2,02020202 .... 

6. Probar que cada decimal periódico representa un número racional. 

7. Si un número tiene una expresión decimal que termina en ceros, tal como 
|= 0,1250000 .... este número se puede escribir también como un decimal que termina 
en nueves, si se disminuye el último dígito no nulo en una unidad. Por ejemplo 
^ 0,1249999 ... Demostrarlo haciendo uso de las series infinitas. 

La representación decimal en (10.36) se puede generalizar sustituyendo el entero 10 
por otro entero cualquiera b > 1. Si x > 0, sea a 0 la parte entera de x; supuesto que 



Los ejercicios que siguen, se refieren a la sucesión de enteros a n , a,, a 2 , .... así obtenida. 


8. Probar que 0 < a k < b — 1 para cada fc > 1. 

9. Dar un método geométrico para obtener los números a 0 , a v a v ... 

10. Probar que la serie 2£=o o k /b k converge y tiene suma x. Esto da una expresión de x 
en base b. Casos particulares importantes además de b = 10, son la representación bina- 
ria b = 2 y la duodecimal b = 12. 


10.11 Criteríos de convergencia 

En teoría, la convergencia o divergencia de una serie 2 a » se decide consi- 
derando las sumas parciales s„ y viendo si tienden onoaun límite finito cuando 
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n-* oo. En algunos casos particulares, como por ejemplo la serie geométrica, 
las sumas parciales s„ se pueden simplificar hasta el punto de poder determinar 
fácilmente su comportamiento cuando n -> ao. Sin embargo, en la mayoría de 
los casos esta forma simplifìcada para s„ no existe y difícilmente se puede esta- 
blecer la convergencia o divergencia por el método indicado. Ya al principio, 
los que investigaban en este campo, muy especialmente Cauchy y sus contemporá- 
neos, se dieron cuenta de esta dificultad, y dieron unos «criterios de convergen- 
cia», con los que eludían la necesidad de un conocimiento explícito de las sumas 
parciales. Algunos de estos criterios, los más sencillos y más útiles se estudiarán 
en este apartado, pero antes se harán algunas observaciones generales acerca de 
la naturaleza de estos criterios. 

Los criterios de convergencia se pueden clasificar a grandes rasgos en tres 
categorías: (i) condiciones suficientes, (ii) condiciones necesarias, (iii) condiciones 
necesarias y suficientes. Un criterio del tipo (i) se puede expresar simbólicamente 
como sigue: 


«Si C se satisface, entonces 2 a » converge», 

donde C indica la condición en cuestión. Los criterios del tipo (ii) tienen la forma: 

«Si 2 converge, entonces C se satisface,» 

mientras que los del tipo (iii) se pueden escribir en la forma: 

« Zûn converge si y sólo si C se satisface.» 

Se verá ahora, que hay criterios del tipo (ii) que no lo son del tipo (i) (y recí- 
procamente). Los principiantes algunas veces aplican los criterios incorrecta- 
mente porque no aprecian la diferencia entre condición necesaria y condición 
suficiente. Por tanto, el lector tiene que hacer un esfuerzo para lograr esta dis- 
tinción cuando aplica un criterio particular en la práctica. 

E1 criterio de convergencia más sencillo es una condición necesaria para la 
convergencia y se expresa como sigue: 

teorema 10.6. Si la serie 2 a n converge, el término n-ésimo tiende a 0, 
esto es, 

(10.37) lim a n = 0 . 

Demostración. Sea s„ = a^ + a 2 + . . . + a„ Entonces a„ — s„ — . 

Cuando n -*■ oo, s„ y , tienden ambos al mismo límite y por tanto a„ -> 0, 
lo cual demuestra el teorema. 
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Esto es un ejemplo de un criterio que es del tipo (ii) y no del tipo (i). La 
condición (10.37) no es suficiente para la convergencia de una serie. Por ejemplo, 
cuando a„ = 1/n la condición a„ -* 0 se satisface y sin embargo la serie 2 l/« 
diverge. La verdadera utilidad de este criterio es que da una condición sufi- 
ciente para la divergencia. Es decir, si el término a„ de la serie 2 a „ no tiende 
a cero, entonces la serie ha de ser divergente. Esta proposición es lógicamente 
equivalente al teorema 10-6. 


10.12 Criterios de comparación para series de términos no negativos 

En esta Sección se tratará de series cuyos términos son no negativos, es decir, 
series de la forma 2 donde cada a„ 0. Puesto que las sumas parciales de 
tales series son monótonas crecientes, se aplicará el teorema 10.1 para obtener 
la siguiente condición necesaria y suficiente de convergencia. 

teorema 1.07. Si a„ >0 para cada n ^ 1 , la serie 2 a » converge si y sólo 
si la sucesión de sus sumas parciales está acotada superiormente. 

Si las sumas parciales están acotadas superiormente por un número M, la 
suma de la serie no puede entonces exceder a M. 

ejemplo 1. E1 teorema 10.7 se puede aplicar para establecer la convergencia 
de la serie 2“= jl/«! LJna cota superior de las sumas parciales se puede obtener 
haciendo uso de la desigualdad: 

k\ 2 4 " 1 

que es evidentemente cierta para todo k > 1 , puesto que k\ es el producto de 
k — 1 factores, cada uno > 2. Por tanto 



siendo la última serie una serie geométrica. La serie 2n=il/ n ' es P or tanto con " 
vergente y tiene su suma < 2. Se verá más tarde que la suma de esta serie es 
e — 1, donde e es el número de Euler. 

La convergencia del ejemplo anterior se ha establecido por comparación de 
los términos de la serie dada con los de una serie que se sabe que converge. Esta 
idea conduce a unos criterios llamados criterios de comparación. 
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teorema 10.8. criterio de comparación. Supuesto que a„ > 0 y b„ > 0 
para todo n >l.Si existe una constante positiva c tal que 

(10.38) a n < cb„ 

para todo n, entonces la convergencia de X b„ implica la de 2 a„. 

Nota. La conclusión se puede formular también como sigue: «La divergencia de 
2 a„ implica la divergencia de 2 b„». Esta proposición es lógicamente equivalente al 
teorema 10.8. Cuando se satisface la desigualdad (10.38) se dice que la serie ^b„ do- 
mina a la serie ^ a - 

Demostración. Sea s» = a x + . .. + a„, t„ = b t + ... +b„. Entonces (10.38) 
implica s n < ct„. Si 2 b„ converge, sus sumas parciales están acotadas; si M es 
una cota, se tiene s„ < cM y, por tanto, 2 a " es también convergente puesto que 
sus sumas parciales están acotadas por cM, con lo cual queda demostrado el 
teorema. 

Si se suprime un número finito de términos del principio de una serie, la 
convergencia o divergencia no se afecta. Por tanto, el teorema 10.8 es también 
válido si se verifica la igualdad (10.38) para todo n>N, donde N es un número 
fijo. 


TEOREMA 10.9. CRITERIO DE COMPARACIÓN POR PASO AL LÍMITE. SupuestO 
que a„ > 0 y b„ > 0 para todo n> 1 , y que 


(10.39) 


Entonces 2 a n converge si y sólo si 2 converge. 

Demostración. Existe un entero N tal que n> N implica \ < ajb n < f. 
Por tanto b„ < 2a„ y a„ < \b n para todo n > N; aplicando dos veces el teorema 
10.8 se tiene demostrado el teorema. 


Obsérvese que el teorema 10.9 se verifica también si lim a„/b„ — c siem- 
pre que c > 0, puesto que entonces se tiene lim a„j(cb„) = 1 y se puede 

comparar 2 a n con J ( c b„)- Sin embargo, si lim a„/b„ = 0, sólo se puede 
concluir que la convergencia de 2 b„ implica la convergencia de 

definición. Se dice que dos sucesiones {a„} y {b„} de números complejos 
son asintóticamente iguales si 


lim — = 1 . 
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Esta relación se indica simbólicamente escribiendo 
(10.40) a n ~ b n cuando n-+ oo . 

La notación a„ ~ b n se lee «a„ es asintóticamente igual a b„» y con ello se quiere 
indicar que a„ y b„ se comportan de manera análoga cuando n crece indefinida- 
mente. Aplicando esta terminología se puede expresar el criterio de comparación 
por paso a límite de la manera siguiente. 

teorema 10.10. Dos series 2 a n y %b n de términos posttivos y asintótica- 
mente iguales o ambas convergen o ambas divergen. 

ejemplo 2. la función zeta de riemann. En el ejemplo 1 del apartado 
10.7 se probó que 2 l/( n * + n ) es una serie telescópica convergente. Utilizando 
ésta como serie de comparación se sigue que 2 l/" 2 es convergente, puesto que 
1 / n 2 ~ 1 /(n 2 + n) cuando n -> oo. Pero, 2 l/” 2 domina 2 1/n* para s > 2 y, 
por tanto, J 1 l nS converge para todo número real s > 2. En el apartado siguien- 
te se demostrará que esta serie converge también para todo s > 1. Su suma se 
indica por £(s) (£ es la letra griega zeta) y define una función importante en 
Análisis, conocida por la función zeta de Riemann: 

= « s>l. 

Euler descubrió fórmulas muy bonitas que contienen £(s)'. En particular encòntró 
que £(2) = tt 2 /6, resultado que no es fácil de deducir. 

ejemplo 3. Puesto que ^ ^l n diverge, cada serie de términos positivos 
asintóticamente igual a 1 /n también ha de divergér; por ejemplo, las dos series: 

V , * i = y "Vsen-. 

+ Vn(n + 10) J Z, n 

La relación sen 1 /n ~ 1 /n es consecuencia de que (sen x)/x 1 cuando x 0. 


10.13 E1 criterio integral 

Para aplicar efectivamente los criterios de comparación es preciso disponer 
de algunos ejemplos de series de comportamiento conocido. Son útiles la serie 
geométrica y la función zeta. Se pueden obtener otros ejemplos aplicando el 
llamado criterio integral, demostrado por Cauchy en 1837. 
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Figura 10.4 Demostración del criterio integral . 

teorema 10.11. criterio integral. Sea f una función positiva decre- 
ciente, definida para todo real x ^ 1. Para cada n > 1, sea 

s n =Ì/(fc) y t n = £"/(*) dx . 

entonces o ambas sucesiones {s n } y {<«} convergen o ambas divergen. 

Demostración. Comparando / con funciones escalonadas adecuadas como 
se sugiere en la figura 10.4, se obtienen las desigualdades: 

ìm <J/w dx <im 

o, Jn — /(1) < í„ < s n _ t . Puesto que las dos sucesiones {s„} y {/„} son monó- 
tonas crecientes, estas desigualdades prueban que o ambas están acotadas su- 
periormente o ambas no están acotadas. Por tanto, o las dos sucesiones convergen 
o las dos divergen tal como se había afirmado. 

ejemplo 1. E1 criterio integral permite demostrar que: 


2 — converge si y sólo si s > 1 . 
n s 

Tomando f(x) = x~ 8 se tiene: 


(n 1 - 8 - 1 

ín= "l, x= h37 

1 ^ llog n 


si s/ 1 , 
si s = 1 . 
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Si s > 1, el término n 1- ® 0 cuando n oo y por tanto {*„} converge. En virtud 

del criterio integral, esto implica la convergencia de la serie para s > 1. 

Si s < 1, entonces t„ -> oo y la serie diverge. E1 caso particular s = 1 (la 
serie armónica) se estudió ya en la sección 10.5. Su divergencia era ya conocida 
de Leibniz. 

ejemplo 2. E1 mismo método se puede aplicar para demostrar que: 

—-— converge si y sólo si s > 1 . 

n(log nf 

(Se empieza la suma por n = 2 para evitar la n en la que log n es cero.) 

La integral correspondiente en este caso es: 


'-r=s 


x(log xf 


(log n) 1 ’ — (log 2) 1 3 
= 1 — s 

Jog (log n) — log (log 2) 


si s / 1 1 
si s = 1 . 


{f„} converge si y sólo si s > 1 y por tanto, en virtud del criterio integral, lo 
mismo ocurre con la serie en cuestión. 


10.14 Ejercicios 

Decir si cada una de las series siguientes es convergente o divergente, razonando la 
respuesta. 




6 . 


ŷ 2+(~l)" 

~i 2 " 


7. 

8 . 


2(n +2)! ' 

V lo g” 

ú n VJrn- 



9. 

10 . 


| 

| 


ì+^ 

(n + l) 3 — 1 ' 
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1 1 ■ 2 (ìog «) s ■ 

15 2 nlogn(loglogn)' 

|an|<10 - 

■‘2—- 

13 - 2 1000« + 1 ' 


« COS 2 («ir/3) 

14 - Z 2 n ■ 

18 ' 2 íl +1 e ~ V * dX - 


19. Sea / una función no negativa, creciente definida para todo x > 1. Aplicar el método se- 
guido para la demostración del criterio integral para probar que: 

^ j’/c*) dx -Ỳ/ (k) ■ 


Tomar f(x) = log x y deducir las desigualdades: 

(10.41) en'e'" < «! < e n n+1 e-" . 

Esto da una estimación grosera del orden de magnitud de «!. Teniendo en cuenta (10.41), 
podemos escribir 


e 1/n («!) 1/n e l/ ’ 


Haciendo que « —» oo , encontramos que 

(«!) 1/n 1 n 

—--- o («!) 1/n cuando «-><». 

n e e 


10.15 Criterios de la raíz y del cociente para series de términos no negativos 

Usando la serie geométrica con 2 como serie de comparación, Cauchy 
dio dos criterios útiles conocidos por criterio de la raíz y criterio del cociente. 

Si 2 a n es una serie cuyos términos (a partir de uno de ellos) satisfacen una 
desigualdad de la forma: 

( 10 - 42 ) 0 < a n < x n , donde 0 < x < 1 , 
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la aplicación directa del criterio de comparación (teorema 10.8) expresa que 
2 a n converge. Las desigualdades en (10.42) son equivalentes a 

(10.43) 0 < aj” < x ; 

y de aquí el nombre de criterio de la ratz. 

Si la sucesión {a„ l/n } es convergente, el criterio se puede expresar en una 
forma práctica sin hacer referencia al número x. 

teorema 10.12. criterio de la raíz. Sea 2 a n una serie de términos no 
negativos tales que 


a 1 J n -* R cuando n -> oo . 


(a) Si R < 1, la serie converge. 

(b) Si R > 1, la serie diverge. 

(c) SiR — \,el criterio no decide. 


Demostración. Si R < 1, elíjase x de manera que R < x < 1. Entonces 
(10.43) se ha de satisfacer para todo rt> N a partir de un N. Por tanto 2 a n 
converge en virtud del criterio de comparación. Esto demuestra (a). 

Para demostrar (b) se observa que R> 1 implica fl„ > 1 para una infinidad 
de valores de n y por tanto a n no puede tender a 0. Por lo cual, en virtud del 
teorema 10.6, 2 a n diverge. Esto demuestra (b). 

Para demostrar (c), se consideran los dos ejemplos en los que a„ = 1 /n, y 
a„ = 1/n 2 . En ambos casos, R = 1, puesto que n 1/n •* 1 cuando n •* co [ver ecua- 
ción (10.12) del apartado 10.2], pero 2 l/ n diverge mientras que 2 i /« 2 con- 
verge. 

ejemplo 1. Con el criterio de la raíz es fácil determinar la convergencia de 
la serie 2“= 3 (log n) _ " puesto que: 

a 1 J n = —-> 0 cuando n -*■ co . 

log n 

ejemplo 2. Aplicando el criterio de la raíz a 2 [n/(n + l)]" a , se encuentra 


Y-—-— 

'■n + 1/ (1 + l/n) n 


- cuando 

e 


oo. 


en virtud de la ecuación (10.13) del apartado 10.2. Puesto que í/e < 1, la serie 
converge. 
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Una aplicación ligeramente distinta del criterio de comparación conduce al 
criterio del cociente. 

teorema 10.13. criterio del cociente. Sea a „ una serie de términos 
positivos tales que 


— 1 -> L cuando n —► oo . 
a n 

(a) Si L < 1 , la serie converge. 

(b) Si L > í, la serie diverge. 

(c) Si L — 1, el criterio no decide. 

Demostración. Si L < 1, elíjase x de manera que L < x < 1. Entonces ha 
de existir un N tal que On+Ja» < x para todo n > N. Esto implica 

‘La+I < í» para todo n > N . 

x n+i x n 

Es decir, la sucesión {a„lx n } es decreciente para n >N. En particular, cuando 
n ^ N ha de ser a„/x” <, a N /x N , o de otro modo, 

tJ N 

a„ < cx n , donde c = — . 

De donde resulta que 2 a n está dominada por la serie convergente 2 quedando 
así probado (a). 

Para demostrar (b), basta observar que L > 1 implica a„+! > a„ para todo 
n > N, a partir de un N, y por tanto a„ no puede tender a 0. 

Finalmente, (c) se prueba utilizando los mismos ejemplos que en el teo- 
rema 10 12. 


Observación. E1 que la razón a„ +1 /a„ sea siempre menor que 1 no implica 
que el límite L sea menor que 1. Por ejemplo, la serie armónica, que diverge, tiene 
la razón n/(n + 1), que es siempre menor que 1, pero el límite L es igual a 1. 
Por otra parte, para la divergencia es suficiente que la razón sea mayor que 1 para 
n suficientemente grande, puesto que entonces es «„ +1 > a„ y a„ no puede ten 
der a 0. 


ejemplo 3. Se puede establecer la convergencia de la serie ^nl/n” por el 
criterio del cociente. La razón de dos términos consecutivos es: 


Q» + i = 0 n + 1)! . rÇ = / n 1 ^ 1 

a n (n + ir +1 n! \n + 1/ (l + l/n) n ~~% 


n—*co. 


cuando 
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en virtud de la fórmula (10.13) del apartado 10.2. Puesto que ì/e < 1 la serie con- 
verge. En particular, esto implica que el término general de la serie tienda a 
cero; es decir: 

(10.44) ^ 0 cua ndo n -*• oo . 

lo que se acostumbra expresar diciendo que n n «crece más rápidamente» que n\, 
para n suficientemente grande. Y también con una extensión natural de la notación 
o se puede escribir (10.44) como sigue: n! = o(n n ) cuando n -*■ co. 

Nota. La relación (10.44) se puede probar también directamente escribiendo: 

«! _ 1 2 k k + 1 n 

«" ~n n n'~n «’ 

donde k = n/2 si « es par, y k = (n — l)/2 si n es impar. Si n > 2 el producto de los 
k primeros factores del segundo miembro no excede a (£) fc , y cada uno de los factores 
restantes no excede a 1. Puesto que (l) k —>0 cuando «—» oo, queda demostrado (10.44). 
También se deduce la relación (10.44) a partir de (10.41). 

E1 lector puede observar que tanto el criterio de la raíz como el del co- 
ciente, en realidad no son más que casos particulares de criterios de compara- 
ción. En ambos, cuando se presenta el caso (a) la convergencia se deduce del 
hecho que la serie en cuestión puede ser dominada por una serie geométrica 
adecuada Jx". La utilidad práctica de estos criterios está en que no se requiere 
el conocimiento explícito de una serie ^x” de comparación de otra forma. 
En los Ejercicios 16 y 17 de la Sección 10.16 se darán otros dos ejemplos 
importantes conocidos por criterio de Raabe y criterio de Gauss. Son útiles en 
muchos casos en los que falla el criterio del cociente. 

10.16 Ejercicios 

Decir de cada una de las series siguientes, si es convergente o divergente justificando 


la respuesta. 


'ïM- 

4 -t^ 

2 -t> r - 
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ŷ i—. 

(log «) 1/n 


8. J (« 1/n “ 1)” 

9. 2*-’. 

I 


ii. 


13. 

14. 


I, 

ì 

î 

I 


(1000)” 

n n+l/n 

(n + 1 /n)" ' 

« 3 [\/2 +(-!)»] 
3" 

r" |sennx|, r 


> 0. 


15. Sean {a„} y {ò„} dos sucesiones con a„ > 0 y 6„ > 0 para todo n>N, y sea 
c n =K ~ K+iO n+ ila n . Probar que: 

(a) Si exíste una constante positiva r, tal que c„ > r > 0, para todo n> N, entonces 
2 a n converge. 

[Indicación. Probar que 2?=.v a k ^ a xKl r -] 

(b) Si c„ < 0 para n > N y si 2 \ jb n diverge, también 2 a n diverge. 

[. Indicación. Probar que 2 a n domina 2 l/é n .] 

16. Sea 2 una serie de términos positivos. Probar el criterio de Raabe: Si existen un 
r > 0 y un N > 1 tales que 


para todo n > N, 


entonces 2 a n converge. La serie 2 a n diverge si: 


>i_I para todo n > N. 
ci n n 

[ Indicación. Aplicar el Ejercicio 15 con b n+1 = «.] 

17. Sea 2 a n una serie de términos positivos. Demostrar el criterio de Gauss: Si existe un 
»> 1 y un s> 1 y un M > 0 tales que: 


a n+i = j A ^ f(n ) 

a„ n «’ 


para 




donde |/(n)| < M para todo n, entonces £a„ converge si A > 1 y diverge si A < 1. 
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[ Indicación . Si A ^ 1, utilizar el Ejercicio 16. Si A = 1, aplicar elEjercicio 15 c 
b n+ 1 = n log n.] 

■ Aplicar el criterio de Gauss (del Ejercicio 17) para demostrar que la serie 
y/ 1 • 3 • 5 - • ■ (2n — 1) \* 

2 • 4 ■ 6 • • • (2«) J 

converge si k > 2 y diverge si k < 2. En este ejemplo el criterio del cociente no sir 


10.17 Series alternadas 

Hasta ahora se han estudiado series de términos no negativos. En lo que 
sigue se considerarán series con términos positivos y negativos. E1 caso más 
sencillo se presenta cuando los términos de la serie tienen sus signos alternati- 
vamente positivos y negativos. Estas series se denominan series alternadas y 
son de la forma: 


(10.45) î(-l) n_1 a B = a 1 -a i + a a -a i + --- + (-ìrX + • ■ •, 


donde cada a„ > 0 es positiva. 

Ejemplos de series alternadas eran conocidos de los primeros investigado- 
res. Se ha citado ya la serie logarítmica 

log(l + x) = x- y + y- ^ + -- - + (-ir l ^+ • ■ ■ . 


Como se demostrará más tarde, esta serie converge y su suma es log (1 + x) 
para —1 <x< 1. Para x positivo es una serie alternada. En particular, si 
x = 1 se obtiene Ia fórmula: 


(10.46) log2 = 1 - \ + ì - i + • • - + + ..., 


que dice que la suma de la serie armónica alternada es log 2. Este resultado es de 
especial interés teniendo en cuenta que la serie armónica 2 1 l n diverge. 
lntimamente relacionada con (10.46) es la interesante fórmula 


(10.47) 
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descubierta por James Gregory en 1671. Leibniz encontró de nuevo esta fórmula 
en 1673 calculando el área del círculo unidad. 

Ambas series (10.46) y (10.47) son series alternadas de la forma (10.45) en las 
que {a n } decrece monótonamente hacia cero. Leibniz observó, en 1705, que esta 
simple propiedad de a„ implica la convergencia de toda serie alternada. 

teorema 10.14. regla de leibniz. Si { a„ } es una sucesión monótona de- 
creciente con límite 0, la serie alternada (— 1 ) n 'a„ converge. Si S designa 
su suma y s„ su suma parcial n-sima, se tienen las desigualdades 

(10.48) 0 < (—l) n (5 - s n ) < a n+1 para cada > 1 . 

Las desigualdades en (10.48) dan una manera de estimar el error que se comete 
al aproximar la suma S por una suma parcial s„. La primera desigualdad ex- 
presa que el error S — s„ tiene el signo (— 1)", que es el del primer término 
despreciado, ( —l) n a„ +1 . La segunda desigualdad afirma que el valor absoluto de 
este error es menor que el del primer término despreciado, 

s„, n par j„, n impar 


s 2 í'l • • • S 2n s 2„ - I ... S s S : | j, 

h——*l 

Ficura 10.5 Demostración de la regla de Leibniz para series alternadas. 

Demostración. La idea de la demostración de la regla de Leibniz es muy 
simple y está representada en la figura 10.5. Las sumas parciales s 2 „ (con un 
número par de términos) forman una sucesión creciente puesto que s ìn+2 — s 2n = 
= a ìn+i ~ a 2„+2 > 0. Análogamente las sumas parciales s 2n _x forman una sucesión 
decreciente. Ambas sucesiones están acotadas inferiormente por s 2 y superiormente 
por Sj. Por tanto, cada sucesión {s 2 „} y {s 2 „-i} siendo monótona y acotada, con- 
verge hacia un límite, es decir s 2n -+S' y s 2n _ 1 -»-.S". Pero S' = S" puesto que: 

S' — S" - lim s 2n - Jim s 2n _! = lim (s 2 „ — s 2n _ x ) = lim (— a 2n ) = 0 . 

Indicando este límite común por S, es claro que la serie converge y tiene por 
límite S. 

Para deducir las desigualdades en (10.48) se razona como sigue: Puesto que 

Hn/ y s 2n _i\ es: 


s 2n < s 2n+2 < S 


S < s 2n+1 < s 2n _! para todo n > 1 . 
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Por tanto, se tienen las desigualdades. 

0 < 5 - i 2n < í 2n+1 - í 2n = a 2n+ i y 0 < í 2n _ x - S < s in _ t - s 2n = a 2n , 

que consideradas conjuntamente conducen a (10.48). Con lo cual se tiene la 
demostración eompleta. 

ejemplo 1. Puesto que l/n\ y 1/« 0 cuando n -> °o, l a convergencia 

de la serie armónica alternada 1 — \ + | — J + • • •,es una consecuencia inme- 
diata de la regla de Leibniz. La suma de esta serie se calculó ya en el ejemplo 4. 

ejemplo 2. La serie alternada 2 ( — 1)" (log n)/n converge. Para demostrarlo 
aplicando la regla de Leibniz se ha de probar que (log n)/n -> 0 cuando n -* oo 
y que (log «)/«\. Lo primero se deduce de la ecuación (10.11) de la Sección 
10.2. Para probar lo segundo se observa que la función / para la cual 

f(x) = cuando x > 0 


tiene la derivada f'(x) = (1 — log x)/x*. Cuando x > e ésta es negativa y / es 
monótona decreciente. En particular /(« + 1) < /(«) para « > 3. 


ejemplo 3. Como consecuencia de la regla de Leibniz se puede deducir tam- 
bién un límite importante. Sea: 


“‘~ u *"Ji T ’ “*-J, T’ ' 

donde, en general, 

a 2 „-1 = \ y a 2n = J ^ P ara n = 1,2,3,. 


Es fácil comprobar que a„ 0 cuando n oo y que a n \. Por tanto la serie 
2 (— 1) b_1 íL. converge. Su suma se indica por C y su suma parcial «-sima por s„. 
La suma parcial (2« — 1) se puede expresar como sigue: 


— -ÍT + ì-£T + - + .-h~Lï + i- 

- 1 + 5 + "' + ;-i T -1 + 5 + ■ + 
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Puesto que s 2 „_ x C cuando n oo se obtiene la siguiente fórmula: 


(10.49) lim(l + | + + £-log«) = C. 

E1 número C defmido por este límite se denomina constante de Euler (indicada 
algunas veces por y). Igual que tt y e, este número aparece en muchas fórmulas 
analíticas. Su valor con diez cifras decimales exactas es: 0,5772156649. Un pro- 
blema interesante, todavía sin resolver, es averiguar si la constante de Euler es ra- 
cional o irracional. 

La relación (10.49) también puede expresarse como sigue: 


(10.50) ^^ = logn + C + o(l) cuando n -*■ oo . 

De esto se deduce que la razón (1 + | + . .. + l/n)/log n -* 1 cuando n -* °P, 
de modo que las sumas parciales de la serie armónica son asintóticamente iguales a 
log n. Esto es, tenemos 





La relación (10.50) no sólo explica por qué la serie armónica diverge, sino que 
también nos proporciona una idea concreta del crecimiento de sus sumas par- 
ciales. En el próximo ejemplo utilizamos esa relación para demostrar que la serie 
armónica alternada tiene suma igual a log 2. 

ejemplo 4. Sea s m = (— 1 )*~ l /k. Sabemos que s m tiende a un lí- 

mite cuando m -* oo, y vamos ahora a demostrar que ese límite es log 2. Cuando 
m es par, sea m = 2 n, podemos separar los términos positivos y negativos obte- 
niendo 


- - 2 5TTT ■- ti - gi -îá)-îá-ïl-îì 


Aplicando (10.50) a cada suma del último miembro a la derecha, obtenemos 

í 2 „ = (log 2 n + C+ o(l)) - (log n + C + o(l)) = log 2 + o(l), 

con lo que s 2n -* log 2 cuando n -> oo. Esto demuestra que la suma de la serie 
armónica alternada es log 2. 
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10.18 Convergencia condicional y absoluta 

A pesar de ser la serie armónica alternada ( — 1)”~7 M convergente, la 
serie que se obtiene sustituyendo cada término por su valor absoluto es divergente. 
Esto prueba que en general la convergencia de £ a » no implica la convergencia 
2 \a n \. En sentido contrario se tiene el siguiente teorema: 

teorema 10.15. Si £ \a n \ converge, también converge £ a n y tenemos 

(10 -51) ||a n |<||a n |. 

Demostración. Supongamos primero que los términos a„ son reales. Sea 
b„ = a„ + \a„\. Demostraremos que 2^» converge. Se deduce entonces (según el 
teorema 10.2) que 2 a » converge debido aque a„ = b„ — |a„|. 

Puesto que b n es 0 ó 2 \a„\ tenemos 0 < b n < 2 \a„\, y por tanto 2 \ a n\ do- 
mina 2 . Por consiguiente 2 converge y, como ya se ha dicho, esto implica la 

convergencia de 

Supongamos ahora que los términos a„ son complejos, pongamos a„ = u„+iv„ 
siendo u„ y v„ reales. Puesto que |« n | < \a n \, la convergencia de 2 \ a n\ implica la 

convergencia de2l w «|. a su vez implica la convergencia de ya que u„ es 

real. Análogamente, £ v n converge. En virtud de la linealidad, la serie 

2 (« n + iv„) converge. 

Para demostrar (10.51), observemos que I^Li a k\ < l a fcl. y hagamos 
luego que n -» °o . 

definición. Una serie £ a „ se Homa absolutamente convergente si 2 \ a „\ 
converge. Es condicionalmente convergente si 2 a „ converge y en cambio J \a n \ 
diverge. 

Si 2 a n y 2 b n son absolutamente convergentes, lo mismo le ocurre a la serie 
2 (<xa„ + pb„) cualesquiera que sean a y (}. Esto se deduce inmediatamente de las 
desigualdades 

M M M oo oo 

+ Pb n \ < |a|2|a„| + ml\b n \ < I«l J>«l + 101 5>»l > 

que demuestran que las sumas parciales de 2 !***„ + ftb„\ están acotadas. 


10.19 Criterios de convergencia de Dirichlet y Abe! 

Los criterios de convergencia vistos en las Secciones anteriores que fueron 
desarrollados para series de términos no negativos también pueden usarse para 
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averiguar la convergencia absoluta de una serie de términos complejos cuales- 
quiera. En esta Sección exponemos dos criterios que se utilizan a menudo para 
determinar la convergencia en el caso en que una serie no converja absoluta- 
mente. Ambos criterios hacen uso de una identidad algebraica llamada fórmula 
de sumación parcial de Abel, en memoria del matemático noruego Niels Henrik 
Abel (1802-1829). Dicha fórmula es parecida a la de la integración por partes y 
puede enunciarse como sigue. 

TEOREMA 10.16. FÓRMULA DE SUMACIÓN PARCIAL DE ABEL. Sean {a„} y 
{b„} dos sucesiones de números complejos, y llamemos 

A n =îa k . 

Tenemos entonces la identidad 

(10.52) ì,a k b k = A n b n+1 +ỳ,A k (b k - b k+1 ) . 

Demostración. Si defmimos A« = 0, entonces a k = A k — A k -i para cada 
k = 1, 2, ..., n, así que tenemos 

J>A = 20** - A k -ì)h = Î.A k b k -J,A k b k+1 + A n b n+1 , 

que nos da (10.52). 

Si hacemos que n -> °o en (10.52), vemos que la serie 2 a k b k converge si 
convergen simultáneamente la serie ^ A k (b k — b k+1 ) y la sucesión {A„b „+,}. 
Los dos criterios que siguen dan condiciones suficientes para que éstas converjan. 

teorema 10.17. criterio de dirichlet. Sea 2 a„ una serie de términos 
complejos cuyas sumas parciales forman una sucesión acotada. Sea {b„} una 
sucesión real decreciente que converge hacia 0. Entonces la serie 2 a„b„ converge. 


Demostración. Usando la notación del teorema 10.16, existe un M > 0 tal 
que |A„| < M para todo n. Por consiguiente A„b„ +1 -* 0 cuando n -* oo. Para 
establecer la convergencia de 2 a»b„, tenemos que demostrar tan sólo que la 
serie 2 A k (b k — b k+1 ) es convergente. Puesto que b n \ , tenemos la desigualdad 


\A k (b k - b k+1 )| < M(b k - b k+1 ) . 
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Pero la serie 2 (&« — bk+ ,) es una serie telescópica convergente que domina 
2 ^k(b)c — b k l l ) . 

Esto implica la convergencia absoluta y por tanto la convergencia de 2 A k (b k — b k+1 ). 

teorema 10.18. criterio de abel. Sean '£a n una serie convergente de 
términos complejos y {&„} una sucesión monótona convergente de términos rea- 
les. Entonces la serie 2 a n b n converge. 

Demostración. Utilizamos otra vez la notación del teorema 10.16. La con- 
vergencia de implica la de la sucesión {/!„} y por tanto la de la sucesión 
{Anbn+i}. Asimismo, {A n } es una sucesión acotada. E1 resto de la demostración 
es semejante a la del criterio de Dirichlet. 

Para aplicar el criterio de Dirichlet, necesitamos conocer algunos ejemplos 
de series con sumas parciales acotadas. Naturalmente, toda serie convergente tiene 
esa propiedad. Un ejemplo importante de serie divergente con sumas parciales 
acotadas es la serie geométrica '%,x n , en la que x es un número complejo con 
|*| = 1 pero x ¥= 1. E1 teorema que sigue nos proporciona una cota superior para 
las sumas parciales de esta serie. Cuando |xj'= 1, podemos escribir x = e 2W , 
siendo 6 real, y tenemos el siguiente 

teorema 10.19. Para todo 6 real no múltiplo entero de n, tenemos la iden- 
tidad 


(10.53) 



sen nO ei{n+ve 
sen 6 


a partir de la cual obtenemos la acotación 
(10.54) H; 

Demostración. Si x ¥= 1, las sumas parciales de la serie geométrica vienen 
dadas por 
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Poniendo x = e 2ie en esta fórmula, donde 0 es real pero no múltiplo entero de n, 
encontramos 



Esto demuestra (10.53). Para deducir (10.54), observemos tan sólo que |sen nd\ < 1 

y k <(n+1) 1 - i. 

ejemplos. Supongamos que {b„} es una sucesión decreciente de números 
reales con límite 0. Tomando a„ = x„ en el criterio de Dirichlet, siendo x com- 
plejo, |x| = 1, x ¥= 1, encontramos que la serie 

(10.55) | b nX « 


converge. Obsérvese que la regla de Leibniz para series alternadas es tan sólo el 
caso particular en el que x = — 1. Si escribimos x = e ie , siendo 6 real pero no 
múltiplo entero de 2n, y consideremos las partes real e imaginaria de (10.55), de- 
ducimos que las dos series trigonométricas 

2 b n cosnd y '2'b„senn0 


convergen. En particular cuando b„ = n “, siendo x > 0, encontramos las si- 
guientes series convergentes: 



I 


cos nO 
n x 


sen nO 


Cuando a > 1, convergen absolutamentè ya que están dominadas por 2 n~“. 


10.20 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 32, determinar la convergencia o divergencia de las series 
dadas. En caso de convergencia, determinar si la serie converge absoluta o condicionalmente. 



+ 100 



500 Sucesiones, 

series, integrales impropias 

18. Jí- 1 )” ( J - co %) • 

|. '«-2<->" sMa ”ïrn- 

, V(-l) nM,/2 

5 n\ 2 " 

20. 2 (-1) " (j “ arctan (*°g «)) • 

' V' (2 n + 100\" 

"•| l *( ,+ i=ï)- 


+ ii)- 

\fvf _ 

2 . 3 ' 2n(l + 1/2 + • •• + l/n)' 

9 -|<-'>‘rî\- 

24 'Î(- 1)n ^-( 1+ í)J- 

v ( _1 )" 

2* log (e n + e~ n ) ' 

25. J (_1)n . 

j|6(n +(-l)»)« 

11 V (-1)n 

Á nìo ^ (n + ir 

2 ,| < _,,,.-, W (Ç). 

12 y (-1)n 

Zwlog(l + 1/n) 

V íl/n si n es un cuadrado 

27. / a n , donde a n = 

“í (l/n 2 si n no es un cua- 

13 

Z<(n + 1)! 

drado 

(ì/n 2 si n es impar 

28. y a n , donde a n = 

—í ( —1 /n si n es par 

14. 2(-i r[ +l Ç* x . 

29 ' 2( SCn n) " 

15. 2 sen ( lo g")- 

30. 2 • 

16. ^ lo g («sen -j . 

3i - 2( J -" sen ^) • 

„|,-,r(. —i). 

3 1 V 1 - " sen(l/n) 



Reordenación de series 


501 


En los Ejercicios del 33 al 48, determinar el conjunto de todos los complejos z para los 
que la serie converge. 



En los Ejercicios 47 y 48 determinar el conjunto de todos los números reales x para 
los que la serie converge. 

2 2" sen 2 " x v 2"sen" x 

48.2-^-- 

n=l n=l 

En los Ejercicios del 49 al 52, se supone que las series tienen los términos reales. 

49. Si a„ > 0 y ]£ a n converge, probar que ^ 1 /o n diverge. 

50. Si J \ a n\ converge, probar que converge. Dar un contraejemplo en el que^a 2 , 

converge y sin embargo ^ \<* n \ diverge. _ 

51. Dada una serie convergente ^ a n cn la que cada a„ > 0, probar que ^'Va n n~ v con- 

verge si p > J. Dar un contraejemplo para p = 

52. Decidir si es cierta o falsa cada una de las siguientes proposiciones: 

(a) Si V a„ converge absolutamente, también converge absolutamente^ a 2 /(l + a|). 

(b) Si J converge absolutamente, y para ningún n es a„ = — 1, entonces^ a nl(\ + a n) 
converge absolutamente. 


* 10.21 Reordenación de series 

E1 orden de los términos en una suma finita puede alterarse sin que por ello 
quede afectado el valor de la suma. En 1833 Cauchy hizo el sorprendente descu- 
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brimiento que eso no siempre es cierto para las series. Por ejemplo, consideremos 
la serie armónica alternada 

00.56) l_i + i_i + i_i + -= log 2 . 

La convergencia de esa serie hacia la suma log 2 se demostró en la Sección 10.17. 
Si reordenamos los términos de esa serie, tomando alternativamente dos términos 
positivos seguidos de uno negativo, obtenemos una nueva serie 

(10.57) 1 + i - ì + i + Ý- i + Ì + i 1 !- !+ + -•••• 


Cada término de la serie armónica alternada se presenta exactamente una sola 
vez en esta reordenación, y viceversa. No obstante con facilidad se puede demos- 
trar que esta nueva serie tiene uha suma mayor que log 2. Se procede así: 

Designemos por t„ la suma parcial n-sima de (10.57). Si n es múltiplo de 3, 
pongamos n = 3m, la suma parcial t 3m contiene 2 m términos positivos y m nega- 
tivos y viene dada por 


= y _j_Y—=ÍV- -\—\ _lvì = V---V---V- 

m 2,2k-í 2-i 2k \Zk 2*2k) lZk Zk l2-,k ïZk' 

k -1 k=l '*=1 *=1 ' k =1 *=1 k=1 *=1 


En cada una de las tres últimas sumas, utilizamos la relación asintótica 


^ ^ = loS « + C + o(l) cuando n -*• °o , 


obteniendo 

t 3m = Oog 4m + C + o(l)) - |(log 2m + C + o(l)) - £(log m + C + o(l)) = 
= | log 2 + o(l) . 

Así pues t 3 m -*■ 2 log2 cuando m > oo. Pero í 3m+1 = t 3m + l/(4m + 1) y 
t 3 m~i =t 3m — l/(2m), con Io que t 3m+1 y f 3m _i tienen el mismo límite que í 3m 
cuando m -> oo. Por consiguiente, toda suma parcial t„ tiene como límite f log 2 
cuando n-> oo, con lo cual la suma de la serie (10.57) es f log 2. 

E1 ejemplo anterior demuestra que la reordenación de los términos de una 
serie convergente puede alterar su suma. A continuación demostraremos que esto 
puede ocurrir tan sólo si la serie dada es condicionalmente convergente. Esto es, 
la reordenación de una serie absolutamente convergente no altera su suma. Antes 
de demostrarlo, precisaremos lo que se entiende por reordenación. 
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definición. Designemos por P = { 1 , 2, 3, . . .} el conjunto de los enteros 
positivos. Sea f una función cuyo dominio sea P y cuyo recorrido sea P, y supon- 
gamos que f tiene la propiedad siguiente: 

m¥= n implica f(m) ¥ /(«). 

Una tal función f se llama permutación de V, o aplicación uno a uno de P en sí 
mismo. Si 2 a n y 'ï.b n son dos series tales que para todo n > 1 tenemos 

b n = a /(n) 

para una cierta permutación f, entonces la serie 2 b„ e s una reordenada de 

la 2 • 


ejemplo. Si 2 a n representa la serie armónica alternada (10.56) y 2 b n 
es la serie (10.57), tenemos b„ = ««„), siendo / la permutación defmida por las 
fórmulas 

f(3n + 1) = 4« + 1 , f(3n + 2) = 4« + 3 , /(3« + 3) = 2« + 2 . 

teorema 10.20. Sea 2 a n una serie absolutamente convergente que tenga 
suma s. Entonces toda reordenada de 2 a n también converge absolutamente y tiene 
suma S: 

Demostración. Sea 2 b n una reordenada, pongamos b„ = ««„). Observe- 
mos primero que 2 b n converge absolutamente porque 2 \b„\ es una serie de tér- 
minos no negativos cuyas sumas parciales están acotadas superiormente por 

2l fl «l- 

Para demostrar que 2 b„ tiene también suma S, introducimos 

fl n=2 b k> ^n =2 fl *’ K=l.\a k \ , y S* =2l fl *l • 

Pero A n —>S y A*- * S* cuando n-> oo. Por consiguiente, dado un e > 0 cual- 
quiera, existe un N tal que 

Mv ~ S| < ~ 2 y \A% - S*\ < |. 

Para este valor N podemos elegir M de modo que 

{1,2,..., N} £ 4/(1),/(2),... ,f(M)}. 
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Esto es posible debido a que el recorrido de / contiene todos los enteros positivos. 
Si n > Af, tenemos 


(10.58) = A n + A n - S\ < | B n - Á N \ + \A N - S\ < \B n - A N \ + - . 


Pero también tenemos 


I B n - = 




|í>/(*) - 


Los términos a lt ..., a N desaparecen en la sustracción, con lo que resulta 


I B n — +#1 <, lûjv+ll + l°iV+íl + • • • — |+ìv “ s*\ < “ • 


Combinando este resultado con (10.58), vemos que \B„ — S| < € para todow > M, 
lo que significa que B„ -* S cuando n ° o. Esto demuestra que la serie reordenada 
2 b n tiene suma S. 

La hipótesis de la convergencia absoluta en el teorema 10.20 es esencial. 
Riemann descubrió que una serie copdicionalmente convergente de términos reales 
siempre se puede reordenar de manera que resulte una serie que converja y tenga 
una suma prefijada. E1 razonamiento de Riemann se basa en una propiedad de las 
series condicionalmente convergentes de términos reales. Tales series 2 a n tienen 
infinítos términos positivos e infinitos términos negativos. Consideremos las dos 
nuevas series 2 Y 2 a n obtenidas tomando sólo los términos positivos o sqlo 
los negativos. Con mayor precisión, definimos a n y a~ como sigue: 


(10.59) 


«n + \a„\ 
2 


Si a„ es positivo, a n = a n y a~ = 0; si a„ es negativo, a~ = a n y a+ = 0. Las dos 
nuevas series 2 a t y 2 a „ es tán relacionadas a la serie dada J a n del modo si- 
guiente. 


teorema 10.21. Dada una serie 2 a n de términos reales, definamos y a n 
mediante (10.59). 

a) Si 2 a n es condicionalmente convergente, las dos series 2 fl » y I di- 
vergen. 
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b) Si 2 a n es absolutamente convergente, las dos series '2.a+ y 2 a n conver- 
gen, y tenemos 

(10.60) f = 2 «n+!<*»• 

Demostración. Para demostrar la parte a) observemos que 2 2 a n converge 
y 2 h \ a n \ diverge. Por lo tanto, en virtud de la propiedad de linealidad (teorema 
10.3) 2 a t diverge y 2 a n diverge. Para demostrar la parte b), observamos que 
las dos series 2 \ a n y 2 \\ a n \ convergen, así que según la linealidad (teorema 
10.2) las dos series 2 a„ y 2 a n convergen. Puesto que a n = a A n + a~ , obtenemos 
también (10.60). 

Podemos ahora demostrar fácilmente el teorema de reordenación de Riemann. 

teorema 10.22. Sea 2 a n utia serie condicionalmente convergente de térmi- 
nos reales, y sea S un número real dado. Existe una reordenación 2 b n de2 a n 
aue converge hacia la suma S. 

Demostración. Defìnamos a n y a n como se indicó en (10.59). Las dos series 
2 a~ y 2 a n divergen ya que 2 à n es condicionalmente convergente. Reordena- 
mos 2 a n como sigue: 

Tomemos, ordenados, los suficientes términos positivos a\ para que su suma 
exceda a S. Si p x es el número de términos positivos necesarios tenemos 

2 a n > s pero 2 a n < s si 4 < P 1 • 

Siempre es esto posible ya que las sumas parciales de 2 a t tienden a +00. 
A esta suma anadimos los términos negativos a~ estrictamente neçesarios, por 
ejemplo n x términos negativos, de modo que la suma resultante sea menor que S. 
Esto es posible ya que las sumas parciales de a n tienden a — co. Así pues, te- 
nemos 


2 a n + 2 a n < S P er ° 2 + 2 a n > S si m < n x . 

Repetimos el proceso, anadiendo los términos positivos necesarios para hacer que 
la suma exceda a S, y luego los negativos precisos para que la suma sea menor 
que S. Continuando de este modo, obtenemos una reordenada 2 b n • Cada suma 
parcial de 2 b„ difìere de S a lo sumo en un término a n o en un a~ . Pero a n -* 0 
cuando n~* 00 ya que 2 a „ converge, con lo que las sumas parciales de 2 b„ 
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tienden a S. Esto prueba que la serie reordenada ^b n converge y tiene suma S, 
como se afirmó. 


10.22 Ejercicios varios de repaso 

1. a) Sea a n = V'n + 1 — 's/n. Calcular a n . 

b) Sea a„ = (n + í) e — n r , donde c es real. Determinar los valores de c para los que la 
sucesión {a„} converge y aquellos para los que diverge. En el caso de la convergencia, 
calcular el límite de la sucesión. Recuérdese que c puede ser positivo, negativo o nulo. 

2. a) Si 0 < x < 1, demostrar que (1 + x’) 1 /" converge cuando n —> oo y calcular su 
límite. 

b) Dados a > 0, b > 0, calcular lim„_. x (a n + b n ) 1/n . 

3. Una sucesión {a„} se define en forma recurrente en función de a, y a 2 por las fórmulas 


a) Suponiendo que {a„} converge, calcular el límite de la sucesión en función de a x 
y « 2 . 

E1 resultado es una media aritmética ponderada de a, y a r 

b) Demostrar que para cualesquiera a t y a 2 la sucesión {a„} converge. Se puede suponer 
que Oj < a 2 . [ Indicación : Considerar {a 2 „} y {a 2n +i} separadamente.] 

Una sucesión {*„} está definida por la siguiente fórmula de recurrencia: 

Xi = 1 , je n+1 = Vl + x n . 

Demostrar que la sucesión converge y hallar su límite. 

. Una sucesión {x„} está deftnida por la siguiente fórmula de recurrencia: 


Demostrar que la sucesión converge y hallar su límite. 

6. Sean { a n } y {b n } dos sucesiones tales que para cada n se tiene 

e n =a n + e n 

a) Demostrar que a„ > 0 implica b„ > 0. 

b) Si a„ > 0 para todo n y si Ja„ converge,demostrar que 2 (b„/a„) converge. 
En los Ejercicios del 7 al 11, averiguar la convergencia de las series que se dan. 

7. ÌcvTTP-,). 
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11 . 2 «=i a n , siendo a„ = 1/n si n es impar, a„ = 1 /n 2 si n es par. 

12. Demostrar que la serie 


2 (Vn a + 1 - V«“) 


converge para a > 2 y diverge para a = 2. 

13. Dado a„> 0 para cada n. Dar una demostración o un contraejemplo para cada una 
de las proposiciones siguientes. 

a) Si 2«=i a n diverge, entonces a n diverge. 

b) Si 2”=i a n converge, entonces £ n=1 a„/n converge. 

14. Hallar todos los valores reales de c para los que la serie 2”=i («!) c /(3«)! converge. 

15. Hallar todos los enteros a> 1 para los que la serie 2n-x (« ! ) 3 /(a«>! converge. 

16. Sean n x < n 2 < « 3 < ... aquellos enteros positivos que no contienen el 0 en su repre- 
sentación decimaí. Así por ejemplo, n t = 1, n 2 = 2, ..., n g = 9, n w = 11, .... 
n 18 = 19, n 19 = 21, etc. Demostrar que la serie de los recíprocos 2*=i 1/«» converge y 
tiene una suma menor que 90. 

llndicación: Emplear la serie 9 2”=« (®/ 1®)" 9 ue domina la serie en estudio.] 

17. Si a es un número real arbitrario, sea s n (a) = l tt + 2 a + • ■ • + n°. Determinar el si- 
guiente límite: 


(Considerar los valores positivos y negativos de a así como a = 0.) 

18. a) Si p y q s 6 n enteros fijos, p > q> 1, demostrar que 



b) La serie que sigue es una reordenada de la serie armónica alternada en la que apare- 
cen alternativamente tres términos positivos seguidos de dos términos negativos: 

l+i+Ì-Ì-Ì+^+i + ri-è-l+ + +-•••• 

Demostrar que la serie converge y que su suma es log 2 + | log 

[Indicación: Considerar la suma parcial S 5 , y utilizar la parle a).] 

c) Reordenar la serie armónica alternada, escribiendo alternativamente p términos positi- 
vos seguidos de q términos negativos. Aplicar entonces la parte a) para demostrar que 
esta serie reordenada converge y tiene como suma log 2 + £ log (p/q). 
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10.23 Integrales impropias 

E1 concepto de integral Í„/W dx se introdujo en el capítulo I con las restric- 
ciones de que la función / estuviera definida y acotada en un intervalo finito 
[a, &]. E1 objeto de la teoría de la integración se puede extender si se aflojan 
estas restricciones. 

Para empezar, se puede estudiar el comportamiento de P„f{x) dx cuando 
b -* + oo. Esto conduce a la noción de integral infinita o también llamada inte- 
gral impropia de primera especie y que se indica por el símbolo f{x) dx. Otra 
extensión se obtiene cuando se toma el intervalo [a, 6] finito, pero / no está 
acotada en el intervalo. La nueva integral así obtenida (con un paso a límite 
adecuado) se denomina integral impropia de segunda especie. Para distinguir 
las integrales del capítulo 1 de las integrales impropias, a las primeras se les suele 
llamar integrales «propias». 

Muchas funciones importantes en el Análisis se presentan como integrales 
impropias de una u otra clase, y se hace un estudio detallado de estas funciones 
en cursos superiores de Cálculo. Aquí se considerarán sólo los aspectos más ele- 
mentales de la teoría, y sólo se darán algunas definiciones, teoremas y ejemplos. 

Es evidente que las definiciones correspondientes a las integrales impropias 
tienen un gran parecido con las de las series infinitas. Por tanto, no es sorprendente 
que muchos de los teoremas elementales sobre series tengan su réplica en la teoría 
de las integrales impropias. 

Si la integral propia j ' b a f(x) dx existe para cada b ^ a, se puede definir una 
nueva función I como sigue: 

I(b) = f a f(x) dx para cada b > a . 

La función / así definida se denomina integral infinita o integral impropia de 
primera especie y se indica por medio del símbolo f(x) dx. La integral se dice 
que es convergente si el límite 

(10.61) lim I(b) = lim p/(x) dx 

existe y es finito. En caso contrario se dice que la integral J” f(x) dx es diver- 
gente. Si el límite en (10.61) existe y es igual a A, se dice que el número A es el 
valor de la integral y se escribe: 

j a f(x)dx = A. 

Esta definición es análoga a la dada para las series infinitas. Los valores 
de la función I(b) juegan el mismo papel que las «sumas parciales», por lo que 
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se las llamará «integrales parciales». Obsérvese que el símbolo J - ” f ( x ) se usa 
tanto para la integral como para el valor de la integral cuando ésta converge. 
(Compárese con la observación hecha hacia el final de la Sección 10.5.) 

ejemplo 1. La integral impropia x~‘dx diverge si s <, 1 y converge si 
s > 1. Para demostrarlo, obsérvese que: 


(b'-’-l 

rb —;- si s ^ 1 , 

I(b ) =J^ x ’dx = | 1 _ s 

Vlog b si s = 1 . 

Por tanto, I(b) tiende a un límite finito si y sólo si s > 1, en cuyo caso el límite es: 

J>-rév 

E1 comportamiento de esta integral es análogo al de la serie correspondiente a la 
función zeta, Ç(s) = n~‘. 

ejemplo 2. La integral J® sen x dx diverge puesto que: 

I(b ) = j^senx dx = 1 — cos b , 


y no tiende a ningún límite cuando b -> + oo. 


Las integrales infinitas de la forma § b _ m f(x) dx se definen de manera análo- 
ga. Además, si f(x) dx y J“ f(x) dx son ambas convergentes para un c, se 
dice que la integral J”^ f(x) dx es convergente y su valor se defìne como la suma: 


(10.62) 


dx = j^f( x ) dx + J c f(x) dx . 


(Es fácil demostrar que es independiente de la elección de c.) La integral 
J”«) f( x ) dx se dice que diverge si una por lo menos de las integrales del segundo 
miembro de (10.62) diverge. 
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ejemplo 3. La integral e-«l*l dx converge si a > 0. En efecto, si 
b > 0, se tiene: 

) e _a|!E| dx = I e~ ax dx = --— - cuando b -* oo . 

Jo Jo — a a 

Por tanto, J“ e~ alxl converge y su valor es 1 /a. Por otra parte, si 6 >0, se 
tiene: 

J° e~ a,xì dx = J° e nx dx = — J fc é~ at dt = J o é~ at dt. 

Por tanto, J®* e~ a,xì dx también converge y su valor es 1/a. Es decir, se tiene 
Jfoe e~ aM dx — 2/a. Obsérvese, sin embargo, que la integral J/*, e~ ax dx di- 
verge puesto que Jl„ e~ ax dx diverge. 

Como en el caso de las series, se tienen también en el caso de las integrales 
impropias diversos criterios de convergencia. E1 más sencillo de ellos se refiere a 
integrandos positivos. 

teorema 10.23. Si la integral propia Ja/W dx existe para cada b ^ a y si 
/(x) ^ 0 para todo x ^ 0, entonces J“ f{x) dx converge si. y sólo si existe una 
constante M > 0 tal que: 

J b f(x) dx <,M para cada b^a . 

Este teorema es la base del siguiente criterio de comparación. 

teorema 10.24. Si la integral propia J* f(x) dx existe para cada b ^ a y si 
0 <Lf(x) < g(x) para todo x ^ a, donde J® g(x) dx converge, entonces J* f(x) dx 
también converge y 


J"/(x) dx < J" g(x) dx . 

Nota. Se dice que la integral J” g(x) dx domina la integral J” f(x) dx. 

TEOREMA 10.25. CRITERIO DE COMPARACIÓN DEL LÍMITE. Si las dos inte- 
grales propias f a f(x) dx y J„ g(x) dx existen para cada b > a, siendo f(x) > 0 y 
g(x) > 0 para todo x > a, y si 

(10.63) lim = c , donde 0, 

■-»+« «(*) 

entonces las integrales J“ f(x)dx,yffg(x) dx o convergen ambas o divergen ambas. 
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Nota. Si el límite en (10.63) es 0, sólo se puede concluir que la convergencia de 
J” g(x) dx implica la convergencia de J® f(x)dx. 

Las demostraciones de los teoremas del 10.23 al 10.25 son análogas a los de 
los correspondientes de series y se dejan como ejercicios. 

ejemplo 4. Para cada real s, la integral J” e~ x x s dx converge, como resulta 
de la comparación con J“ x~ 2 dx puesto que e^x^jxr 2 —>■ 0 cuando v -»■ + oo. 

Las integrales impropias de segunda especie se pueden introducir como 
sigue: Se supone que f está definida en el intervalo semiabierto (a, b], y que la 
integral J* f(t) dt existe para cada x que satisface a < x <. b. Se define entonces 
una nueva función / de la manera siguiente: 

I(x) = J*/(0 dt si a<x<b. 

La función I así definida se denomina integral impropia de segunda especie y 
se indica por el símbolo $l+f(f)dt. Se dice que la integral converge si el límite 

(10.64) lim7(x) = lim J 6 /(0 dt 


existe y es finito. Si esto no ocurre se dice que la integral JJ + /(í) dt diverge. 
Si el límite en (10.64) existe y es igual a A, el número A se dice que es el valor 
de la integral y se escribe: 

J a+ /(0 dt = A. 

ejemplo 5. Sea/(f) = t~ a si t > 0. Si b > 0 y x > 0 se tiene: 

( b 1 -* ~ X 1 :* si s ^ 1 

/(x)=JV s dí= 1-s 

llog b — logx si 5=1. 

Cuando x *♦ 0 +, I(x) tiende a un límite finito si y sólo si s < 1. Por tanto, la 
integral J„ + t~ s dt converge si s < 1 y diverge si s > 1. 

Este ejemplo se podría tratar de otra forma. Si se hace la sustitución t = l/w, 
dt = —u~ 2 du, se obtiene: 
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Cuando x-*0 + , 1/x +poy por tanto Jo+ dt = u s ~ 2 du, siempre que la 
última integral converja. En virtud del ejemplo 1, ésta converge si y sólo si 
s — 2 < — 1, es decir, s < 1. 

E1 ejemplo anterior ilustra un hecho geométrico notable. Considérese la 
función / definida por f(x) = x~ 314 para 0 < x <Ç 1. La integral JJ + /(x) dx con- 
verge, pero la integral JJ + 7 rf 2 (x) dx diverge. Geométricamente, esto significa que 
el conjunto del plano limitado por el eje x, y = f(x), x = 0 y x = 1 tiene área 
finita, pero que el sólido obtenido por su rotación alrededor del eje x tiene 
volumen infinito. 

Las integrales impropias de la forma J£~/(0 dt se definen de manera aná- 
loga. Si las dos integrales J„ + /(0 dt y l\~f(t)dt son ambas convergentes, se 
escribe 

/„7/(0 dt = 17/(0 dt + 1*7(0 dt. 

Nota. Algunos autores escriben J£ en vez de JJ + . 

La definición se puede extender (de manera obvia) a un número finito cual- 
quiera de sumandos. Por ejemplo, si / no está definida en dos puntos c < d 
interiores a un intervalo [a, b) se dice que la integral impropia ]lf(t) dt con- 
verge y tiene el valor J'~/(/) dt + J*+/(0 dt + JJ+/(t) dt, siempre que cada 
una de estas integrales converja. Aún más, se pueden considerar combinaciones 
«mixtas» tales como J£ + /(/) dt + J" f(t) dt que se escribe $?+f(t) dt o combina- 
ciones «mixtas» de la forma J+“ f(t) dt + j£+/(/) dt + J c °°/(/) dt que se escribe 
simplemente J®/(/) dt. 

ejemplo 6. La función gamma. Si s > 0, la integral JjJi e-'/ 5 - 1 dt conver- 
ge. Esta integral se ha de interpretar como una suma, de la forma: 

(10.65) /7 e-H*- 1 dt + /7 e-'/ 5 - 1 dt. 

La segunda integral converge para todo real s, en virtud del ejemplo 4. Para 
estudiar la primera integral se pone / = 1/u y se observa que: 

1 e - '/ 5 - 1 dt = 1 e- 1/tt «- 5 - 1 du . 

Pero J“ e -l/tt w - ’ -1 du converge para s >0 por comparación con J“«- 5-1 í/u. Por 
tanto, la integral JJ+ e -t /* -1 dt converge para s > 0. Cuando s > 0 la surria 
en (10.65) se indica por T(s). La función r así definida se llama función gamma, 
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introducida por primera vez por Euler en 1729. Tiene la propiedad im- 
portante que T(« + 1) = n\ cuando n es un entero cualquiera >0. (Para la 
demostración, véase Ejercicio 19 de la Sección 10.24.) 

Los criterios de convergencia dados en los teoremas 10.23 al 10.25 tienen 
análogos para las integrales impropias de segunda especie. E1 lector no tendrá 
difìcultad en formular él mismo tales criterios. 


10.24 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10 estudiar la convergencia de la integral i 
propia correspondiente. 


= dx. 


' Jo V* 4 + 1 
2. e~ x ‘ dx. 

3 ' 1 7 “*' 

4 - r 7? dx - 

s - 


9 f 1 - dx 

J o+ Vxlogx 

f“ dx 

10 ' J 2 x (log x ) 3 ' 


11. Para un cierto valor real C, la integral 

í (^-ÎTTï)* 

converge. Determinar C y calcular la integral. 

12. Para un cierto valor real C, la integral 


converge. Determinar C y calcular la integral. 
13. Para un cierto valor real C la integral 


/, (2X 2 +2C * + l) ^ 

y calcular la integral. 

C la integral 

l'(ï7k.-+)* 


converge. Determinar C y calcular la integral. 
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14. Hallar 'los valores de a y b tales que 

/2x 2 +bx+a 


f(- 


x(2x +a) V ~ 1 • 

15. i Para qué valores de las constantes a y b existe y es igual a 1 el límite siguiente? 
f* x 3 + ax 2 + bx 


16. a) Demostrar que 




x 


sen x t/x = 0 . 


b) Decir si convergen o divergen las siguientes integrales impropias. 

r,7 ; r.”**- 

17. a) Demostrar que la integral fj + (sen x)/x dx converge. 

b) Probar que lim^^ xf Jj(cos t)/t 2 dt = 1. 

c) Decidir si la integral JJ + (cos t)/í 2 dt converge o diverge. 

18. a) Si / es monótona decreciente para todo x > 1 y si /(*)-» 0 cuando x-* + ao, 

demostrar que la integral J” f(x) dx y la serie /(”) son ambas convergentes o ambas 
divergentes. “ 

[Indicación: Recuérdese la demostración del criterio de la integral.] 

b) Dar un ejemplo de una función / no monótona para ia cual la serie ^ f(n) converja 
y la integral Jj° f(x) dx diverja. 

19. Sea r(s) = j£j_ t s ~ x e~ l dt para s > 0 (función garama). Aplicar la ìntegración por partes 
para probar que r(s + 1) = sr(s). Después demostrar por inducción que T(n + 1) = «! 
para n entero positivo. 

Cada uno de los Ejercicios 20 al 25 contiene una proposición, no necesariamente cierta, 
sobre una función / definida para todo x > 1. En cada uno de ellos, n representa un entero 
positivo, y /„ la integral J" f(x) dx que se supone que existe siempre. De cada una dar la 
demostración o un contraejempió. 

20. Si / es monótona decreciente y si lim existe, entonces la integral Jj° f(x) dx 

converge. 

21. Si linia;—*oo/(x) = 0 y Iim„_ .oc/. = A, entonces J* f(x) dx converge y su valor es A. 

22. Si la sucesión {/„} converge, la integral f* f(x) dx converge. 

23. Si / es positiva y si lim„_ .<* /„ = A, entonces jf f(x) dx converge y vale A. 
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24. Supuesto que f'(x) existe para cada x > \ y que existe una constante M > 0 tal que 
|/'(x)| < M para todo x > 1; si lim„ = A la integral Jf f(x) dx converge y su valor 
es A. 

25. Si J” f(x) dx converge, entonces lim x ^ 30 /(jc) = 0. 




11 

SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 


11.1 Convergencia puntual de sucesiones de funciones 

En el capítulo 10 hemos considerado sucesíones cuyos términos eran números 
reales o complejos. Ahora queremos considerar sucesiones {/„} cuyos términos 
sean funciones reales o complejas que tengan un dominio común en la recta real 
o en el plano complejo. Para cada x del dominio, podemos construir otra suce- 
sión {f„(x)} de números cuyos términos son los correspondientes valores de las 
funciones. Designemos con S el conjunto de puntos x para los que esta sucesión 
converge. La función / defmida en S por la igualdad 

f(x) = lim f n (x) si xeS, 

se llama la función límite de la sucesión {/„}, y decimos que la sucesión {/„} 
converge puntualmente hacia / en el conjunto S. 

E1 estudio de tales sucesiones está en principio relacionado con el tipo de 
pregunta siguiente: Si cada término de una sucesión {/„} tiene una cierta propie- 
dad, como, por ejemplo, la continuidad, la derivabilidad o la integrabilidad, i,en 
qué condiciones se conserva esa propiedad en la función límite? Por ejemplo, si 
cada función /„ es continua en un punto x, £lo es también la función límite /? 
E1 ejemplo que sigue demuestra que, en general, no lo es. 

ejemplo 1. Sucesión de funcìones continuas con función límite discontinua. 
Sea f„(x) = x” si 0 < x < 1. En la figura 11.1 se han representado algunos tér- 
minos. La sucesión {/„} converge puntualmente en el intervalo cerrado [0, 1], y 
su función límite / viene dada por la fórmula 

= si °S*<1, 

M '*°° ll si X = 1 . 
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Obsérvese que la función límite / es discontinua en 1, si bien cada término de la 
sucesión es continua en todo el intervalo [0, 1]. 

ejemplo 2. Sucesión para la que lim /„(x) dx ¥= $ b a lim f»{x) dx. Sea 

f„(x) = nx( 1 — x 2 )" para 0 < jc < 1. En este ejemplo, la sucesión {/„} converge 
puntualmente hacia una función límite / que es cero en todo punto del intervalo 
cerrado [0, 1]. En la figura 11.2 se han representado los primeros términos de 
la sucesión. La integral de /„ en el intervalo [0, 1] viene dada por 

JV.w * -»JV - =fr d* = - 1L- • 

Por consiguiente tenemos lim JJ/ n (x) dx = \, pero JJ lim f n (x) dx = 0. Dicho 
de otro modo, el límite de las integrales no es igual a la integral del límite.Este 



Figura 11.1 Sucesión de funciones continuas Figura 11.2 Sucesìón de funciones para 
con función límite discontinua. ìa que f„—> 0 en [0, 1] pero 

/J/, -*■ \ cuandò n —> 00 . 


ejemplo prueba que las dos operaciones de «paso al límite» e «integración» no 
siempre son intercambiables. (Ver también los ejercicios 17 y 18 de la sección 
11.7) 

George G. Stokes (1819-1903), Phillip L. v. Seidel (1821-1896), y Karl 
Weierstrass fueron los primeros en comprobar que se necesitaba alguna condición 
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adicional para justificar el intercambio de esas operaciones. En 1848, Stokes y 
Seidel (independientemente y casi al mismo tiempo) introdujeron un concepto 
ahora llamado convergencia uniforme y demostraron que para una sucesión unifor- 
memente convergente las operaciones de paso al límite e integración pueden inter- 
cambiarse. Más tarde Weierstrass demostró que el concepto es de gran importan- 
cia en Análisis superior. En la Sección próxima introducimos el concepto y demos- 
tramos su relación con la continuidad y la integración. 


11.2 Convergencia uniforme de sucesiones de funciones 

Sea { f n } una sucesión que converge puntualmente en un conjunto S hacia una 
función límite /. Según la defmición de límite, eso signifìca que para cada x de S 
y para cada e > 0 existe un entero N, que depende de x y de e, tal que 
|/„(x) — /(jí)| < e con tal que n ^ N. Si el mismo N sirve para todos los puntos x 
de S, entonces la convergencia se llama uniforme en S. Esto es, tenemos la si- 
guiente 

definición. Una sucesión de funciones {/„} se llama uniformemente con- 
vergente hacia f en un conjunto S si para todo e > 0 existe un N (dependiente tan 
sólo de e) tal que n ^ N implica 

| f n (x) — f(x)\ < e para todo x de S. 

Expresamos simbólicamente eso escribiendo 

f„~* f uniformemente en S. 



Figura 11.3 Significado geométrico de la convergencia uniforme. Si n > N, toda la gráfica 
de cada /„ está situadà a distancia menor que e de la gráfica de la función límite f. 

Cuando las funciones /„ son de valores reales, existe una interpretación geo- 
métrica sencilla de la convergencia uniforme. La desigualdad f„(x) — f(x) < e es 
equivalente al par de desigualdades 

f(x) - e </„( x) <f(x) + e . 




520 


Sucesiones y series de funciones 


Si éstas son ciertas para todo n > N y todo x de S, entQnces toda la gráfica de f„ 
correspondiente a S está en una banda de altura 2e simétricamente situada res- 
pecto de la gráfica de f, como se indica en la figura 11.3. 


11.3 Convergencia uniforme y continuidad 

Demostramos a continuación que la convergencia uniforme transmite la con- 
tinuidad de los términos de la sucesión {/„} a la función límite /. 

teorema 11.1. Si f n ~* f uniformemente en un intervalo S y cada función 
f„ es continua en cada punto p de S, la función límite f también es continua en p. 

Demostración. Probaremos que para todo e > 0 existe un entórno N(p) 
tal que \/(x) — f(p)\ < e siempre que x e N(p) n S. Si « > 0 está dado, existe 
un entero N tal que n > /V implica 

l/„W — /(x)| < ^ para todo x de S . 

Puesto que fu es continua en p, existe un entorno N(p) tal que 
I/ìvM ~ /v(p) I < - para todo x de N(p) n S . 

Por lo tanto, para todo x de N(p) n S, tenemos 

l/M -f(p) I = l/W ~/vW +/*<*) -Mp) +Mp ) -f( P ) 1 < 

< I/(*) -Mx)\ + 1 Mx) -Mp) | +1 Mp) -f(p) I. 

Puesto que cada término del segundo miembro es <e/3. encontramos 
\f(x) ~ f(p ) I < «. lo cual completa la demostración. 

E1 teorema anterior tiene una aplicación importante a las series de funciones. 
Si los valores de las funciones f„(x) son sumas parciales de otras funciones, por 
ejemplo 

/„(x) =ỳ,u k (x ), 

y si /„ -> / puntualmente en S, tenemos entonces 

f(x) = lim f n (x) = f u k (x\ 

n ~> 00 k=l 
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para cada x de S. En este caso, se dice que la serie 2 u !; converge puntualmente 
hacia la función suma /. Si f n ~* t uniformemente en S, decimos que la serie 2 l h 
converge uniformemente hacia /. Si cada término es una función continua en un 
punto p de S, cada suma parcial f„ también es continua en p con lo que, en virtud 
del teorema 11.1, obtenemos el siguiente corolario. 

teorema 11.2. Si una serie de funciones 2 u k converge uniformémente 
hacia la función suma f en un conjunto S, y si cada término Uk es continuo en un 
punto p de S, la suma / también es continua en p. 

Nota: También podemos expresar simbólicamente este resultado escribiendo 


lim ^ = 2 lim • 


Expresamos esto diciendo que para una serie uniformemente convergente podemos inter- 
cambiar el símbolo de paso al límite con el de sumación, o que podemos pasar al 
límite término a término. 


11.4 Convergencia uniforme e integración 

E1 siguiente teorema demuestra que la convergencia uniforme nos permite 
intercambiar el símbolo de integracióh con el de paso al límite. 

teorema 11.3. Supongamos que /„ -» / uniformemente en un intervalo 
[a, b], y que cada función f„ es continua en [a, b~\. Definamos una nueva sucesión 
{g„} mediante 

g n (x) = /*/„(') dt si x e [a, b], 

y pongamos 

g(x) = j a f(t) dt. 

Entonces g n g uniformemente en [a, 6]. Simbólicamente, tenemos 
lim j*f n (t) dt = J lim f n (t) dt. 

Demostración. La demostración es muy sencilla. Dado e > 0, existe un en- 
tero N tal que n > N implica 

fn(t) —f(t) < ~ — para todo t de [a, b] . 

b — a 
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Luego, si x e [a, 6] y si n > N, tenemos 

l*-W - gWI = | |Vn(0 -/(0) * | <Jj/n(0 -/(01 dt < JJ^- dt — € , 

con lo que gn^* g uniformemente en [ó, 6]. 

Otra vez, como corolario, tenemos un resultado análogo para las series. 

teorema 11.4. Supongamos que una serie de funciones 2 u k converge uni- 
formemente hacia la función suma f en un interválo [fl, &], siendo cada u k con- 
tinua en [a, 6]. Si x e [a, 6], definimos 

gnto =Ìj «fc(0 dt y g(x)=jj(t)dt. 

Entonces gn^ g uniformemente en [a, b). Dicho de otro modo, tenemos 

lim 2 J w *(0 dt = J lim 2 w *(0 dt 

o 

i, J w )t(0 dt = J 2 «*(0 • 

Demostración. Apliquemos el teorema 11.3 a la sucesión de sumas parciales 
{/„} dada por 


/«(Ô =Ì>*(0, 

y observemos que _[;/„(*) = 2*=i Jí w *(0 

Con frecuencia el teorema 11.4 se expresa diciendo que una serie uniforme- 
mente convergente puede integrarse término a término. 


11.5 Una condición suficiente para la convergencia uniforme 

Weierstrass indicó un criterio para probar que ciertas series son uniforme- 
mente convergentes. E1 criterio es aplicable siempre que la serie dada pueda ser 
dominada por una serie numérica de términos positivos. 
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teorema 11.5. criterio m de weierstrass. Dada una serie de funciones 
2 u n que converge puntualmente hacia una función f en un conjunto S. Si existe 
una serie numérica convergente de términos positivos 2 tal que 

0 < |w„(x)| < M n para todo n > 1 y todo x de S, 
entonces la serie 2 K converge uniformemente en S. 

Demostracìón. E1 criterio de comparación prueba que la serie 2 U Á X ) con- 
verge absolutamente para cada x de S. Para cada * de S, tenemos 


/00 - 2 u k (x )I = 2 u fc (x)| < 2 l«*(*)l < f M k . 

k-l I \k—n+l I k=n +1 k=n+l 

Puesto que la serie 2 converge, para cada e > 0 existe un entero N tal que 
n> N implica 

f M k < e • 

k=n+l 

Esto prueba que 

f(x) - |> fc (x)| < € 

para todo n > N y todo x de S. Por lo tanto, la serie 2 u n converge uniformepiente 
hacia f en S. 

La derivación término a término de una serie funcional cualquiera es asunto 
más delicado, en cuanto a la conservación de propiedades, que la integración tér- 
mino a término. Por ejemplo, la serie 2»-i ( sen «*)/« 2 converge para todo valor 
de x ya que es dominada por 2 l/« 2 - Además, la convergencia es uniforme en 
todo el eje real. No obstante, la serie obtenida derivando término a término es 
2 (cos nx)/n, y ésta diverge cuando x = 0. Este ejemplo demuestra que la deri- 
vación término a término puede destruir la convergencia, aun cuando la serie 
original sea uniformemente convergente. Por consiguiente, el problema de justi- 
ficar el intercambio de las operaciones de derivación y sumación es, en general, 
más serio que en el caso de la integración. Con este ejemplo el lector puede com- 
probar que las manipulaciones corrientes con sumas finitas no siempre puedén 
efectuarse con series, incluso en el caso en que las series de que se trate sean 
uniformemente convergentes. A continuación no referimos a unas series de fun- 
ciones de tipo especial, llamadas series de potencias, que pueden manejarse en 
muchas ocasiones como si fueran sumas finitas. 
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11.6 Series de potencias. Círculo de convergencia 

Una serie de la forma 

2 a„(z — a)" = a 0 + a t (z — a) H-+ a„(z — «)"+••• 


se llama serie de potencias de z — a. Los números z, a, y los coeficientes a„ son 
complejos. Con cada serie de potencias está asociado un círculo, llamado círculo 
de convergencia, tal que la serie converge absolutamente para todo z interior al 
mismo, y diverge para todo z exterior. El centro del círculo es a y su radio r se 

Región de 
divergencia 




Figura 11.4 Círculo de convergencia de una serie de potencias. 

llama radio de convergencia. (Ver figura 11.4.) En casos extremos, el círculo 
puede reducirse a im solo punto a, en cuyo caso r = 0, o puede consistir en todo 
eí plano complejo, en cuyo caso decimos que r = + oo. La existencia del círculo 
de convergencia se demuestra en el teorema 11.7. 

E1 comportamiento de la serie en los puntos frontera del círculo no puede 
predecirse. Con ejemplos se ve que puede haber convergencia en ninguno, en 
alguno, o en todos los puntos frontera. 

Para gran parte de las series de potencias que en la práctica se presentan, el 
radio de convergencia puede determinarse mediante el criterio del cociente o el 
de la raíz, como en los ejemplos que siguen. 

ejemplo 1. Para hallar el radio de convergencia de la serie de potencias 
2 z n /n !, aplicamos el criterio del cociente. Si z ¥= 0, la razón de términos conse- 
cutivos tiene como valor absoluto 
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Puesto que este cociente tiende hacia 0 cuando n -* co, llegamos a la conclusión 
de que la serie converge absolutamente para todo complejo z + 0. También con- 
verge para z = 0, con lo que el radio de convergencia es + oo. 

Puesto que el término general de una serie convergente debe tender a 0, el re- 
sultado del ejemplo anterior prueba que 

lim — = 0 

n-> 00 n ! 

para todo z complejo. Esto es, n! «crece más rápidamente» que la potencia n-sima 
de cualquier número complejo z fijo cuando n -> oo. 

ejemplo 2. Para averiguar la convergencia de la serie 2 « 2 3"z", utilizamos 
el criterio de la raíz. Tenemos 

(n 2 3 n \z\ n f! n = 3 |z| n 2 / n ->■ 3 |z| cuando n -»• oo , 

ya que n 2/n = (n 1/n ) 2 y n ,/n -> 1 cuando n -> oo. Por consiguiente, la serie con- 
verge absolutamente si |z| < j y diverge si |z| > j. E1 radio de convergencia es 
Esta serie de potencias diverge en todo punto frontera debido a que, si |z| = J, 
el término general tiene valor absoluto n 2 . 

ejemplo 3. Para cada una de las series 2 Z "/ M Y 2 z "/ n2 > e l criterio del 
cociente nos dice que el radio de convergencia es 1. La primera diverge en el 
punto frontera z = 1 pero converge en todos los demás puntos frontera (ver 
Sección 10.19). La segunda serie converge en todo punto frontera puesto que es 
dominada por 2 l/” 2 > 

Terminamos esta Sección demostrando que toda serie de potencias posee círcu- 
lo de convergencia. La demostración se apoya en el teorema siguiente. 

teorema 11.6. Si la serie de potencias £ a n z n converge en un punto z + 0, 
por ejemplo para z = z lt se tiene: 

a) La serie converge absolutamente para todo z siendo \z\ < z,|. 

b) La serie converge uniformemente en todo disco circular de centro en 0 
y radio R < |zj|. 

Demostración. Puesto que 2 a « z í converge, su término general tiende hacia 
0 cuando n -> oo. En particular, |a„z”| < 1 a partir de un cierto n > N. Sea S un 
círculo de radio R, siendo 0 < R < \z x \. Si z e S y n >N, tenemos \z\ < R y 

\a n z n \ = |a„z n | j 1"< | j-1”< | j |"= í n , donde t = | -1 . 
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Puesto que 0 < t < 1, la serie 2V" es dominada por la serie geométrica con- 
vergente 2 *“• E n virtud del criterio M de Weierstrass, la serie 2 a n z n converge 
uniformemente en S. Esto prueba b). E1 razonamiento prueba también que la 
serie 2 convetge absolutamente para cada z de S. Pero ya que cada z tal 
que |zj < |zj| está en un cierto círculo S de radio R < |zj|, esto prueba también 
la parte a). 

TEOREMA 11.7. EXISTENCIA DE UN CÍRCULO DE CONVERGENCIA. Si ld Serìe 
de potencias 2 a n z '‘ converge por lo menos para un z¥= 0, por ejemplo para 
z = Zj, y diverge por lo menos para un z, por ejemplo para z = z 2 , existe un nú- 
mero real positivo r tal que la serie converge absolutamente si \z\ < r y diverge si 

M > r. 

Demostración. Designemos con A el conjunto de todos los números positivos 
|z| para los que la serie de potencias 2 a » z " converge. E1 conjunto A no es vacío 
ya que, por hipótesis, contiene |zj|. Asimismo, ningún número de A puede ser ma- 
yor que jz 2 |(debido al teorema 11.6). Luego, |z 2 j es una cotâ superior de A. Puesto 
que A es un conjunto no vacío de números positivos acotado superiormente, tierie 
extremo superior que designamos con r. Es evidente que r > 0 ya que r > |zj|. 
En virtud del teorema 11.6 ningún número de A puede superar a r. Por consi- 
guiente, la serie diverge si |z| > r. Pero es fácil demostrar que la serie converge 
absolutamente si |z| < r. Si |z| < r, existe un número positivo x en A tal que 
|z| < x < r. Según el teorema 11.6, la serie 2 a „z n converge absolutamente. Esto 
completa la demostración. 

Como es natural, existe un teorema análogo para series de potencias de z — a 
que puede deducirse del caso que acabamos de tratar, introduciendo el cambio de 
variable Z = z — a. E1 círculo de convergencia tiene su centro en a, como se ve 
en la figura 11.4. 


11.7 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 ai 16, determinar el radio de convergencia r de las series de po- 
tencias que se dan. En los Ejercicios del 1 al 10, averiguar la convergencia en los puntos 
frontera si r es finito. 


^z» 

‘•Zî' 

ŷ(z + 3>» 

(n + 1)2» 

2 T z " 

, V ( —l)"2 2 ”z 2n 

+ 1)2» • 

à 2n 
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5. 2 t 1 

^ (-l)”(z + 1)" 

'• Z, n 2 + 1 

«•2 o< “ 


: (»!> 2 . 
-(2«)! Z 


V3^:- 




1 • 3 • 5 ■ • • (2 n - 1)\ 3 


u -2( i+ ìp' 

13. 2 ( ser * an)z n , a > 0. 

14. 2 (senh arí)z n , a > 0. 
n—o 

15. V ■„ a > 0,b > 0. 

Z-, a n + b n 

Í6. 2 (~ + j z "> a > 0,b > 0. 

17. Si f„(x) = nxe~ nx * para « = 1, 2, .... y x real, demostrar que 

lim J f n (x) dx J Hm f n (x) dx . 


Este ejemplo demuestra que las operaciones de integración y de pasò al límite no siem- 
pre pueden intercambiarse. 

18. Sea f„(x) = (sennx)/n, y para cada x real fijo sea f(x) = lim„_oo /.'(*)• Demostrar que 

lim /^(0) */'(0). 


Este ejemplo prueba que las operaciones de derivación y de paso al límite no siempre 
pueden intercambiarse. 

19. Demostrar que la serie Zn=i ( sen nx)/ri í converge para todo real x, y designemos su 
suma con f(x). Demostrar que / es continua en [0, ir), y utilizar el teorema 11.4 para 
demostrar que 

20, Se sabe que 


2 cos nx 

= 


si 0 < x <„ 2 t ,. 
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Utilizar esta fórmula y el teorema 11.4 para deducir las siguientes fórmulas 


w 2 


z! 

6 ’ 


(b) 2 


(_!)«+! 

(2 n - l) 3 = 32 ' 


11.8 Propiedades de las funciones representadas por series reales de potencias 

En esta Sección nos liraitamos a series reales de potencias, esto es a series de la 
forma 2 a n {z — a) n en las que z, a y los coefìcientes a„ son todos números reales. 
Escribiremos x en lugar de z. E1 círculo de convergencia limita en el eje real un 
intervalo (a — r, a + r) simétrico respecto al punto a; a tal intervalo lo llamamos 
intervalo de convergencia de la serie real de potencias 2 û «(* — fl ) n - E1 número r 
se llama radio de convergencia. (Véase figura 11.5). 



Figura 11.5 Intervalo de convergencia de una serie real de potencias. 

Cada serie real de potencias define una función suma cuyo valor en cada x 
del intervalo de convergencia viene dado por 


/00 = \a n {x - a) n . 


Se dice que la serie representa la función f en el intervalo de convergencia, 
y se la denomina el desarrollo en serie de / según las potencias de a. 

Existen dos problemas básicos acerca de los desarrollos en serie de potencias 
que aquí nos interesan: 

1) Dada la serie, hallar propiedades de la función suma /. 

2) Dada una función /, ver si puede ser o no representada por una serie de 
potencias. Resulta que sólo algunas funciones especiales poseen desarrollo en serie 
de potencias. Sin embargo la clase de tales funciones contiene la mayor parte de 
los ejemplos que se presentan en la práctica, y por tanto su estudio es de gran 
importancia. Volvamos ahora a la discusión de la cuestión 1). 

E1 teorema 11.6 nos dice que la serie de potencias converge absolutamente 
para cada x del intervalo abierto (a — r, a + r), y que converge uniformemente 
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en todo subintervalo cerrado [a — R, a + /?], donde 0 < R < r. Puesto que cada 
término de la serie de potencias es una función continua en todo el eje real, resulta 
del teorema 11.2 que la función suma / es continua en todo subintervalo cerrado 
[a — R, a + R], y por tanto en el intervalo abierto (a — r, a + R). Asimismo, 
el teorema 11.4 nos dice que podemos integrar la serie de potencias término a tér- 
mino en todo subintervalo cerrado [a — R, a + R]. Estas propiedades de las fun- 
ciones representadas por series de potencias quedan concretadas en el teorema 
siguiente. 

teorema 11.8. Si una función f está representada por la serie de potencias 


(11.1) /(*) = î - «)" 

en un intervalo abierto (a — r, a + r), es continua en ese intervalo, y su integral 
en cualquier subintervalo cerrado puede calcularse integrando la serie término a 
término. En particular, para todo x de (a — r, a + r), tenemos 

£7(0 dt = 2 a -j7 - a >” dt = ỲïTï {x ~ ar+1 


E1 teorema 11.8 también demuestra que el radio de convergencia de la serie 
integrada es por lo menos igual al de la serie original. Demostraremos ahora que 
ambas series tienen exactamente el mismo radio de convergencia. Demostremos 
primero que una serie de potencias puede derivarse término a término en el interior 
de su intervalo de convergencia. 


teorema 11.9. Sea f la función representada por la serie (11.1) en el inter- 
valo de convergencia (a — r, a + r). Entonces tenemos: 

a) La serie derivada 2“ =1 na„(x — a) n l tiene también radio de conver- 
gencia r. 

b) La derivada f'(x) existe para cada x del intervalo de convergencia y viene 
expresada por 


/'(*) = Ì "fl»(* - a ? 1 • 


Demostración. Para simplifìcar, supongamos en la demostración a — 0. 
Demostremos primero que la serie derivada converge absolutamente en el intervalo 
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(— r, r). Elijamos cualquier x positivo tal que 0 < x < r, y sea h un número po- 
sitivo tal que Q<x<x + h<r. Entonces las series de f(x) y de f(x + h) son 
absolutamente convergentes. Luego, podemos escribir 

(11.2) /(* + IH. ~ /(*) _ xr a ( x + h) n — x n 

h Z ” h 

La serie del segundo miembro es absolutamente convergente ya que es una com- 
binación lineal de series convergentes. A continuación apliquemos el teorema del 
valor medio para escribir 


(x + h) n - x” = /mc” -1 , 

donde x < c» < x + h. Luego, la serie (11.2) es idéntica a la serie 
(11.3) 'ï,'na n cl~ í 

que debe ser absolutamente convergente, puesto que la de la igualdad 11.2 lo es. 
La serie (11.3) no es ya una serie de potencias, pero domina la serie de potencias 
2 na«x n_1 , con lo que esta última serie debe ser absolutamente convergente para 
ese valor de x. Esto demuestra que el radio de convergencia de la serie derivada 
2 «anX B_1 es por lo menos igual a r. Por otra parte, el radio de convergencia de 
la serie derivada no puede exceder a r porque esta serie derivada domina la ori- 
ginal 2 ci»x n . Esto prueba la parte a). 

Para demostrar la parte b), sea g la función suma de la serie derivada s 


g(x) = 2 na n* B 1 


Aplicando el teorema 11.8 a g, podemos integrar término a términò én el intervalo 
de convergencia obteniendo 

g(0 dt = 2 a„x B = f(x) - a 0 . 

Puesto que g es continua, el primer teorema fundamental del Cálculo nos dice que 
f'(x) existe y es igual a g(x) para cada x del intervalo de convergencia. Esto de- 
muestra b). 
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Los teoremas 11.8 y 11.9 justifican las manipulaciones formales de la 
Secciónl0.8 en donde obtuvimos varios desarrollos en serie de potencias utilizando 
la derivación y la integración término a término de la serie geométrica. En par- 
ticular, estos teoremas establecen la validez de los desarrollos 

log (1 + x) = V y arctan x = V * , 

J—in + 1 *-> 2n + 1 

siempre que x esté en el intervalo abierto — 1 < x < 1. 

Como una consecuencia más del teorema 11.9, obtenemos que la función 
suma de una serie de potencias tiene derivadas de todo orden y que pueden ser 
calculadas por derivación reiterada término a término de la serie de potencias. 
Si f(x) = 2 a «(x — fl)” y derivamos esta fórmula k veces y ponemos luego x — a 
en el resultado, encontramos que f m (a) = k\a k , con lo cual el coeficiente k-é simo 
ûjt viene dado por la fórmula 


= 


para k — 1,2,3 . 


Esta fórmula también es válida para k = 0 si interpretamos / (0) (a) como f(a). Así 
pues, el desarrollo de / en serie de potencias tiene la forma 




Esta propiedad puede formularse como un teorema de unicidad para los desarro- 
llos en serie de potencias. 

teorema 11.10. Si dos series de potencias J a n(x — a)” y 2 b»(x — a)" 
tienen la misma función suma f en un cierto entorno del punto a, entonces las 
dos series son iguales término a término; en realidad, tenemos a„ = b„ = f”\a)/n\ 
para cada n > 0. 

La igualdad (11.4) demuestra también que las sumas parciales de una serie 
de potencias son sencillamente los polinomios de Taylor de la función suma en el 
punto a. En otras palabras, si una función / es representable por una serie de 
potencias en un intervalo (a — r, a + r), entonces la sucesión de polinomios de 
Taylor {T„f(x; fl)} engendrada en a por / converge puntualmente en ese intervalo 
hacia la función suma /. Además, la convergencia es uniforme en todo subintervalo 
cerrado del intervalo de convergencia. 
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11.9 Serie de Taylor generada por una función 

Volvamos ahora al segundo problema que surgió al comenzar la Sección pre- 
cedente. Esto es, dada una función /, averiguar si es o no desarrollable en serie 
de potencias en un cierto intervalo abierto en torno al punto a. 

Sabemos por lo que se acaba de demostrar que tal función debe tener nece- 
sariamente derivadas de todo orden en un cierto intervalo abierto en torno al 
punto a y que los coeficientes de su desarrollo en serie de potencias son los dados 
por la igualdad (11.4). Supongamos, entonces, que partimos de una función / 
que tenga derivadas de cualquier orden en un intervalo abierto en torno al pun- 
to a. Diremos que una tal función es infinitamente derivable en ese intervalo, Po- 
demos entonces formar la serie de potencias 

(U.5) 

Esta se llama serie de Taylor generada por f en a. Formulemos ahora dos pre- 
guntas: ^Converge esa serie para cualquier otro x distinto del x = a? Si es así, 
isu suma es igual a f{x)? Aunque sorprenda, la contestación a esas preguntas es, 
en general, «no». La serie puede ser o no convergente para x a y, si lo es, su 
suma puede o no coincidir con f{x). En elEjercicio 24 de laSección 11.13 se da 
un ejemplo de una serie que converge hacia una suma distinta de f{x). 

Una condición necesaria y suficiente para poder contestar afirmativamente 
las dos preguntas, puede conseguirse usando la fórmula de Taylor con resto, que 
da un desarrollo finito de la forma 

(u.6) M-îfrr* --)“ +E - w ' 

La suma finita es el polinomio de Taylor de grado n generado por / en a, y 
E„{x) es el error cometido al aproximar / con su polinomio de Taylor. Si hacemos 
n -*• co en (11.6), vemos que la serie de potencias (11.5) convergerá hacia f{x) si 
y sólo si el término de error tiende a 0. En laSección que sigue hacemos la discu- 
sión de una condición suficiente para que el término de error tienda a 0. 


11.10 Condición suficiente para la convergencia de una serie de Taylor 

En el teorema 7.6 se demostró que el término de error en la fórmula de Taylor 
puede expresarse como una integral 



Desarrollos en serie de potencias de funciones exponencial y trigonométricas 533 

en cualquier intervalo en tomo al punto a en el que / ( “ +1) sea continua. Por con- 
siguiente, si / es indefinidamente derivable, tenemos siempre esa representación del 
error, con lo que la serie de Taylor converge hacia f(x) si y sólo si la integral 
tiende hacia 0 cuando n oo. 

La integral se puede poner en una forma algo más útil por medio de un cam- 
bio de variable. Escribamos 

/ = x + (a — x)u, dt = —(x — a)du , 


y observemos que u varía de 1 a 0 cuando t varía de a a x. Por tanto, la integral 

(11.7) se convierte en 

(11.8) E n (x) = ~ - a) - J h”/ ( ” +1, [x + (a - x)u] du . 

Esta forma del error nos permite dar la siguiente condición suficiente para la con- 
vergencia de una serie de Taylor. 

teorema 11.11. Si f es infinitamente derivable en un intervalo abierto 
I = (a — r, a + r), y si existe una constante positiva A tal que 


(11.9) \f {n) (x)\<A n para n= 1,2,3,..., 

y todo x de I, entonces la serie de Taylor generada por f en a converge hacia f(x) 
para cada x de I. 

Demostración. Utilizando la desigualdad (11.9) de la fórmula integral (11.8), 
obtenemos la estimación 


0 < |£„(x)| < 


-r- 


- a\ n+1 
(n + 1)! 


(n + 1)! 


en donde B = A\x — a\. Pero para todo B, B n /n\ tiende a 0 cuando n co, así 
que E„(x) 0 para cada x de /. 


11.11 Desarrollos en serie de potencias de las funciones exponencial y trigono- 
métricas 

Las funciones seno y coseno y todas sus derivadas están acotadas por el nú- 
mero 1 en todo el eje real. Por consiguiente, la desigualdad (11.9) es válida con 
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A = 1 si f(x) = sen x o si f(x) — cos x, y tenemos los desarrollos en serie 


sen x = x— ~ + 7: — + (—1)" 1 


3! 5! 7! 


(2n - 1)! 


+ (- 1 )” 



válidos para todo x real. Para la función exponencial, f(x) = e x , tenemos f n) (x) = 
e* para todo x, así que en cualquier intervalo finito (—r , r) tenemos e x < e r . Por 
consiguiente, (11.9) se satisface para A=e r . Puesto que r es cualquiera, esto de- 
muestra que el siguiente desarrollo en serie de potencias es válido para todo x real: 

«* = 1 + * + £ + --- + -”+---- 
2! nl 


Los anteriores desarrollos en series de potencias del seno y del coseno se 
pueden tomar como punto de partida de un estudio completamente analítico 
de las funciones trigonométricas. Tomando estas series como definiciones del seno 
y del coseno, es posible deducir sólo de ellas todas las propiedades analíticas y 
algebraicas de las funciones trigonométricas. Por ejemplo, de las series se de- 
ducen inmediatamente las fórmulas: 


sen0 = 0, cos0 = 1, sen (—x) = — sen x, cos(— x) = cos x, 

D sen x = cos x, D cos x = — sen x. 

Las fórmulas de adición se pueden obtener por medio del siguiente artificio: 
sean u y v nuevas funciones definidas por las ecuaciones: 

u(x) = sen (x + d) — sen x cos a — cos x sen a, 

v(x) = cos (x + a) — cos x cos a -(- sen x sen a, 

donde a es un número real fijo, y sea f(x) = [u(x)] 2 + [i;(x)] 2 . Entonces es fácil 
comprobar que u'(x) = v(x) y v'(x) = — u(x) y por tanto f'(x) = 0 para todo x. 
De aquí resulta que f(x) es una constante, y puesto que /(0) = 0, ha de ser 

f(x) = 0 para todo x. Esto implica u(x) = v(x) = 0 para todo x, o de otra forma: 

sen (x + a) = sen x cos a + cos x sen a, 


cos (x + a) = cos x cos a — sen x sen a. 
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E1 número u, se puede introducir como el menor número positivo tal que 
sen x = 0 (se puede probar que existe una tal x) y después se puede probar 
que el seno y el coseno son periódicas con período 2-n, que sen (^) = 1, y que 
cos (ítt) = 0. Los detalles, que no se expondrán aquí, se pueden encontrar en 
el libro Theory and Application of Infinite Series, por K. Knopp (Nueva York: 
Hafner, 1951). 

* 11.12 Teorema de Bemstein 

E1 teorema 11.11 demuestra que la serie de Taylor de una función / con- 
verge si la derivada n-sima / (n) no crece más rápidamente de la potencia n-sima 
de un cierto número positivo. Otra condición suficiente para la convergencia fue 
formulada por el matemático ruso Sergei N. Bernstein (1880-). 

teorema 12.12. teorema de bernstein. Si f y todas sus derivadas son no 
negativas en un intervalo cerrado [0, r], esto es, si 

f(x) ^ 0 y f w (x) > 0 

para cada x en [0, r] y cada n — 1, 2, 3, ..., entonces, si 0 < x < r, la serie 
de Taylor 


^f w ( 0 ) 

2* k\ 


converge hacia f(x). 

Demostración. E1 resultado es trivial para x = 0, así que supongamos que 
0 < x < r. Utilicemos la fórmula de Taylor con resto para escribir 

(11.10) f(x) = Ỳf~kP * k + £ ” (X) ‘ 

Demostraremos que el término de error satisface las desigualdades 

(11.11) 0 < E„(x) < (^)" /(r) . 

Esto, a su vez, prueba que E„(x) 0 cuando n -* oo puesto que el cociente 

(x/r) n+1 -» 0 cuando 0 < x < r. 
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Para demostrar (11.11), utilizamos la forma integral del error que-se da en 
(11.8) con a — 0: 


El(x) = J u n f n+1 \x — xu ) du . 

Esta fórmula es válida para cada x del intervalo cerrado [0, r]. Si x # 0, ponemos 

FJx) = = - \\ n f n+1) (x - xu) du . 

x n+ n!Jo 

La función / (n+1) es monótona creciente en el intervalo [0, r] ya que su derivada es 
no negativa. Por consiguiente, tenemos 

f ln+1) (x - xu) =/< n+1) [x(l - «)] ^ /<» + «[r(l - «)] 

si 0 <, u <, 1, lo cual implica que F„(x) <, F„(r) si 0 < x <r. Dicho de otro 
modo, tenemos E„(x)/x n+l <Ç E„(r)/r n+1 o 

(11-12) E n (x) < (jf +1 E n (r) . 

Poniendo x = r en la igualdad (11.10), vemos que E„(r) <, f(r) porque cada tér- 
mino de la suma es no negativo. Aplicando esto en (11.12), obtenemos (11.11) lo 
cual completa la demostración. 

11.13 Ejercicios 

Para cada una de las series de potencias de los ejercicios 1 al 10 determinar el conjunto 
de todos los valores reales x para los que converge y calcular su suma. Los desarrollos en 
serie de potencias ya vistos pueden utilizarse cuando convenga. 
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\î 

‘\l 


(n +3)!’ 

(* - 1)" 
(« + 2 )!' 


Cada una de las funciones de los ejercicios del 11 al 21 tiene una representación en 
serie de potencias de x. Supuesta la existencia del desarrollo, comprobar que los coeficientes 
tienen la forma dada, y demostrar que la serie converge para los valores de x indicados. 
Cuando convenga pueden utilizarse los desarrollos ya vistos. 

2 (log a) n 

-j— x n , a> 0 (todo x). [Indicación: a 1 = e* 10 *”.] 

l2 - smhx= 2(^Tï)i (todox) - 

o ''C 2 2n_1 

13.sen 2 x = / ( —l) n l (todo x). [Indicación: cos 2je = 1 — 2sen 2 *.] 

1 v 1 x n 

14 '2~ = Z^ (W<2) ’ 

, A(-l) n x 2 " 

15. e x =2_^ -j- (todojx). 

3 3 2n — 1 

16. sen 3 x =lZ ( ~ 1)W+1 (27+1)1 (todo x) ‘ 

is - 1 + \2 [1 - ( ~ 2)nk ” (|Aí| < 


[Indicación: 3x/(l + x — 2x 2 ) — 1/(1 — x) — 1/(1 + 2jc).] 
12 — 5jc (-1)"\ 

\^r^ = 2( 1+ —r (W<1) - 

1 — - 2 - sen 27r(n + l) x n (|xl < 1). 


' x 2 + x + 1 V3 

[Indicación: x s — 1 = (x — l)(x 2 + x + 1).] 
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■ (1 - *X1 - * 2 ) 2 


!(■ 


(1*1 < D- 


22. Determinarel coeficiente a, g del desarrolloen serie de potencias sen (2x + Jtt)=2”=o a n xn - 

23. Sea }(x) = (2 + z 2 ) 57 . 2 Determinar los coeficientes a 0 , a, ..., a 4 de la serie de Taylor ge- 
nerada pùr / en 0. 

24. Sea f(x) =e~ 1/xl si x ^ 0, y /(0) = 0. 

a) Demostrar que / tiene derivadas de todo orden en todo el eje real. 

b) Demostrar que / <n) = 0 para todo n > 1. Este ejemplo prueba que la serie de Taylor 
generada por / en torno al punto 0 converge en todo el eje real, pero que representa / 
solamente en el origen. 


11.14 Series de potencias y ecuaciones diferenciales 

A veces las series de potencias nos permiten obtener soluciones de ecuaciones 
diferenciales cuando fallan los otros métodos. En el Volumen II se da una discu- 
sión sistemática del empleo de las series de potencias en la teoría de las ecuaciones 
diferenciales lineales de segundo orden. Aquí ilustramos con un ejemplo alguna de 
las ideas y técnicas relativas a este asunto. 

Considérese la ecuación diferencial de segundo orden: 

(11.13) (1-**)/ =-2 y. 

Supongamos que existe una solución, sea y = f(x), que se puede expresar por 
medio de una serie de potencias en un entorno del origen, es decir: 

(11-14) y=îa n x*. 


En primer lugar se han de determinar los coeficientes a„, a lt . . 

Una manera de proceder es la siguiente: Derivando (11.14) dos veces, se 
obtiene: 

y" — 2 W ( W — l) a n x ” _í • 

Multiplicando por 1 — x 2 , se encuentra: 

(1 - x 2 )y" = 2 n(n — 1 )a„x n ~ 2 -|ti(n- 1 )a n x n 

= 2(” + 2 X n + l) a n+ 2 x ” — 2 n (n — 1 )a n x n 
= 2 K w + 2)(n + l)a„ +2 — n(n — 1 )a n ]x n . 


(11.15) 
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Sustituyendo cada una de las series (11.14) y (11.15) en la ecuación diferencial se 
obtiene una ecuación que contiene dos series de potencias, válida en un entorno 
del origen. En virtud del teorema de la unicidad, estas series de potencias han 
de ser iguales término a término, y se pueden igualar los coeficientes de x n obte- 
niéndose las relaciones: 

(n + 2)(/i + lK +2 - n(n - 1K = ~2a n 
0 lo que es lo mismo: 


Un+Ì (n + 2)(n + 1) n + 2 fl " ' 

Estas relaciones permiten determinar a 2 , a t , a e , ... sucesivamente, a partir de a 0 . 

| Análogamente, se pueden calcular a a , a s , a T , ... a partir de a 2 . Para los coeficien- 
tes de índice par se tiene: 


a 2 = —«o > a 4 = 0 • íz 2 = 0, a 6 = zz 8 = zz 10 = • • • = 0 . 
Los coefìcientes impares son: 

_3 - 2 _ 1 (-1) 


1 - 2 

=- a 

1 +2 


5 — 2 ^ 3 1 (-1) _ -1 

"5 + 2 75 3 fll 7-5 


«i 


y en general: 


= 2n - 3 _ 2n - 3 2n - 5 2n - 7 3 1 (-1) 

a * n+1 2 n + 1 ^ 2 "' 1 2n + 1 2n — 1 2n — 3 7 5 3 ° ] 

Simplificando los factores comunes se tiene: 

-1 

a -> n+l = - fl l • 

(2n + l)(2n - 1) 

Por tanto la serie correspondiente a y se puede escribir como sigue: 


>> = a 0 (i - x 2 ) - fl i y 


K (2n + l)(2n - 1) 
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La convergencia de esta serie para |x| < 1 se puede comprobar aplicando el 
criterio del cociente. Por la forma como se ha obtenido se ve que la serie satis- 
face efectivamente la ecuación diferencial en (11.13), siendo a 0 y a x constantes 
arbitrarias. E1 lector puede observar que en este ejemplo particular el polino- 
mio que multiplica a 0 es él mismo una solución de (11.13) y la serie que multi- 
plica Û! es otra solución. 

E1 método que se acaba de describir, se denomina método de los coeficientes 
indeterminados. Otro camino para obtener estos coeficientes se basa en el uso de 
la fórmula: 


a n 


/ <n, (0) 


si y=f(x). 


Algunas veces las derivadas de y en el origen se pueden calcular directamente 
a partir de la ecuación diferencial. Por ejemplo, poniendo x = 0 en (11.13) se 
obtiene inmediatamente: 


/"(0) = -2/(0) = —2a„, 

y por tanto: 


Para hallar las derivadas de orden superior se deriva la ecuación diferencial 
obteniendo 

(11.16) (1 - x 2 )/" - 2xy" = -2/. 

Poniendo x = 0, se ve que /'"(0) = - 2/'(0) = - 2a z y por tanto a 3 = /'"(0)/3! 
= — a 3 /3. Derivando (11.16) se llega a la ecuación: 

(1 - .v 2 )v <4) - 4 xy'" = 0. 

Haciendo x = 0, resulta / (4) (0) = 0, y por tanto a 4 = 0. Repitiendo nuevamente 
este proceso, se tiene: 


(1 - jí 2 )/ 5 » - 6xy (i> - 4 y'" = 0, 

/ <5 ’(0) = 4/"'(0) = -8 ai , a s = = - g . 

y es claro que este método se puede repetir tantas veces como se quiera. 
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11.15 La serie binómica 


Nuestros conocimientos en series de potencias podemos también aplicarlos a 
la determinación de sumas de ciertas series de potencias. Por ejemplo, haremos 
uso del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden para demostrar que el desarrollo en serie binómica 

(11.17) (1 + xf = 2 (“)*" 

es válido en el intervalo |x| < 1. E1 exponente a es un número real cualquiera y 
(*) representa el coeficiente binómico definido por 


(11.18) 


/a\ _ a(g — 1) • • • (a — w + 1) 

W n\ 


Cuando a es entero no negativo, todos los coeficientes (“) son cero salvo un 
número finito de ellos, y la serie se reduce a un polinomio de grado x, obteniendo 
el teorema binomial ordinario. Para demostrar (11.17) para un a cualquiera, apli- 
camos primero el criterio del cociente encontrando que la serie converge absolu- 
tamente en el intervalo abierto — 1 < x < 1. Seguidamente defmimos una fun 
ción / mediante la ecuación 


(11.19) 


m 


=î(:k 


si |x}< 1 . 


Entonces demostramos que / es una solución de la ecuación diferencial lineal 
(11.20) y _ —?L_ „ = o 


y satisface la condición inicial /(0) = 1. E1 teorema 8.3 nos dice que en cualquieí 

intervalo que no contenga el punto x = — 1 existe únicamente una solución de 

esa ecuación diferencial con y = 1 cuando x = 0. Puesto que y = (1 + *)“ es 

una tal solución, resulta que f(x) = (1 + x)" si — 1 < * < 1. 

Por consiguiente, para demostrar (11.17) tan sólo necesitamos probar que / 
satisface la ecuación diferencial (11.20). A tal fin, necesitamos la propiedad si- 
guiente a los coeficientes binomiales: 
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Esta propiedad, que es una consecuencia inmediata de la defìnición (11.18), es 
válida para todo real a y todo entero n ^ 0. También puede expresarse 

La derivación de (11.19) nos da 

r(x) -è n (rh ,= é ( " +,> L+i) x "’ 

n—l n=0 

de la que obtenemos que 

(i+*)/'<*)=j {<»+d(„+1)+»(:))**=* 2 (“)»*=■ 

n=0 »=° 


debido a (11.21). Esto demuestra que / satisface la ecuación diferencial (11.20) 
y esto a su vez demuestra (11.17). 

11.16 Ejercicios 


1. La ecuación diferencial (1 — x 2 )y" — 2xy'+ 6y = 0 tiene una serie de potencias solu- 
ción f(x) =2n=o û »*" con /(0) = 1 y /'(0) = 0. Con el método de los coeficientes inde- 
terminados obtenemos una fórmula recurrente que relaciona a„ +2 con a„. Determinar 
explícitamente a„ para cada n y hallar la suma de la serie. 

2. Hacer lo mismo que en el ejercicio 1 para la eCuación diferencial (1 — x 2 )y" — 2xy' + 12y=0 
y las condiciones iniciales /(0) = 0, /'(0) = 2. 

En cada uno de los ejercicios del 3 al 9, se emplea una serie de potencias para definir 
la función f. Determinar el intervalo de convergencia en cada caso y demostrar que / satis- 
face la ecuación diferencial que se indica, donde y = f(x). En los ejercicios del 6 al 9, 
resolver la ecuación diferencial y obtener después la suma de la serie.- 


^>=2<Sr S-7 


*•/«= 2 


(niy ’ 


xy’ + y' — y = 0. 


5. f(x) — 1 +2 


1 • 4 • 7 • • • (3/i - 2) 


y' = x?y + b. (Hallar a y b.) 
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2 x 2n ■/» ( — 1 ) n 2 ïn X ïn 

— ; / = 8. f(x) =2-(2^!- ; = °- 

7 '/ (x)= 2S ; /= x ++- 9 -/W +^ ( ( 2 3 ^i)! ; /=9(j-/. 

10. Las funciones / 0 y / defìnidas por las series 

= 2 (-1) "(/í!) 2 2 2 ”’ 7l(x) =| o ( - 1)n „!(« + l)!2 2n+1 

se llaman funciones de Bessel de primera especie de órdenes cero y uno, respectiva- 
mente. Se presentan en gran número de problemas de Matemática pura y aplicada. 
Demostrar a) que ambas series convergen para todo x real; b) / 0 (a - ) = —Jfx); 
(c) jfx) = j'(x), donde / 0 (x) = x J 0 (x) y ji(x) = xJ x (x). 

11. La ecuación diferencial 

x 2 y" + xy' + (x 2 - « 2 / = 0 

se llama ecuación de Bessel. Demostrar que / 0 y f (como están definidas en el ejer- 
cicio 10) son soluciones cuando n = 0 y 1, respectivamente. 

En cada uno de los ejercicios 12, 13 y 14, suponer que la ecuaciòn diferencial daoa 

tiene una serie de potencias solución y hallar los cuatro primeros términos no nulos. 

12. y' = x 2 + y 2 , con y = 1 cuando x = 0. 

13. y’ = 1 + xy 2 , con y = 0 cuando x = 0. 

14. y' = x + y 2 , con y = 0 cuando x = 0. 

En los ejercicios 15, 16 y 17, suponer que la ecuación diferencial dada tiene una serie 
de potencias solución de la forma y = 2 a " x °’ V determinar el coeficiente n-simo a„. 

15. y' = a y. 16. y’ = xy. 17. y" + xy' + y = 0. 

18. Sea f(x) =2/=o « n A",donde a 0 = 1 y los restantes coeficientes se determinan por la 
identidad 

e -2x _ {2 a„ + (n + l)a n+1 }x n . 

Calcular a v a 2 , a a , y hallar la suma de la serie correspondiente a f(x). 

19. Sea f(x) = 2 n =o a nX n , en donde los coefìcientes a„ están determinados por la relación 

cos x = 2 a n( n + 2)a" . 


Calcular a 5 , a B , y f(nr). 
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20. a) Demostrar que los seis primeros términos de la serie binómica de (1- x) 1/2 son: 


63 

256 * 5 ' 


b) Si a„ es el n-simo término de esta serie cuando x = 1/50, y r„ el resto n-simo, es 
decir, para n > 0 es 


Demostrar que 0 < r„ < a„/ 49. 

[Indicación: Demostrar que a„+, < «„/50, y mayorar r„ mediante una serie geo- 
métrica conveniente.] 

c) Comprobar la identidad 


V2 




y utilizarla para calcular las diez primeras cifras decimales de V2. 

[Indicación: Aplicar las partes a) y b ), conservar doce cifras decimales durante los 
cálculos, y redondear los errores.] 

21. a) Demostrar que 


1732/ 176 \-i/a 

1000\ 3 000 000/ 

b) Seguir el procedimiento del ejercicio 20 y calcular las quince primeras cifras deci- 
males correctas de \/3. 

22. Integrar la serie binómica de (1 — x 2 ) -172 y obtener luego el desarrollo en serie de 
potencias 


-*4 L 


3 • 5 ■ • • (2« - 1) V n+1 




2 • 4 • 6 • • • (2 n) 2n + 1 


(M < 1) • 
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ÁLGEBRA VECTORIAL 


12.1 Introducción histórica 

En los capítulos precedentes se han considerado algunos conceptos básicos 
del Cálculo ilustrándolos con aplicaciones a la resolución de algunos problemas 
físicos y geométricos sencillos. Otras aplicaciones del Cálculo requieren ya un 
conocimiento más profundo de la Geometría analítica y por esto se procederá 
ahora a un estudio más detallado de algunas ideas geométricas fundamentales. 

Como ya se dijo anteriormente en este libro, el Cálculo y la Geometría analítica 
estuvieron íntimamente relacionados en su desarrollo histórico. Cada nuevo des- 
cubrimiento en uno de ellos dio lugar a un progreso en el otro. E1 problema de 
trazar tangentes a las curvas se resuelve con el descubrimiento de la derivada; 
el del área conduce a la integral; y las derivadas parciales se introdujeron para 
estudiar superficies curvas en el espacio. Junto con estos descubrimientos se 
observa un desarrollo paralelo de la Mecánica y la Física matemática. En 1788, 
Lagrange publicó su obra maestra, Mécanique analytique, que mostró la gran 
flexibilidad y la tremenda potencia alcanzada al utilizar métodos analíticos en el 
estudio de la Mecánica. Más tarde, en el siglo xix, el matemático William Rowan 
Hamilton (1805-1865) introdujo su Theory of Quaternions, nuevo método y nuevo 
punto de vista que contribuyó mucho a la comprensión tanto del Álgebra como 
de la Física. Las más notables características del análisis de los cuaterniones y de 
la Geometría cartesiana se unieron más tarde, en gran parte debido a los esfuer- 
zos de J. W. Gibbs (1839-1903) y O. Heaviside (1850-1925) para dar lugar a la 
llamada Álgebra vectorial. Pronto se vio que los vectores eran los instrumentos 
ideales para la exposición y simplificación de muchas ideas importantes en Geo- 
metría y Física. En este capítulo nos proponemos estudiar los elementos del Ál- 
gebra vectorial. En el capítulo 13 se dan aplicaciones a la Geometría analítica. 
En el capítulo 14 se combína el Álgebra vectorial con los tnétodos del Cálculo, 
y se dan aplicaciones a la Geometría y a la Mecánica. 
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Álgebra vectorial 


Existen tres modos esencialmente distintos para introducir el Álgebra vecto- 
rial: geométricamente, analíticamente y axiomáticamente. En la introducción 
geométrica, los vectores se representan por segmentos orientados, o flechas. Las 
operaciones algebraicas con vectores, tales como la adición, sustracción y multi- 
pìicación por números reales, se definen y estudian por métodos geométricos. 

En la introducción analítica, los vectores y las operaciones se expresan me- 
diante números, llamados componentes. Las propiedades de las operaciones con 
vectores se deducen entonces a partir de las propiedades correspondientes de los 
números. La descripción analítica de los vectores surge espontáneamente de la 
representación geométrica en cuanto se introduce un sistema coordenado. 

En la introducción axiomática, no se intenta describir la naturaleza de un 
vector o de las operaciones algebraicas con vectores. En lugar de ello, los vectores 
y las operaciones con ellos se imaginan como conceptos no definidos de los que 
nada se sabe excepto que satisfacen un cierto conjunto de axiomas. Un tal sistema 
algebraico, con los axiomas apropiados, se llama espacio lineal o espacio vectorial. 
En todas las ramas de la Matemática se presentan ejemplos de espacios lineales y 
estudiaremos algunos en el capítulo 15. EI álgebra de los segmentos orientados y 
el álgebra de los vectores construida con los componentes son dos ejemplos de 
espacios lineales. 

E1 estudio del Álgebra vectorial desde el punto de vista axiomático es quizá 
la introducción matemáticamente más satisfactoria pues proporciona una descrip- 
ción de los vectores que es independiente de los sistemas de coordenadas y de 
cualquier representación geométrica especial. Este estudio se hace con detalle en 
el capítulo 15. En este capítulo fundamentamos nuestro estudio en la introduc- 
ción analítica, y también empleamos segmentos orientados para interpretar muchos 
de los resultados geométricamente. Cuando ello es posible, damos demostraciones 
sintéticas, es decir independientes de la representación de los vectores por com- 
ponentes. De este modo, este capítulo nos sirve para familiarizarnos con ejemplos 
concretos importantes de espacios vectoriales, y también da origen a una intro- 
ducción más abstracta en el capítulo 15. 


12.2 E1 espacio vectorial de las n-plas de números reales 

La idea de emplear un número para situar un punto en una recta fue conocida 
por los antiguos griegos. En 1637 Descartes extendió esta idea, utilizando un par 
de números (a x , a 2 ) para situar un punto en el plano, y una terna de números 
(flj, a 2 , a 3 ) para situar un punto en el espacio. En el siglo xix los matemáticos 
A. Cayley (1821-1895) y H. G. Grassmann (1809-1877) probaron que no era ne- 
cesario detenerse en las ternas de números. Se puede también considerar una 
cuaterna de números (a, ,a 2 ,a 3 , a 4 ) o, más general, una n-pla de números reales 
(a x , a 2 ,..., a n ) 
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para todo entero n > 1. Una tal n-pla se llama punto n-dimensional o vector n- 
dimensional, siendo los números a t ,a?,,a n las coordenadas o componentes 
del vector. E1 conjunto de todos los vectores n-dimensionales se llama espacio 
vectorial de n-plas, o simplemente n-espacio. Lo designamos con V„. 

Puede preguntar el lector el motivo por el cual estamos interesados en espa- 
cios de dimensión mayor que tres. Una contestación es que muchos problemas 
que suponen el estudio de sistemas de un número grande de ecuaciones se anali- 
zan con mayor facilidad introduciendo vectores en un n-espacio conveniente y 
reemplazando todas aquellas ecuaciones por una sola ecuación vectorial. Otra 
ventaja es la de que podemos tratar de una vez, muchas propiedades comunes a 
los espacios de una, dos, tres o más dimensiones, esto es, propiedades indepen- 
dientes de la dimensionalidad del espacio. Esto está de acuerdo con el espíritu de 
la moderna matemática que facilita el desarrollo de métodos de amplias síntesis 
para atacar distintos problemas de manera simultánea. 

Desgraciadamente, las representaciones geométricas que son una gran ayuda 
en la ilustración y justificación de conceptos sobre vectores, cuando n = 1, 2, y 3, 
no pueden utilizarse cuando n > 3; por ello, el estudio del Álgebra vectorial en 
espacios de más de tres dimensiones debe hacerse por entero con medios analíticos. 

En este capítulo designamos ordinariamente los vectores con letras mayúscu- 
las A, B, C,..., y los componentes con las correspondientes minúsculas a,b,c ,... 
Así, escribimos 


A = (a x , a 2 > • • • > a n) • 

Para convertir V„ en una estructura algebraica, introducimos la ìgualdad de vecto- 
res y dos operaciones la adición de vectores y la multiplicación por escalares. 
La palabra «escalar» se utiliza aquí como sinónimo de «número real». 

definición. Dos vectores A y B de V„ son iguales siempre que coinciden 
sus componentes. Esto es, si A =(a t , a 2 ,..., a„) y B = (b, . b 2 ,..., b„), la ecua- 
ción vectorial A = B tiene exactamente el mismo significado que las n ecuaciones 
escalares 


a \ — b\, a 2 = b 2 , ..., a n = b„ . 

La suma A + B se define como el vector obtenido sumando los componentes co- 
rrespondientes: 


A + B = (úTi + b ly a 2 + b 2 ,..., a n + b n ) 

Si c es un escalar, defirûmos cA o Ac como el vector obtenido multiplicando cada 
componente de A por c: 


cA = («q ,ca 2 ,..., ca n ) . 
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Álgebra vectorial 


Partiendo de esta definición es fácil comprobar las siguientes propiedades de 
esas operaciones: 

teorema 12.1. La adición de vectores es conmutativa. 

A + B = B+A, 


y asociativa. 


A+(B+C) = (A+B) + C. 

La multiplicación por escalares es asociativa 

c(dA) = (cd)A 

y satisface las dos leyes distributivas 

c(A + B) = cA + cB, y (c + d)A = cA + dA . 

Las demostraciones de esas propiedades son consecuencia inmediata de la 
definición y se dejan como ejercicio para el lector. 

E1 vector con todos los componentes 0 se llama vector cero y se representa 
con O. Tiene la propiedad de que A + O = A para todo vector A; dicho de 
otro modo, O es un elemento neutro o idéntico para la adición de vectores. E1 
vector ( — 1M que también se representa con — A se llama el opuesto de A. Tam- 
bién escribimos A — B en lugar de A + (— B) y lo llamamos diferencia de A y B. 
La ecuación (A + B) — B = A demuestra que la sustracción es la operación in- 
versa de la adición. Obsérvese que 0A = O y que 1 A = A. 

E1 lector habrá observado la semejanza entre los vectores en el espacio de 
2 dimensiones y los números complejos. Ambos se definen como pares ordenados 
de números reales y ambos se suman de la misma manera. Así pues, en lo que 
hace referencia a la adición, los números complejos y los vectores bidimensionales 
algebraicamente son indistinguibles. Sólo se diferencian al introducir la multi- 
picación. 

La multiplicación da al sistema de números complejos el conjunto de propie- 
dades que también poseen los números reales. Puede demostrarse (aunque resulta 
difícil) que excepto para n = 1 y n = 2, no es posible introducir la multiplica- 
ción en V„ de modo que sè satifagan todas las propiedades. Sin embargo pueden 
introducirse en V„ ciertos productos que no satisfacen todas las propiedades. 
Por ejemplo, en la sección 12.5 hablaremos del producto interior de dos vectores 
en V„. E1 resultado de esta multiplicación es un escalar, no es un vector. En la sec- 
ción 13.9 se tratará del producto vectorial. Esta multiplicación sólo es aplicable 
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en el espacio V 3 . E1 resultado siempre es un vector, pero este producto no es 
conmutativo. 

12.3 Interpretación geométrica para n < 3 

Si bien las definiciones anteriores son completamente independientes de la 
Geometría, los vectores y las operaciones con ellos tienen una interesante inter- 
pretación geométrica para espacios de dimensión tres o menor que tres. Haremos 
representaciones para dos dimensiones y recomendamos al lector que se las haga 
para espacios de tres y de una dimensiones. 


B (Punto 
extremo) 



A (Punto inicial') 



— c 2 




Figura 12.1 El vector geométrico 
AB del punto A al B. 


Figura 12.2 AB y CD son equivalentes 
porque B — A = D — C. 


Un par de puntos A y B se llama vector geométrico si uno de los puntos, 
por ejemplo A, es el punto inicial y el otro, B, es punto extremo. Representamos 
un vector geométrico con una flecha de A a B, como vemos en la figura 12.1, y 
empleamos la notación AB. 

Los vectores geométricos son especialmente útiles para representar ciertas 
magnitudes físicas tales como fuerzas, desplazamientos, velocidades, y aceleracio- 
nes, que poseen magnitud y dirección. La longitud de la flecha es una medida 
de la magnitud y la punta de la flecha indica la dirección que se pr’ecisa. 
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Supongamos que introducimos un sistema coordenado con origen O. La figu- 
ra 12.2 muestra dos vectores ÂBy CD tales que B — A = D — C. En función de 
los componentes, esto significa que 


h - ûj = d ± - Ci y b 2 - a 2 = d 2 - c 2 . 

Comparando los triángulos iguales de la figura 12.2, vemos que las dos flechas 

que representan AB y CD tienen la misma longitud, son paralelos, e indican la 
misma dirección. Llamamos a tales vectores geométricos equivalentes. Esto es, 

decimos AB es equivalente a CD siempre que 

(12.1) B-A = D-C. 

Obsérvese que los cuatro puntos A, B, C, D son vértices de un paralelogramo. 
(Ver figura 12.3.) La ecuación (12.1) también se puede escribir en la forma 
A + D = B + C lo que nos dice que los vértices opuestos del paralelogramo tie- 
nen la misma suma. En particular, si uno de los vértices, por ejemplo A, es el 
origen 0, como en la figura 12.4, el vector geométrico que une O al vértice 
opuesto D corresponde al vector suma D = B + C. Esto se expresa diciendo que 
la adición de vectores corresponde geométricamente a la adición de vectores 
geométricos por medio de la ley del paralelogramo. La importancia de los vectores 
en la física proviene del hecho notable de que muchas magnitudes físicas (tales 
como fuerzas, velocidades y aceleraciones) se combinan por medio de la ley del 
paralelogramo. 



Figura 12.3 Los vértices opuestos 
de un paralelogramo tienen la misma 
suma: A + D = B + C. 


Figura 12.4 La adición de vectores interpretada 
geométricamente con la ley del paralelogramo. 
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A fin de simplificar la notación, utilizaremos el mismo símbolo para designar 
un punto de V„ (cuando n < 3) y el vector geométrico que une el origen a ese 
punto. Así pues, escribimos A en lugar de OA, B en lugar de OB, etc. También 
escribimos algunas veces A en lugar de cualquier vector geométrico equivalente a 
OA. Por ejemplo, la figura 12.5 representa geométricamente la sustracción de vec- 
tores. Dos vectores geométricos están designados con B — A, y son equivalentes. 
Tienen la misma longitud y la misma dirección. 

La figura 12.6 representa geométricamente la multiplicación por escalares. 
Si B = cA, el vector geométrico B tiene como longitud el producto de |c| por la 
longitud de A; tiene la misma dirección que A si c es positivo, y la dirección 
opuesta si c es negativo. 



La interpretación geométrica de los vectores en V„ para n < 3 sugiere una 
manera de definir el paralelismo en un espacio de dimensión n cualquiera. 


definición. Dos vectores A y B de V„ tienen la misma dirección si B = cA 
para un cierto escalar positivo c, y la dirección opuesta si B = cA para un cierto 
c negativo. Se llaman paralelos si B = cA para un cierto c no nulo. 

Obsérvese que esta defmición permite considerar que todo vector tiene la 
misma dirección que él mismo —propiedad que seguramente necesitaremos. Tam- 
bién se observa que esta definición asigna al vector cero las siguientes propieda- 
des: E1 vector cero es el único que tiene la dirección de su opuesto y por tanto 
el único vector que tiene la dirección opuesta a sí mismo. E1 vector cero es el 
único vector paralelo al vector cero. 

12.4 Ejercicios 


1. Sean A = (1, 3, 6), B = (4, —3, 3), y C = (2, 1,5) tres vectores de V 3 . Determinar los 
componentes de cada uno de los vectores: a) A + B; b) A — B; c) A + B — C- 
d) 1A-2B- 3C; e) 2A + B - 3C. 
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2. Dibujar los vectores geométricos que unen el origen a los puntos A = (2,1) y B = (1, 3). 
En la misma figura, trazar el vector geométrico que une el origen al punto C = A + tB 
para cada uno de los siguientes valores de /: t = J; t = t = f; t = 1; t = 2; 

,-1; f =± -2. 

3. Resolver el ejercicio 2 si C = tA + B. 

4. Sean A = (2, 1), B = (1, 3), y C = xA + yB, en donde x e y son escalares. 

a) Trazar el vector que une el origen a C para cada uno de los siguientes pares de va- 
lores de x e y: x = y = i; x = ±,y = f; x = i,y = f; x = 2, y = — 1; x = 3, 

y = -2;* = -1,7-2. 

b) iQué conjunto es el de los puntos C obtenidos cuando x e y toman todos los valo- 
res reales tales que x + y = 1? (Hacer una conjetura y mostrar el lugar geométrico en 
la figura. No hacer la demostración.) 

c) Dar una idea del conjunto de todos los puntos C obtenidos al variar independiente- 

mente x e y en los intervalos 0<J;c<;i, y hacer una representación de ese 

conjunto. 

d) iQué conjunto es el de todos los puntos C obtenidos si x varía en el intervalo 
0 £ x ^ 1 e y recorre todos los números reales? 

e) iQué conjunto resulta si x e y recorren ambos todos los números reales? 

5. Sean A = (2, 1) y B = (1, 3). Demostrar que todo vector C = (c v c 2 ) de V 2 puede 
expresarse en la forma C = xA + yB. Expresar xeyen función de yc 2 . 

6. Sean A = (1, 1, 1), B = (0, 1, 1), y C = (1, 1, 0) tres vectores de V, y D=xA+yB+zC, 
donde x y z son escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Si D = 0 demostrar que x = y = z = 0. 

c) Hallar x, y, z tales que D = (1, 2, 3). 

7. Sean A = (1, 1, 1), B = (0, 1, 1) y C = (2, 1, 1) tres vectores de V 3 , y D = xA + 
yB + zC, en donde x, y, z son escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Hallar x, y, y z, no todos nulos, tales que D =0. 

c) Demostrar que ninguna elección de x, y, z hace D = (1, 2, 3). 

8. Sean A = (1, 1, 1, 0), B = (0, 1, 1, 1), C = (1, 1, 0, 0) tres vectores de V 4 , y 
D = xA + yB + zC siendo x, y, z escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Si D =0, demostrar que x = y = z = 0. 

c) Hallar x, y, z tales que D = (1, 5, 3, 4). 

d) Demostrar que ninguna elección de x, y, z hace D = (1, 2, 3, 4). 

9. En V„ demostrar que dos vectores paralelos a un mismo vector son paralelos entre sí. 

10. Dados cuatro vectores no nulos A, B, C, D de V„ tales que C=A + ByAes paralelo 
a D. Demostrar que C es paralelo a D si y sólo si B es paralelo a D. 

11. a) Demostrar, para los vectores de V„, las propiedades de la adición y de la multipli- 
cación por escalares dadas en el teorema 12.1. 

b) Mediante vectores geométricos en el plano, representar el significado geométrico de 
las dos leyes distributivas (c + d)A = cA + dA y c(A + B) = cA + cB. 

12. Si un cuadrilátero OABC de V 2 es un paralelógramo que tiene A y C como vértices 
opuestos, demostrar que A +£(C — +) =\B. iQué teorema relativo a los paralelogra- 
mos puede deducirse de esta igualdad? 

12.5 Producto escalar 

Introduzcamos ahora un nuevo tipo de multiplicación llamada producto es- 
calar o interior de dos vectores en V„. 
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definición. Si A = (fl, ,..., a„) y B = (b, ,... ,b„) son dos vectores de 
V„, su producto escalar se representa con A • B y se define con la igualdad 

A- B =2 a kh ■ 

Así pues, para calcular A • B multiplicamos los componentes correspondien- 
tes de A y B y sumamos luego todos los productos. Esta multiplicación tiene las 
propiedades algebraicas siguientes. 

teorema 12.2. Para todos los vectores A, B, C de V„ y todos los escalares 
c, se tienen las propiedades siguientes: 

(a) A • B = B ■ A (ley conmutativa), 

(b) A ■ (B + C) = A ■ B + A ■ C (ley distributiva), 

(c) c(A ■ B) = (cA) ■ B = A ■ (cB) (homogeneidad), 

(d) A • A > 0 si A yí O (positividad), 

(e) A • A = 0 si A = O. 

Demostración. Las tres primeras propiedades son fáciles consecuencias de 
la definición y se dejan como ejercicios. Para demostrar las dos últimas, usamos 
la relación A • A = 2 a ì • Puesto que cada término es no negativo, la suma es 
no negativa. Además, la suma es cero si y sólo' si cada término de la suma es 
cero y esto tan sólo puede ocurrir si A — O. 

E1 producto escalar tiene una interpretación geométrica interesante que se 
verá en la sección 12.9. Antes de discutirla, no obstante, mencionamos una des- 
igualdad importante relativa a productos escalares que es fundamental en Álgebra 
vectorial. 

teorema 12.3. desigualdad de cauchy-schvvarz. Si A y B son vectores 
de Vn, tenemos 

(12.2) (A ■ Bf < (A ■ A)(B ■ B). 

Además, el signo de desigualdad es el válido si y sólo si uno de los vectores 
es el producto del otro por un escalar. 

Demostración. Expresando cada uno de los dos miembros de (12.2) en 
función de los componentes, obtenemos 

(l,“ A MMl, 6 î)- 

que es la desigualdad ya demostrada en el teorema 1.41. 
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Presentaremos otra demostración de (12.2) que no utiliza los componentes. 
Tal demostración es interesante porque hace ver que la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz es una consecuencia de las cinco propiedades del producto escalar que 
se citan en el teorema 12.2 y no depende de la defmición que se utilizó para de- 
ducir esas propiedades. 

Para llevar a cabo esta demostración, observemos primero que (12.2) es 
trivial si A o B es el vector cero. Por tanto, podemos suponer que A y B son 
ambos no nulos. Sea C el vector 

C = xA — yB, donde x = B • B y y = A ■ B. 

Las propiedades d) y e) implican que C - C > 0. Cuando expresamos esto en 
función de x e y, resulta (12.2). Para expresar C'C en función de x e y, utiliza- 
mos las propiedades a), b) y c) obteniendo 

C-C = (xA — yB) • (xA - yB) = x 2 (A ■ A) - 2xy(A ■ B) + y\B • B). 

Utilizando las definiciones de x e y y la desigualdad C • C > 0, se llega a 

(B ■ B)\A ■ A) - 2 (A ■ B)\B ■B) + (A ■ B)\B ■ B) ^ 0. 

La propiedad d) implica que B • B > 0 puesto que B #0, con lo que podemos 
dividir por (B • B) obteniendo 

(B ■ B)(A ■ A) - (A ■ B)* è 0, 

que coincide con (12.2). Esto también demuestra que el signo igual es válido en 
(12.2) si y sólo si C =Q. Pero C =0 si y sólo si xA = yB. A su vez, esta igual- 
dad se verifica si y sólo si uno de los vectores es el producto del otro por un 
escalar. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene importantes aplicaciones a las pro- 
piedades de la longitud o norma de un vector, concepto que exponemos seguida- 
mente. 


12.6 Longitud o norma de un vector 

La figura 12.7 muestra el vector geométrico que une el origen al punto 
A = (flj , Oa) en el plano. A partir del teorema de Pitágoras encontramos que la 
longitud de A viene dada por la fórmula 
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En la fìgura 12.8 se muestra el dibujo correspondiente en V 3 . Aplicando el 
teorema de Pitágoras dos veces, encontramos que la longitud de un vector geo- 
métrico A en V 3 viene dada por 


longitud de A = ^a\ + a\ + a\ . 

Obsérvese que en uno u otro caso la longitud de A viene dada por (A • A) 1/2 , la 
raíz cuadrada del producto escalar de A por sí mismo. Esta fórmula sugiere un 
método para introducir el concepto de longitud en V». 

definición. Si A es un vector en V„, su longitud o norma se designa con 
|jÂ|| y se define mediante la igualdad 

\\A || =(A-A)''K 

Las propiedades fundamentales del producto escalar conducen a las corres- 
pondientes propiedades de la norma. 

teorema 12.4. Si A es un vector de V„ y c un escalar, tenemos las si- 
guientes propiedades: 

a) |jv4|| > 0 si A¥= O ( positividad), 

b) ||A|| = 0 si A = O, 

c) jjcA|| = jcj j|A|! ( homogeneidad ). 
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Demostración. Las propiedades a) y b) son consecuencia inmediata de las 
propiedades d) y e) del teorema 12.2. Para demostrar c) utilizamos la propiedad 
de homogeneidad del producto escalar obteniendo 

||cA || = (cA ■ cA) 1/2 = (c 2 A ■ A) 1/2 = (c 2 ) 1/2 (A ■ A) 1/2 = [c| \\A || . 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz también se puede expresar en función 
de la norma. Ella establece que 

(12.3) (A-B) 2 ^ MIIMOT- 

Tomando la raíz cuadrada positiva de cada miembro, podemos también escribir 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma equivalente 

(12.4) \A-B\<, \\A\\ \\B\\. 

Utilizaremos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz para deducir la desigualdad 
triangular. 

teorema 12.5. desigualdad triangular. Si A y B son vectores de V„, 
tenemos 

\\A + B\\ <> M|| + ||5||. 

Además, el signo igual es válido si y sólo si uno de los vectores es el producto del 
otro por un escalar. 

Demostración. Para evitar las raíces cuadradas, escribimos la desigualdad 
triangular en la forma equivalente 

(12.5) \\A + B\\ 2 <> (M|| + ||5||) 2 . 

E1 primer miembro de (12.5) es 

M + BV=(A + B)-(A + B) = A-A +7A-B + B- B=\\A\\* + 1A -B + ||5|| 2 , 
mientras que el segundo miembro es 

(IMII + Mll) 2 = \\A\\ 2 + 2\\A\\ II51| + Mll 2 . 

Comparando esas dos fórmulas, vemos que (12.5) es válida si y sólo si se 

tiene 


( 12 . 6 ) 


A-B<\\A\\ ||*||. 
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Pero AB < A B con lo que (12.6) resulta de la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz, en la forma (12.4). Esto prueba que la desigualdad triangular es conse- 
cuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

La proposición recíproca tambén es cierta. Esto es, si la desigualdad trian- 
guiar es cierta también lo es (12.6) para A y para —A, de lo que obtenemos 
(12.3). Así pues, la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwarz son lógica- 
mente equivalentes. Además, el signo de igualdad vale en una si y sólo si vale 
en la otra, con lo que se completa la demostración del teorema 12.5. 

En la figura 12.9 se representa geométricamente la desigualdad triangular. 
Con ello se puede afirmar que la longitud de un lado de un triángulo no supera 
la suma de las longitudes de los otros dos lados. 


12.7 Ortogonalidad de vectores 

A lo largo de la demostración de la desigualdad triangular (teorema 12.5), se 
obtuvo la fórmula 

(12.7) | \A + BV = \\A\\ 2 + IIBII 2 + 2A-B 



\\A +B || < M|[ + ||*||. pitagórica: 

II A +*|| 2 = \\A || 2 + ||5|| 2 . 


que es válida para dos vectores cualesquiera A y B de V„. La figura 12.10 
muestra dos vectores geométricos perpendiculares en el plano. Forman un trián- 
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gulo rectángulo cuyos catetos tienen longitudes ||A|| y ||6|| y cuya hipotenusa tiene 
longitud | \A + B||. E1 teorema de Pitágoras establece que 

m + 6f = mh»+ iisii 2 . 

Comparando este resultado con (12.7), vemos que A • B = 0. Dicho de otro modo, 
el producto escalar de dos vectores perpendiculares del plano es cero. Esta pro- 
piedad da origen a la definición de vectores perpendiculares en V„. 

definición. Dos vectores A y B de V„ son perpendiculares u ortogonales si 
AB = 0. 

La igualdad (12.7) muestra que dos vectores A y B de V„ son ortogonales 
si y sólo si ||A + Bjj 2 = ||A|| 2 + ||6|| 2 . Esta es la identidad de Pitágoras en V„. 

12.8 Ejercicios 

1. Sean A = (1, 2, 3, 4), B = (-l, 2, -3, 0) y C = (0, 1, 0, 1) tres vectores de V 4 . 
Calcular cada uno de los siguientes productos: 

(a) A B; (b) B ■ C; (c) A ■ C; (d) A ■ (B + C); (e) (A - B) ■ C. 

2. Dados tres vectores A = (2, 4, -7), B = (2, 6, 3), y C = (3, 4, -5). En cada una de 
las expresiones siguientes se pueden introducir paréntesis de una sola manera para obte- 
ner una expresión que tenga sentido. Introducir dichos paréntesis y efectuar las ope- 
raciones. 

(a) A BC; (b) A ■ B + C; (c) A + B ■ C; (d) AB ■ C; (e) A/B ■ C. 

3. Demostrar si es o no cierta la proposición siguiente referente a vectores en V„: Si 

A B = A C y A ^O, es B = C. 

4. Demostrar si es o no cierta la proposición siguiente que se refìere a vectores en V„: 

Si + • B para todo B, es A =0. 

5. Si A = (2,1,-1) y B = (1, —1,2), hallar un vector no nulo C de V, tal que A ■ C = 

= B C = 0. 

6. Si A = (1, — 2,3) y B = (3,1,2), hallar los escalares x e y tales que C = xA + yB es un 
vector no nulo y que C B = 0. 

7. Si A = (2, — 1, 2) y B = (1, 2, —2), hallar dos vectores C y D de V que satisfagan 

todas las condiciones siguientes: A = C + D, B D = 0, C paralelo a B. 

8. Si A = (1, 2, 3, 4, 5) y B = (1,-J .-j-, ỳ, £,), hallar dos vectores C y D de V que 

satisfagan todas las condiciones siguientes: B = C + 2D, D ■ A = 0, C paralelo ’a A. 

9. Sean A = (2, -1, 5), B = ( — 1, -2, 3), y C = (1, —1, 1) tres vectores de V . Calcular 
la norma de cada uno de los siguientes vectores: 

(a) A+B; (b) A — B; (c ) A + B - C; (d) A - B + C. 

10. En cada caso hallar un vector B de V 2 tal que- B ■ A = 0 y ||B|| = ||Aj| si: 

(a) A = (1, 1); (b) A = (1, —1); (c) A = (2, -3); (d) A = (a, b). 

11. Seân A = (1, -2, 3) y B = (3, 1, 2) dos vectores de V 3 . En cada caso, hallar un vec- 
tor C de longitud 1 paralelo a: 

(a) A + B; (b) A - B; (c) A + 2 B; (d) A - 2B; (e) 2A - B. 

12. Dados los vectores de V 3 , A = (4, 1, —3), B = (1, 2, 2), C = (1, 2, -2 ),D = (2, 
1,2), y E =(2, —2, —1). Determinar todos los pares ortogonales. 

13. Hallar todos los vectores de V 2 que tienen la misma longitud que A y le son orto 
gonaies si: 
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(a) /i=(l,2); (b) A = (1, —2); (c) A = (2, -1); (d) A = (-2,1). 

14. Si A = (2, — 1,1) y B = (3, —4, —4), hallar un punto C del espacio de 3 dimensiones 
tal que A, B, y C son los vértices de un triángulo rectángulo. 

15. Si A = (1, —1,2) y B = (2, 1, —1), hallar un.vector no nulo C de V) ortogonal a A y a B. 

16. Sean A = (1, 2) y B = (3, 4) dos vectores de V 2 . Hallar los vectores P y Q de V 2 

tales que A = P + Q, siendo P paralelo a B, y Q ortogonal a B. 

17. Resolver el ejercicio 16 si los vectores pertenecen a V 4 , siendo A = (1, 2, 3, 4) y 

B = (1, 1, 1, 1)). 

18. Dados los vectores A = (2, -1, 1). B = (1, 2, -]),yC = (1, 1, -2) de V 3 . Hallar los 
vectores D de la forma xB + yC ortogonales a A y de longitud 1. 

19. Demostrar que para dos vectores + y B de V„ se tiene la identidad 

f/4 + B || 2 - \\A - Bf =4A-B, 

y por tanto + • B = 0 si y sólo si ||/1 + B|| = ||Â - Bjj. Interpretar este resultado geo- 
métricamente en V 2 ; las diagonales de un paralelogramo son iguales si y sólo si el para- 
lelogramo es un rectángulo. 

20. Demostrar que para dos vectores cualesquiera 4 y B de V, se tiene 

M + B|| 2 + \\A — Bf = 2 \\A j| 2 + 2 ||B|| 2 . 

iQué teorema geométrico acerca de los lados y diagonales de un paralelôgramo se 
puede deducir de esa identidad? 

21. E1 teorema geométrico que sigue sugiere una identidad vectorial relativa a tres vectores 
A, B y C. Decir cuál es y demostrar que es válida para los vectores de V„. Tal identidad 
proporciona una demostración del teorema con métodos vectoriales. 

«La suma de los cuadrados de los lados de un cuadrilátero cualquiera supera a la 
suma de los cuadrados de las diagonales en cuatro veces el cuadrado de la longitud 
del segmento rectilíneo que une los puntos medios de las diagonales.» 

22. Un vector A de V„ tiene longitud 6. Un vector B de V„ tiene la propiedad de que para 
todo par de escalares x e y los vectores xA -r yB y 4yÁ — 9xB son ortogonales. 
Calcular las longitudes de B y de 2A + 3B. 

23. Dados dos vectores A = (1, 2, 3, 4, 5) y B = (1, 1, * , J) de V fl . Hallar dos vectores 
C y D que satisfagan las tres condiciones siguientes: C es paraleló a A, D es ortogonal 
a 4, y B = C + D. 

24. Dados en V„ dos vectores A y B no nulos y no paralelos, demostrar que existen vecto- 
res C y D en V„ que satisfacen las tres condiciones del ejercicio 23 y expresar C y D en 
función de A y B. 

25. Demostrar si es o no cierta cada una de las proposiciones siguientes relativas a vec- 
tores enV,: 

a) Si A es ortogonal a B, ||A + xB|| > ||/4|| para todo número real x. 

b) Si ||/4 + -xB11 > H/4II para todo número real x, A es ortogonal a B. 

12.9 Proyecciones. Ángulo de dos vectores en el espacio de n dimensiones 

E1 producto escalar de dos vectores en V 2 tiene una interpretación geométrica 
interesante. La figura 12.11 a) muestra dos vectores geométricos no nulos A y B 
que forman un ángulo 0. En este ejemplo, tenemos 0 < 6 < \tt. La fígura 
12.11 b) muestra el mismo vector A y dos vectores perpendiculares cuya suma 
es A. Uno de ellos, tB, es el producto de B por un escalar que llamamos la pro- 
yección de A sobre B. En este ejemplo, t es positivo ya que 0 < 6 < \ -n. 
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B 

(a) 

Figura 12.11 El vector tB 



tB =proyección 
de A sobre B 
(b) 


es la proyección de A sobre B. 


Podemos utilizar los productos escalares para expresar t en función de A y 
B. Ponemos primero tB + C = A y tomar luego el producto escalar de cada 
miembro por B obteniendo 


tBB+CB = AB. 


Pero C ■ B = 0, debido a que C se dibujó perpendicular a B. Por consiguiente 
tB ■ B = A ■ B, con lo que tenemos 


( 12 . 8 ) 


t_AB _AB 
B ■ B ||£|| 2 ' 


Por otra parte, el escalar t origina una sencilla relación para el ángulo 6. De la 
figura 12.11 b), vemos que 


\m 

' \\a\\ 


t IIBII 

Mll ‘ 


Aplicando (12.8) en esta fórmula, encontramos que 


(12.9) 

o 


cos 6 = 


A ■ B 
MH ||B|| 


A-B=\\A\\ ||B|| cos6. 


Dicho de otro modo, el producto escalar <le dos vectores no nulos A y B de V 2 
es igual al producto de tres números: la longitud de A, la de B, y el coseno del 
ángulo que forman. 
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La igualdad (12.9) sugiere una manera de definir el concepto de ángulo en 
V n . La desigualdad de Cauchy-Schwarz, expresada en la forma (12.4), muestra 
que el cociente del segundo miembro de (12.9) tiene valor absoluto < 1 para 
dos vectores cualesquiera de V„. O de otro modo, tenemos 

~ \\A\\ ||B|| “ 


Por lo tanto, existe un solo número real 0 en el intervalo 0 < 6 < tt tal que (12.9) 
es cierta. Definimos el ángulo entre A y B como ese número 0. La discusión ante- 
rior se resume en la definición siguiente. 

definición. Sean A y B dos vectores de V„, con B ¥=0. El vector tB, siendo 


A • B 
BB’ 


se llama la proyección de A sobre B. Si A y B son ambos no nulos, el ángulo 6 
que forman se define mediante la igualdad. 


\\A || ||B|| 


Nota: La función arc coseno restringe 0 al intervalò 0 < 8 < n. Obsérvese tam- 
bién que 8 = \it cuando A ■ B = 0. 


12.10 Los vectores coordenados unitarios 

En el capítulo 9 aprendimos que todo número complejo (a, b) puede expre- 
sarse en la forma a + bi, en donde i representa el número complejo (0, 1). Aná- 
logamente, todo vector (a, b) de V 2 puede expresarse en la forma 

(a, b) = a(l, 0) + b(0 , 1) . 

Los dos vectores (1,0) y (0, 1) que multiplican los componentes a y b se denomi- 
nan vectores coordenados unitarios. Introducimos ahora el concepto análogo en V„. 


definición. En V„, los n vectores £ t = (1,0 .... ,0), E 2 = (0, 1, 0,. . ., 0), 
...,£« = (0, 0, . .0, 1) se llaman vectores coordenados unitarios. El k-ésimo 
componente de E k es \ y todos los demás componentes son cero. 
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La denominación de «vector unitario» procede del hecho de que cada 
vector Ek tiene longitud 1. Obsérvese que esos vectores son ortogonales entre sí, 
esto es, el producto escalar de dos cualesquiera de ellos es cero, 

E k - Ej = 0 si k j. 

teorema 12.6. Todo vector X = (*,, ..., x„) de V„ puede expresarse en 
la forma 

X ^XjEj + '- + x n E n =Zx k E k . 

Además, esta representación es única. Esto es, si 

x = y 

entonces Xk = y* para cada valor k — 1 , 2 , ..., n. 

Demostración. La primera proposición resulta inmediatamente de la defi- 
nición de adición y multiplicación por escalares. La unicidad es consecuencia de 
la definición de igualdad de vectores. 

Una suma del tipo 2 se llama combinación lineal de los vectores 
A lt ... ,A„. E1 teorema 12.6 nos dice que todo vector de V„ puede expresarse 
como combinación lineal de los vectores coordenados unitarios. Expresamos esto 
diciendo que los vectores coordenados unitarios £„ ..., E„ generan el espacio V„. 
También decimos que generan V„ con unicidad porque la representación de un 
vector como combinación lineal de £,,...,£„ es única. Otros conjuntos de vec- 
tores distintos de los £,,... ,E„ también generan V„ con unicidad, y en la sec- 
ción 12.12 estudiaremos tales conjuntos. 

En V 2 los vectores coordenados unitarios £, y £ 2 frecuentemente se desig- 
nan, respectivamente, con los símbolos i yj'en negrita cursiva. En V 3 se utilizan 
los símbolos ijy k en lugar de £„ £ 2 , £ 3 . Algunas veces se coloca una flecha o 
una barra encima del símbolo, por ejemplo ï o i. E1 significado geométrico 
del teorema 12.6 está representado en la figura 12.12 para n — 3. 

Cuando los vectores se expresan como combinaciones lineales de los vec- 
tores coordenados unitarios, los cálculos algebraicos con aquellos pueden efectuar- 
se con las sumas 2 x k E k de acuerdo con las reglas usuales del Álgebra. Consi- 
derando los coeficientes de los vectores coordenados unitarios, pueden obtenerse 
los componentes en cualquier momento del cálculo. Por ejemplo, para sumar 
dos vectores, A = (a t . a„) y B = (fc,. b„), escribimos 


A = % a k E k , 


B = 2 b k E k , 
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y aplicamos la propiedad de linealidad de sumas finitas obteniendo 


A + B = | a k E k +2 b k E k =2 (a k + b k )E k . 


E1 coeficiente de E k en el segundo miembro es el fc-ésimo componente de la suma 

4 + 6. 

12.11 Ejercicios 

1. Determinar la proyección de A sobre B si A = (1, 2, 3) y B = (1, 2, 2). 

2. Determinar la proyección de A sobre B si A = (4, 3, 2, 1) y B — (1, 1, 1, 1). 

3. a) Sean A = (6, 3, — 2) y a, b, c los ángulos que A forma con los vectores coordenados 

unitarios i,j, k, respectivamente. Caicular cos a, cos b y cos c. Estos se llaman los 

cosenos directores de A. b) Hallar todos los vectores de V, de longitud 1 paralelos a A. 

4. Demostrar que el ángulo que forman A = (1, 2, 1) y B = (2, 1, —1) es el doble del que 
forman C = (1, 4, 1) y D = (2, 5, 5). 

5. Determinar vectorialmente los cosenos de los ángulos del triángulo en el espacio de 
3 dimensiones cuyos vértices son los puntos (2, —1, I),(l, —3, —5), y (3, — 4, —4). 

6. Tres vectores A, B, C de V 3 satisfacen las propiedades siguientes: 

%A || = ||C|| = 5 , ||S|| = 1 , \\A - B + C\\ = \\A + B + C\\ . 

Si el ángulo que forman A y B es •û/&„ hallar el que forman B y C. 
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7. Dados tres vectores no nulos A, B, C de V„. Supóngase que el ángulo que forman A y C 
es igual al que forman B y C. Demostrar que C es ortogonal al vector ||B||A — ||-4|lfl. 

8. Sea 6 el ángulo que forman los dos vectores siguientes de V„: A = (1, 1, ..., 1) y 
B = (1, 2, .... rt). Hallar el valor límite de 6 cuando n co. 

9. Resolver el ejercicio 8 si A = (2, 4, 6. 2n) y B = (1, 3, 5. 2n — 1). 

10. Dados dos vectores A = (cos 6, — sen 6) y B = (sen 6, cos 0) de V 2 . 

a) Demostrar qUe A y B son vectores ortogonales de longitud 1. Hacer un dibujo en 
el que A y B formen un ángulo 6 = ir/6. 

b) Hallar todos los vectores (x,y) de V 2 tales que (x,y) =xA + yB. Asegurarse de 
que se consideran todos los posibles valores de 6. 

11. Demostrar vectorialmente que las diagonales de un rombo son perpendiculares. 

12. Formando el producto escalar de los dos vectores (cos a, sen a) y (cos b, sen b), deducir 
la identidad trigonométrica cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b. 

13. Si 6 es el ángulo que forman los vectores no nulos A y B de V„, demostrar que 

\\A - B||® = Mf + IIBII* -2 IMH ||B[| cos 6. 

Interpretado geométricamente en V 2 , este es el teorema del coseno de la Trigonometría. 

14. Supongamos que en lugar de definir el producto escalar de dos vectores A = (a v ... ,a„) 

y B = (b v ..., b n ) por la fórmula A -B = usamos la definición siguiente: 

A-B = 2\aM. 


^Cuáles de las propiedades del teorema 12.2 son válidas con esta definición? iEs vá- 
lida la desigualdad de Cauchy-Schwarz? 

15. Supongamos que en V 2 definimos el producto escalar de dos vectores A = (a^ , a 2 ) y 
B =(bi, b 2 ) con la fórmula 

A ■ B = 2 a^bx + a 2 b 2 + a 2 b 2 + ajb y . 

Demostrar que son válidas todas las propiedades del teorema 12.2 con esta definición. 
iEs válida la desigualdad de Cauchy-Schwarz? 

16. Resolver el ejercicio 15 si el producto escalar de dos vectores A = (a v a 2 , a 3 ) y 
B = (b v b 2 , b 3 ) de V, se define mediante la fórmula A B = la^ + a 2 b 2 + a 3 b 3 
+ a x b 3 + a 3 b x . 

17. Supongamos que en lugar de definir la norma de un vector A = (a , ..., «„) con la 
fórmula (+ • A) l,ï , usamos la definición siguiente: 


Mll =îla*|. 


a) Demostrar que esta definición de norma satisface todas las propiedades de los teo- 
remás 12.4 y 12.5. 

b) Usar esta defmición en V 2 y representar en una figura el conjunto de todos los 
puntos (x, y) de norma 1. 
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c) iCuáles de las propiedades de los teoremas 12.4 y 12.5 serían válidas si usáramos la 
defmición 


mii = |J;« ft | ? 

18. Supongamos que la norma de un vector A = (a,, ... ,a„) se definiera con la fórmula 

II A || = max |flj.|, 

!<*:<» 


donde el símbolo del segundo miembro representa el máximo de los n números 

l«J, Kl. •••> W- 

a) iCuáles de las propiedades de los teoremas 12.4 y 12.5 son válidas con esa definición? 

b) Usar esa definición de norma en V 2 y representar en una figura el conjunto de 
todos los puntos (x,y) de norma 1. 

19. Si A = (a,, .... a„) es un vector de V„, definir dos normas del modo siguiente: 

\\A lli = \°k\ y 114 I| : = max |«*|. 


Demostrar que ||>4|| 2 < ||A|| < HAH, . Interpretar geométricamente esta desigualdad en 
el plano. 

20. Si A y B son dos puntos en el espacio de n dimerfeiones, la distancia de A a B se desig- 

na con d(A,B) y se defme con la igualdad d(A,B) = ||y4 — B||. Demostrar que la distan- 

cia tiene las propiedades siguientes: 

(a) d(A, B) = d(B, A). (b) d(A, B) = 0 si y sólo si A = B. 

(c) d(A, B) < d(A, C) + d(C, B). 


12.12 Envolvente lineal de un conjunto finito de vectores 

Sea S = {A u ..., Ak) un conjunto no vacío que consta de k vectores de V„, 
donde k, el número de vectores, puede ser menor, igual o mayor que n, la dimensión 
del espacio. Si un vector X de V„ puede representarse como una combinación lineal 
de A u ... , Ak, por ejemplo 


X 


= 2 CiA,, 


se dice que S genera al vector X. 

definición. El conjunto de todos los vectores generados por S se denomina 
envoìvente lineal de S y se designa por L(S). 
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Dicho de otro modo, la envolvente lineal de S es simplemente el conjunto de 
todas las posibles combinaciones lineales de vectores en S. Obsérvese que las com- 
binaciones lineales de vectores de L(S) pertenecen también a L(S). Decimos que 
S genera todo el espacio V„ si L(S) = V„. 

ejemplo 1. Sea S = {/l,}. Entonces L(S) consta de todos los productos de 
Ai por escalares. 

ejemplo 2. Todo conjunto S = {A u ... ,Ak} genera el vector nulo ya que 
O = 0/4 ^ -(- • • • +0/4jt. Esta representación, en la que todos los coeficientes 
c u ... ,c k son cero, se llama representación trivial del vector nulo. Sin embargo, 
pueden existir combinaciones lineales no triviales que representen O. Por ejemplo, 
supongamos que uno de los vectores de S es el producto de otro por un escalar, 
sea A 2 = 2A U Tenemos entonces muchas representaciones no triviales de O, por 
ejemplo 


O = 2 tA x - tA 2 + O/Í3 + • • • + 0 A k , 
siendo t cualquier escalar no nulo. 

Nos interesan en especial los conjuntos S que generan los vectores de una 
sola manera. 

definIción. Un conjunto S = {A, . A k } de vectores de V„ genera a X 

con unicidad si S genera a X y si 

(12.10) X = 2 c iAí y X ~% d i A * itnplica c, = d £ para todo i. 

En las dos sumas que aparecen en (12.10), se sobreentiende que los vectores 
A lt ..., Ak están escritos en el mismo orden así como también que la implicación 
(12.10) es válida para una ordenación prefijada pero arbitraria de los vectores 
Ax . A k . 

teorema 12.7. Un conjunto S genera un vector cualquiera de L(S) con uni- 
cidad si y sólo si S genera con unicidad el vector cero. 

Demostración. Si S genera cualquier vector de L(S) con unicidad, eviden- 
temente genera O con unicidad. Para demostrar el recíproco, supongamos que S 
genera O con unicidad y elijamos cualquier vector X de L(S). Supongamos que 
S genera X de dos maneras, por ejemplo 


X = J c £ A £ 


y X = ^d £ A £ . 




Independencia lineal 


567 


Restando, encontramos que O = 2?=i (c { — d t )A x . Pero puesto que S genera O con 
unicidad, debe ser a — di = 0 para todo i, así que S genera X con unicidad. 


1ÌA5 Independencia lineal 

E1 teorema 12.7 demuestra la importancia de los conjuntos que generan con 
unicidad el vector cero. Tales conjuntos se distinguen con un nombre especial. 

definición. Vn conjunto S = {A , ..., Ak} que engendra con unicidad el 
vector cero se denomina conjunto de vectores linealmente independiente. De no ser 
así S es un conjunto linealmente dependiente. 

Dicho de otro modo, la independencia significa que S engendra O única- 
mente con la representación trivial: 

2 c t Ai = 0 implica todo c t = 0 . 

La dependencia significa que S engendra O en alguna forma no trivial. Esto es, 
para unos ciertos escalares c lt ..., Ck, tenemos 

2 c { A, = O pero no todo c t es cero. 

Si bien la dependencia e independencia son propiedades de los conjuntos de 
vectores, es corriente aplicar también esas denominaciones a los mismos vectores. 
Por ejemplo, los vectores de un conjunto linealmente independiente se llaman a 
menudo vectores linealmente independientes. Convenimos también en llamar con- 
junto linealmente independiente al conjunto vacío. 

Los ejemplos que siguen pueden servir para profundizar en los conceptos de 
dependencia e independencia. 

ejemplo 1. Si un subconjunto T de un conjunto S es dependiente, el mismo 
S es dependiente, porque si T genera O en forma no trivial, lo mismo hace S. Esto 
es lógicamente equivalente a la proposición de que todo subconjunto de un 
conjunto independiente es independiente. 

ejemplo 2. Los n vectores coordenados unitarios E lt de V n generan 

O con unicidad así pues son linealmente independientes. 

ejemplo 3. Cualquier conjunto que contenga el vector cero es dependiente. 
Por ejemplo, si A, = O, tenemos la representación no trivial O = 1 + 0 A 2 + 

. . . + O+i. 
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ejemplo 4. E1 conjunto S = { i,j, i + j} de vectores de V 2 es linealmente 
dependiente porque tenemos la representación no trivial del vector cero 

O = i +j + (—l)(í +/). 

En este ejemplo el subconjunto T = {i,j} es linealmente independiente. E1 tercer 
vector, i + j, es de la envolvente lineal de T. E1 teorema siguiente demuestra que 
si adjuntamos a i y j cualquier vector de la envolvente lineal de T, obtenemos un 
conjunto dependiente. 

teorema 12.8. Sea S = { A 1( .... Ak} un conjunto linealmente independien- 
te de k vectores de V», y sea L(S) la envolvente lineal de S. Todo conjunto de 
k + 1 vectores de L(S) es linealmente dependiente. 

Demostración. La demostración se hace por inducción en k, número de vec- 
tores de S. Supongamos primero k = 1. Entonces, por hipótesis, S consta de un 
vector, tal como A u siendo A 2 ¥=■ O ya que S es independiente. Tomemos ahora 
dos vectores distintos cualesquiera B, y B 2 de L(S). Entonces cada uno es el pro- 
ducto de Ai por un escalar, por ejemplo B t =c,A, y B, = c 2 A u no siendo c, y 
c 2 los dos nulos. Multiplicando B, por c 2 y B 2 por c, y restando, encontramos que 

c 2 Bj — c x B 2 = O . 

Esta es una representación no trivial de O así que B, y B 2 son dependientes. Esto 
demuestra el teorema cuando k = 1. 

Supongamos ahora que el teorema es válido para k — 1 y vamos a demostrar 
que también lo es para k. Tomemos cualquier conjunto de k + 1 vectores de 
L(S), sea T = {B 1( B 2 , .... B*+,}. Queremos demostrar que T es linealmente de- 
pendiente. Puesto que cada Bi es de L(S), podemos escribir 

(12.11) B t =Ìa tí A,. 

i =1 

para cada i = 1,2, . .., k + 1. Examinemos todos los escalares a ix que multipli- 
can Ai y escindamos la demostración en dos casos según sean todos los escalares 
nulos o no. 

CASO 1. ati = 0 para todo i = 1, 2, ..., k + 1. En este caso la suma de 
(12.11) no incluye Ai así que cada B, de T pertenece a la envolvente lineal del 
conjunto S' = { A 2 , ..., Ak}. Pero S' es linealmente independiente y consta de 
k — 1 vectores. Según la hipótesis de inducción, el teorema es válido para k — 1 
con lo que el conjunto T es dependiente. Esto demuestra el teorema en el Caso 1. 
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CASO 2. No todos los escalares a it son cero. Supongamos que a u ¥= 0. (Si 
es preciso, podemos volver a numerar los B para que sea así.) Tomando i = 1 en 
la igualdad (12.11) y multiplicando ambos miembros por c iy siendo a = 
flú/au, llegamos a 


! = «, 1^1 + 2 C i a \jAj 


De esta igualdad restemos la (12.11) y obtenemos 


c.Bi - B, = 2 ( c i a u ~ a iMi - 


para i = 2, .... k + 1. Esta ecuación expresa cada uno de los k vectores 
dB x — Bi como combinación lineal de k — 1 vectores linealmente independientes 
A 2 , .... Ak- Según la hipótesis de inducción, los k vectores c,B, — Bi deben ser 
dependientes. Por lo tanto, para. unos ciertos escalares t 2 , , tk+ u no todos nulos, 

tenemos 


2 í/c.B^ - B,) = 0 , 

de la que resulta 

( l -2 í<B= O . 

Pero ésta es una combinación lineal no trivial de B, , . . ., Bt +1 que representa el 
vector cero, con lo cual los vectores B„ .... B*+i deben ser dependientes. Esto 
completa la demostración. 

A continuación demostramos que el concçpto de ortogonalidad está íntima- 
mente relacionado con la independencia lineal. 

definición. Un conjunto de vectores S = {A lt .... Ak} de V„ se denomina 
ortogonal si A ; ■ A, = 0 siempre que i ¥= j. Dicho de otrc- modo, dos veçtores dis- 
tiptos cualesquiera de un conjunto ortogonal .son perpendiculares. 

TEOREMA 12.9. Cualquier conjunto ortogonal S = {+,, .... Ak} de vecto- 
res no nulos de V„ es linealmente independiente. Además, si S genera un vector X, 
sea este 


( 12 . 12 ) 


X = 2 c iA{, 
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entonces los factores escalares c lt ... ,c k vienen dados por las fórmulas 
(12.13) Cj = — — para j = l,2,...,k. 

Aj • Aj 

Demostración. Demostremos primero que S es linealmente independiente. 
Supongamos que 2f_ 1 CfA f = O. Multiplicando escalarmente cada miembro por A, 
y teniendo en cuenta que A, • /4,=0 para cada 1, encontramos c,(A, • A,) = 0. 
Pero (/4, • Ai) ¥= 0 puesto que A, ¥= O, con lo que c k = 0. Repitiendo este razo- 
namiento con A t sustituido por A -„ encontramos que cada C/ = 0. Por consiguiente 
S genera O con unicidad por lo que S es linealmente independiente. 

Supongamos ahora que S genera X como en (12.12). Formando el producto 
escalar de X por A,- como antes, encontramos que c,(A,- • Aj) = X • A,- de donde 
obtenemos (12.13). 

Si todos los vectores A„ . . ., A k del teorema 12.9 tienen norma 1 , la fórmula 
para los multiplicadores se simplifica quedando en la forma 

Cj = X-A,. 

Un conjunto de vectores ortogonales {A„ ..., A k } cada uno de los cuales tiene 
norma 1, se denomina conjunto ortonormal. Los vectores coordenados unitarios 
E u ..., E„ son un ejemplo de conjunto ortonormal. 


12.14 Bases 

Es corriente estudiar conjuntos de vectores que generen cualquier vector de 
V„ con unicidad. Tales conjuntos se llaman bases de V„. 

definición. Un conjunto S = {A lt ..., A k } de vectores de V n es una base 
para V n si S genera todo vector de V„ con unicidad. Si, además, S es ortogonal, 
entonces S se denomina base ortogonal. 

Así pues, una base es un conjunto linealmente independiente que genera todo 
el espacio V„. E1 conjunto de vectores coordenados unitarios es un ejemplo de 
base. Este caso particular de base es también una base ortogonal. Demostremos 
ahora que toda base contiene el mismo número de elementos. 

teorema 12.10. En un espacio vectorial dado V n , las bases tienen las pro- 
piedades siguientes: 

a) Toda base contiene exactamente n vectores. 

b) Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes es un subcon- 
junto de una cierta base. 

c) Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes es una base. 
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Demostración. Los vectores coordenados unitarios E lt ..., E„ constituyen 
una base para V„. Si demostramos que dos bases cualesquiera contienen el mismo 
número de vectores obtenemos a). 

Sean S y T dos bases, teniendo S,k vectores y T que tenga r vectores. Si 
r > k, entonces T contiene por lo menos k + 1 vectores de L(S), ya que L(S) = V„. 
Por consiguiente, en virtud del teorema 12.8, T debe ser linealmente dependiente, 
en contradicción con la hipótesis de que T es una base. Esto significa que no 
puede ser r > k, por tanto será r < k. Aplicando el mismo razonamiento inter- 
cambiando S y T, encontramos que k < r. Luego, r = k con lo que la parte a) 
queda demostrada. 

Para probar b), sea S = { A lt ..., Ak) cualquier conjunto de vectores lineal- 
mente independiente de V„. Si L(S) = V n , S es una base. Si no es así, existe un 
cierto vector X de V„ que no pertenece a L(S). Adjuntemos este vector a S y con- 
sideremos el nuevo conjunto S' = {A lt ..., Ak, X}. Si este conjunto fuera de- 
pendiente, existirían unos escalares c u .... c t+1 , no todos nulos, tales que 

2 c ì a ì + c »+i^ ~ ^ • 

Pero Ck+i 0 puesto que A lt ..., Ak son independientes. Luego, podríamos re- 
solver esa ecuación respecto a X y encontrar que X e L(S), en contradicción con 
el hecho de que X no pertenece a L(S). Por consiguiente, el conjunto S' es lineal- 
mente independiente pero contiene k+1 vectores. Si L(S') = V n , S’ es una base 
y, puesto que S es un subconjunto de S', la parte b) queda demostrada. Si S' no es 
una base, podemos razonar con S' como lo hicimos con S, obteniendo un nuevo 
conjunto S" que contiene k + 2 vectores y es linealmente independiente. Si S" 
es una base, la parte b) está demostrada. Si no, repetimos el proceso. Debemos 
llegar a una base al cabo de un número finito de repeticiones del proceso, de otro 
modo obtendríamos un conjunto independiente con n+1 vectores, en contradic- 
ción con el teorema 12.8. Por lo tanto la parte b) queda demostrada. 

Finalmente, utilizando las partes a) y b) demostramos c). Sea S cualquier 
conjunto linealmente independiente que conste de n vectores. Según la parte b), 
S es un subconjunto de una cierta base B. Pero según a) la base B tiene exacta- 
mente n elementos, con lo que S = B. 


12.15 Ejercicios 

1. Sean i y j los vectores coordenados unitarios de V 2 . Hallar en cada caso escalares x e y 
tales que x(i - j) +(/+ j) es igual a 

(a) /; (b) j; (c) 3/ - 5j; (d) 7» + 5 j. 

2. Si + = (1, 2), B = (2, —4), y C = (2, —3) son tres vectores de V 2 , hallar unos esca- 
lares x c y tales que C = xA + yB. iCuántos pares de esos existen? 
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3. Si A = (2, -1, 1), B = (1, 2, -1), y C = (2, -11, 7) son tres vectores de V 3 , hallar 
unos escalares x e y tales que C = xA + y B. 

4. Demostrar que el ejercicio 3 no tiene solución si C se reemplaza por el vector (2, 11, 7). 

5. Sean A y B dos vectores no nulos de V. 

a) Si A y B son paralelos, demostrar que son linealmente dependientes. 

b) Si A y B no son paralelos, demostrar que son linealmente independientes. 

6. Si (a,b) y ( c,d ) son dos vectores de V 2 , demostrar que son linealmente independientes 
si y sólo si ad — bc 0. 

7. Hallar todos los números reales t para los cuales los dos vectores (1 + f, 1 — t) y 
(1 — t, 1 + í) de V 2 sean linealmente independientes. 

8. Sean i,j, k los vectores coordenados unitarios de V s - Demostrar que los cuatro vectores 
i,j, k, i + j + k son linealmente dependientes, pero que tres cualesquiera de ellos son 
linealmente independientes. 

9. Sean / y j los vectores coordenados unitarios de V 2 y S = {/, / + j}. 

a) Demostrar que S es linealmente independiente. 

b) Demostrar que j pertenece a la envolvente lineal de S. 

c) Expresar 3/ — 4] como combinación lineal de / e / + j. 

d) Demostrar que L(S) = V r 

10. Considerar los tres vectores A = /, B = / +j y C = / + j + 3k de V 3 . 

a) Demostrar que el conjunto {A,B,C} es linealmente independiénte. 

b) Expresar cada uno de los vectores j y k como combinación lineal de A, B y C. 

c) Expresar 2/ — 3j + 5k como combinación lineal de A, B, y C. 

d) Demostrar que {A,B,C} es una base para V s . 

11. Sean A = (1, 2), B = (2, -4), C = (2, -3), y D = (1, -2) cuatro vectores de V 2 . 
Formar todos los subconjuntos no vacíos de {A,B,C,D} que son linealmente inde- 
pendientes. 

12. Sean A = (1, 1, 1, 0), B = (0, 1, 1, 1) y C = (1, 1, 0, 0) tres vectores de V 4 . 

a) Determinar si A,B,C son linealmente dependientes o independientes. 

b) Obtener un vector no nulo D tal que A,B,C,D sean dependientes. 

c) Obtener un vector E tal que A,B,C,E sean independientes. 

d) Elegido E de la parte c), expresar el vector X = (1, 2, 3, 4) como combinación 
lineal de A,B,C,E. 

13. a) Demostrar que los tres vectores siguientes de V 3 son linealmente independientes: 

(VI, 1, 0), (1, V3, 1), (0, 1. VI). 

b) Demostrar que los tres siguientes son dependientes: (\/2,1, 0), (1, V2, 1), (0, 1, V2). 

c) Hallar todos los números reales t para los cuales los tres vectores siguientes de V 3 
son dependientes: (t, 1, 0), (1, t, 1), (0, 1, t). 

14. Considerar los siguientes conjuntos de vectores de V 4 . En cada caso, hallar un subcon- 
junto linealmente independiente que contenga el mayor número posible de vectores. 

(a) {(1, 0,1,0), (1,1,1,1), (0,1, 0,1), (2, 0, -1,0)}. 

(b) {(1,1,1,1), (1,-1,1,1), (1,-1,-1,1), (1, -1, -1, -1)}. 

(c) {(1,1,1,1), (0,1,1,1), (0,0,1,1), (0,0,0,1)}. 

15. Dados tres vectores linealmente independientes A,B,C de V„. Demostrar si son o no 
ciertas las proposiciones siguientes. 

a) A + B, B + C, A + C son linealmente independientes. 

b) A — B, B + C, A + C son linealmente independientes. 

16. a) Demostrar que un conjunto S de tres vectores de V 3 es una base para V 3 si y sólo 
si su envolvente lineal L(S) contiene los tres vectores coordenados unitarios i,j y k. 

b) Establecer y demostrar una generalìzación de la parte a) para V„. 
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17. Encontrar dos bases para V, que contengan los dos vectores (0, 1, 1) y (1, 1, 1). 

18. Encontrar dos bases para V 4 que tengan comunes sólo los dos vectores (0, 1, 1, 1) j 

(1, 1, 1, 1). 

19. Considerar los siguientes conjuntos de vectores de V 3 : 

S = {(1,1,1), (0,1,2), (1,0, -1)}, T = {(2,1,0), (2,0, -2)), U = {(1, 2, 3), (1, 3, 5)} 

a) Demostrar que L(T) ç L(S). 

b) Determinar todas las relaciones de inclusión que existen entre los conjuntos L(S), 
L(T), y L(U). 

20. Designemos con A y B dos subconjuntos finitos de vectores en un espacio vectorial V„, 
y con L(A) y L(B) sus envolventes lineales. Probar cada una de las proposiciones si- 
guientes. 

a) Si A £ B, entonces L(A) £ L(B). 

b) L(A O B)£ L(A) O L(B). 

c) Dar un ejemplo en el que L(A (A B) A L(A) O L(B). 


12.16 E1 espacio vectorial F„(C) de n-plas de números complejos 

En la sección 12.2 se defìnió el espacio vectorial V„ como el conjunto de 
todas las «-plas de números reales. La igualdad, la adición de vectores, y la mul- 
tiplicación por escalares se definieron en función de los componentes del siguien- 
te modo: Si A = (a lt ..., a») y B = (b lt .... b„), entonces 

A = B significa a t = b t para cada i = 1,2,...,«, 

A + B = (aj + bx,.. ., a„ + b n ), cA — (ca x , . . ., ca n ). 

Si todos los escalares a t , b t y c de esas relaciones se reemplazan por números com- 
plejos, el nuevo sistema algebraico así obtenido se llama espacio vectorial complejo 
y se designa con V„(C). La C se utiliza para recordarnos que los escalares son 
complejos. 

Puesto que los números complejos satisfacen el mismo conjunto de propie- 
dades que los números reales, todos los teoremas relativos al espacio vectorial real 
V„ que utilizan tan sólo propiedades de los números reales son también válidos 
para V„(C), con tal que todos los escalares puedan ser complejos. En particular, 
aquellos teoremas de este capítulo que sólo tratan de la adición de vectores y de la 
multiplicación por escalares son también válidos para V„(C). 

Esta extensión no se hace solamente con la idea de conseguir una generali- 
zación. Los espacios vectoriales complejos surgen espontáneamente en la teoría 
de las ecuaciones diferenciales lineales y en la moderna Mecánica cuántica, así 
que su estudio es de importancia considerable. Afortunadamente, gran parte de los 
teoremas relativos al espacio vectorial real V„ subsisten sin cambio para V„(C). 
Sin embargo, se hacen unos pequenos cambios en aquellos teoremas que incluyen 
productos escalares. A1 probar que el producto escalar A • A de un vector no nulo 
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por sí mismo es positÌYO, hicimos uso del hecho de que una suma de cuadrados de 
números reales es positiva. Puesto qiie una suma de cuadrados de números com- 
plejos puede ser 'negativa, tenemos que modificar la definición de A • B si quere- 
mos conservar la propiedad de que sea positivo. Para V n (C), usamos la siguiente 
definición de producto escalar. 

definición. Si A = (a ,,a„) y B = (b lt .. . ,b n ) son dos vectores de 
V n (C), definimos su producto escalar A • B con la fórmula 


A B = Î? a k b k , 

*=x 

donde b k es el complejo conjugado de bk. 

Obsérvese que esta definición está de acuerdo con la antes dada para V n 
porque bk = bk cuando bk es real. Las propiedades fundamentales del producto 
escalar, correspondientes a las del teorema 12.2, toman ahora la siguiente forma. 

teorema 12.11. Para todos los vectores A, B, C de V n (C) y todos los esca- 
lares complejos c, tenemos 

(a) A • B = ÎFa, 

(b) A-(B + C) = A - B + A C, 

(c) c(A • B) = (cA) • B = A • (cB), 

(d) A ■ A > 0 si AjíO, 

(e) A • A = 0 si A = 0. 

Todas esas propiedades son sencillas consecuencias de la definición y sus 
demostraciones se dejan como ejercicios. E1 lector debería observar que aparece el 
conjugado en la propiedad a) cuando se invierte el orden de los factores. Asimis- 
mo, aparece el conjugado del factor escalar en la propiedad c) cuando el escalar c 
pasa de un lado al otro del punto. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz toma ahora la forma 

(12.14) \A ■ B\* < (A • A)(B • B) . 

La demostración es parecida a la dada para el teorema 12.3. Consideremos el vec- 
tor C = xA — yB, donde x = B ■ B e y = A ■ B, y calculamos C • C. La desigual- 
dad C • C > 0 nos conduce a (12.14). Los detalles los dejamos como ejercicio para 
el lector. 

Puesto que el producto escalar de un vector por sí mismo es no negativo, po- 
demos introducir la norma de un vector de V n (C) mediante la fórmula usual 


\\A\\ = (A • A) 1,% . 
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Las propiedades fundamentales de las normas, como se establecieron en el teo- 
rema 12.4, también son válidas sin modificación para V„(C). La desigualdad trian- 
gular, ||A + B\\ < ||A|| + ||B||, también vale en V„(C). 

La ortogonalidad de vectores en V„(C) se define con la relación A ■ B = 0. 
Como en el caso real, dos vectores A y B de V„(C) son ortogonales si y sóln si 
satisfacen la identidad pitagórica, ||A + B\\ 2 = |!A|| 2 + ||B|| 2 . 

Los conceptos de envolvente lineal, independencia lineal, y base, se definen 
para V„(C) exactamente como en el caso real. Los teoremas del 12.7 al 12.10 y 
sus demostraciones son todas válidas sin modificación para V„(C). 


12.17 Ejercicios 

L Sean A = (1, í), B - (/, -/), y C = (2/, 1) tres vectores de V 2 (C). Calcular cada uno 
de los siguientes producto? escalares: 

(a) A ■ B : (b) B A ; (c) (iA) ■ B; (d) A ■ ( iB ); (e) (iA) ■ ( iB ) ; 

(f )BC; (g )A-C; (h) (B + C) ■ A ; (i) (A — C) ■ B; 

(j) (A - iB) ■ (A + iB). 

2. Si A = (2, 1, —/) y B = (/, —1, 2/), hallar un vector no nulo C de V 3 (C) ortogonal 
simultáneamente a A y B. 

3. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), tenemos la identidad 

\\A +5|| 2 = M||* + ||B||* +AB + Â^B. 

4. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), tenemos la identidad 

\\A + 5|| 2 - WA - fi|| 2 = 2(A ■ B + Â^B). 

5. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), tenemos la identidad 

\\A +B|| 2 + |\A -BV =2 M||* +2 ||B|| 2 . 

6. a) Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), la suma A • B + A ■ B 
es real. 

b) Si A y B son vectores no nulos de V„(C), demostrar que 
,, ^AB + AB _ 

~ Mll lisil ^ 2 ' 

7. Defmimos el ángulo 0 formado por dos vectores no nulos A y B de V„(C) mediante la 
identidad 


0 = arccos 


\(A ■ B + A ■ B) 


11+II \\B li 
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La desigualdad del ejercicio 6 demuestra que siempre existe un único ángulo 6 en el 
intervalo cerrado 0 < 6 < v que satisface esta igualdad. Demostrar que 

\\A-Bf = mii> + ì\Bf -2 MII ||fl|| cos e . 

8. Aplicar la definición del ejercicio 7 al cálculo del ángulo formado por los dos vectores 
siguientes de V S (C); A = (1, 0, i, i, i), y B = (i, i, i, 0, i). 

9. a) Demostrar que los tres vectores siguientes forman una base para V 3 (C): A = (1, 0, 0), 
B = (0, i, 0), C = (1, 1, i). 

b) Expresar el vector (5, 2 — i, 2i) como combinación lineal de A, B, C. 

10. Demostrar que la base de los vectores coordenados unitarios E v de V„ también 

constituyen una base para V»(C). 
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APLICACIONES DEL ÁLGEBRA VECTORIAL 
A LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


13.1 Introducción 

En este capítulo se trata de las aplicaciones del Álgebra vectorial al estudio 
de las rectas, los planos y las secciones cónicas. En el capítulo 14 el Álgebra vec- 
torial se combina con los métodos del cálculo, y se dan otras aplicaciones al estu- 
dio de curvas y a ciertos problemas de Mecánica. 

E1 estudio de la Geometría como sistema deductivo, fue concebido por 
Euclides aproximadamente 300 anos antes de Jesucristo, empezando con un con- 
junto de axiomas o postulados que describen propiedades de los puntos y las 
rectas. 

Los conceptos «punto» y «recta» se toman como nociones primarias y no 
se defìnen. Se definen otros conceptos a partir de los puntos y rectas, y los teore- 
mas se deducen sistemáticamente a partir de los axiomas. Euclides estableció diez 
axiomas con los que intentó deducir todos sus teoremas. Ha sido demostrado que 
esos axiomas no son adecuados para la teoría. Por ejemplo, en la demostración de 
su primer teorema, Euclides hace una hipótesis tácita relativa a la intersección 
de dos circunferencias que no está cubierta por sus axiomas. Desde entonces han 
sido formuladas otras listas de axiomas de los que resultan todos los teoremas de 
Euclides. La más famosa es la que dio el matemático alemán David Hilbert (1862- 
1943) en su obra Grundlagen der Geometrie, publicado en 1899. (Existe una tra- 
ducción inglesa: The Foundations of Geometry, Open Court Publishing Co., 1947.) 
Este trabajo, del que se hicieron siete ediciones alemanas en vida de Hilbert, inau- 
guró la Matemática abstracta del siglo xx. 

Hilbert comenzó su estudio de la Geometría plana con cinco conceptos que 
no definió: punto, recta, en (relación entre un punto y una recta), entre (relación 
entre un punto y un par de puntos), y congruencia (relación entre pares de pun- 
tos). Da entonces quince axiomas a partir de los cuales desarrolla toda la Geome- 
tría plana euclidiana. La Geometría del bspacio se basa en veintiún axiomas que 
incluyen seis conceptos que no se definen. 
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La introducción de la Geometría analítica es algo distinta. Definimos con- 
ceptos tales como punto, recta, en, entre, etc., pero lo hacemos en función de 
números reales, que no se definen. La estructura matemática que resulta se llama 
modelo analítico de la Geometría euclidiana. En este modelo, se utilizan las pro- 
piedades de los números reales para deducir los axiomas de Hilbert. No intentare- 
mos comentar todos los axiomas de Hilbert. En lugar de eso, indicaremos tan sólo 
cómo se definen los conceptos primitivos por medio de números reales y daremos 
algunas demostraciones para ilustrar los métodos de la Geometría analítica. 


13.2 Rectas en el espacio /i-dimensional 

En esta sección empleamos los números reales para definir los conceptos de 
punto, recta, y en. Las definiciones se formulan de modo que se acomoden a nues- 
tras ideas intuitivas acerca de la Geometría euclidiana tri-dimensional, pero tienen 
también sentido en un espacio de n dimensiones para cualquier n ^ 1. 

Un punto es simplemente un vector de V», esto es, una n-pla ordenada de 
números reales; utilizaremos las palabras «punto» y «vector» indistintamente. 
E1 espacio vectorial V» es el modelo analítico del espacio euclidiano n-dimensional. 
Para definir la «recta», empleamos las operaciones algebraicas de adición y de 
multiplicación por escalares en V„. 

definición. Sea P un punto dado y A un vector no nulo dado. El conjunto 
de todos los puntos de la forma P + tA, en donde t recorre todos los números 
reales, es una recta que pasa por P y es paralela a A. Designamos esa recta con 
L(P; A) y escribimos 

L(P; A) = [P + tA 1 1 real} o, más brevemente, L(P; A) ={P + tA} . 

Se dice que un punto Q está en la recta L(P; A) si Q e L(P; A). 

En el símbolo L(P; A), el punto P escrito en primer lugar está en la recta, 
ya que corresponde a t = 0. E1 segundo punto, A, se llama vector de dirección 
de la recta. La recta L(0; A) que pasa por el origen O es la envolvente lineal 
de A; consta de todos los productos de A por escalares. La recta por P paralela a 
A se obtiene sumando P a cada vector de la envolvente lineal de A. 

La figura 13.1 muestra la interpretación geométrica de esta definición en V 3 . 
Cada punto P + tA puede representarse por el extremo de un vector geométrico 
trazado por el origen. Cuando t varía tomando todos los valores reales, el corres- 
pondiente punto P + tA describe una recta que pasa por P y paralela al vector A. 
La figura 13.1 muestra los puntos correspondientes a algunos valores de t en las 
dos rectas L(P; A) y L(Q; A). 
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Figura 13.1 La recta L(P; A) por P paralela a A y su relación geométrica con la recta 
L(0; A) por O paralela a A. 


13.3 Algunas propiedades sencillas de las rectas 

Primero demostramos que el vector dirección A que aparece en la deftnición 
de L(P; A) puede reemplazarse por cualquier otro vector paralelo a A. (Recorde- 
mos que dos vectores A y B se llaman paralelos si A = cB para un cierto escalar 
c no nulo.) 

teorema 13.1. Dos rectas L(P; A) y L(P; B) que pasan por el mismo pun- 
to P son iguales si y sólo si los vectores de dirección A y B son paralelos. 

Demostración. Supongamos primero que L(P; A) = L(P; B). Tomemos un 
punto en L(P; A) distinto de P, por ejemplo P + A. Este punto está también en 
L(P; B) de manera que P + A = P + cB para un cierto escalar c. Luego, tene- 
mos A = cB y c ¥= 0 ya que A+=0. Por consiguiente, A y B son paralelos. 

Demostremos ahora el recíproco. Supongamos que A y B son paralelos, sea 
A = cB para un cierto c¥=0. Si Q está en L(P; A), entonces tenemos Q = P+tA = 
= P + t(cB) = P + (ct)B, con lo que Q está en L(P; B). Por consiguiente 
L(P; A) £ L(P; B). Del mismo modo, L(P; B) £ L(P; A), por tanto L(P; A) = 
= L(P; B). 

A continuación demostramos que el punto P que aparece en la definición de 
L(P; A) puede reemplazarse por cualquier otro punto Q situado en la misma 
recta. 
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teorema 13.2. Dos rectas L(P; A) y L(Q; A) con el mismo vector de di- 
rección A son iguales si y sólo si Q está en L(P; A). 

Demostración. Supongamos que L(P; A) = L(Q; A). Puesto que Q está en 
L(Q; A), Q también está en L(P; A). Para demosjrar el recíproco, supongamos 
que Q está en L(P; A), sea Q = P + cA. Queremos demostrar que L(P; A) = 
L(Q; A). Si X e L(P; A), entonces X = P + tA para un cierto t. Pero 
P = Q — cA, así que X = Q — cA + tA = Q + (t — c)A, y por tanto X tam- 
bién está en L(Q; A). Por lo tanto L(P; A) £ L(Q; A). Análogamente, encontra- 
mos L(Q; A) £ L(P; A), con lo cual las dos rectas son iguales. 

Uno de los famosos postulados de Euclides es el postulado de las paralelas 
que es lógicamente equivalente a la proposición de que «por un punto dado existe 
una y sólo una recta paralela a una recta dada». Deduciremos esta propiedad 
como una consecuencia del teorema 13.1. Necesitamos primero defìnir el parale- 
lismo de rectas. 

definición. Dos rectas L(P; A) y L(Q; B) son paralelas si sus vectores de 
dirección A y B son paralelos. 

teorema 13.3. Dados una recta L y un punto Q no perteneciente a L, 
existe una y sólo una recta L' que contiene Q y es paralela a L. 

Demostración. Supongamos que la recta dada tiene el vector de dirección 
A. Consideremos la recta L' = L(Q; A). Esta recta contiene Q y es paralela a L. 
E1 teorema 13.1 nos dice que ésta es la única recta con esas dos propiedades. 

Nota: Largo tiempo los matemáticos sospecharon que ei postulado de las paralelas 
podía deducirse a partir de los otros postulados de Euclides, pero todos los intentos para 
demostrarlo resultaron inútiles. A principios del siglo xix los matemáticos Karl F. Gauss 
(1777-1855), J. Bolyai (1802-1860), y N. I. Lobatchevslci (1793-1856) llegaron a la con- 
vicción de que èl postulado de las paralelas no podía deducirse de los otros y desarro- 
llaron Geometrías no euclidianas, esto es, Geometrías en las que no es válido el citado 
postulado. E1 trabajo de esos hombres inspiró a otros matemáticos y científicos la am- 
pliación de sus puntos de vista acerca de las «verdades aceptadas» y a rechazar otros 
axiomas que durante siglos habían sido considerados como sagrados. 


También se deduce con facilidad la siguiente propiedad de las rectas que 
Euclides estableció como un axioma. 

teorema 13.4. Dos puntos distintos determinan una recta. Esto es, si 
P ^ Q, existe una y sólo una recta que contiene P y Q, Puede describirse como 
el conjunto {P + t(Q — P)} . 
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Demostración. Sea L la recta que pasa por P y es paralela a Q—P, esto es, 
L = L(P; Q-P) = {P + t (Q -/>)}. 

Esta recta contiene a P y a Q (tomar í = 0 para P y í = 1 para Q). Sea ahora L' 
cualquier recta que contenga P y Q. Demostraremos que L' = L. Puesto que 
L' contiene P, tenemos L' — L(P; A) para algún A ¥= O. Pero tambiên L' contiene 
Q con lo que P + cA = Q para un cierto c. Luego tenemos Q— P = cA, donde 
c ¥ 0 ya que Q¥= P. Por consiguiente Q—Pes paralela a A con lo que, según 
el teorema 13.2, tenemos L’ = L(P; A) = L(P; Q — P) = L. 

ejemplo. E1 teorema 13.4 nos da un sencillo método para averiguar si un 
punto Q está en una recta dada L(P; A). Nos dice que Q está en L(P; A) si y sólo 
si Q — P es paralelo a A. Por ejemplo, consideremos la recta L(P; A), donde 
P = (1, 2, 3) y A = (2, — 1, 5). Para averiguar si el punto Q = (1, 1, 4) está en 
esa recta, examinemos Q — P = (0, — 1, 1). Puesto que Q — P no es el producto 
de A por un escalar, el punto (1, 1, 4) no está en esa recta. Por otra parte, si 
Q = (5, 0, 13), encontramos que Q — P = (4, —2, 10) = 2A, así que Q está 
en la recta. 

La dependencia lineal de dos vectores en V„, puede expresarse con lenguaje 
geométrico. 

teorema 13.5. Dos vectores A y B de V„ son linealmente dependientes si 
y sólo si están en la misma recta que pasa por el origen. 

Demostración. Si es cero uno de los vectores A o B, el resultado es trivial. 
Si ambos son no nulos, entonces A y B son dependientes si y sólo si B = tA para 
un cierto escalar t. Pero B = tA si y sólo si B está en la recta que pasa por el 
origen y es paralela a A. 

13.4 Rectas y funciones vectoriales 

E1 concepto de recta se puede relacionar al de función. La correspondencia 
que asocia a cada número real t el vector P + tA, es un ejemplo de función cuyo 
dominio es el conjunto de los números reales y cuyo recorrido es la recta L(P; A). 
Si designamos la función con el símbolo X, el valor de la función X(t) en t viene 
dado por la ecuación 

(13.1) X(t)=P+tA. 

Llamamos a ésta, función vectorial de una variable real. 

La consideración de esa función es importante debido a que, como veremos 
en el capítulo 14, nos da un método natural para estudiar curvas en forma más 
general. 
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E1 escalar t de la ecuación (13.1) se denomina a menudo parámetro, y la 
ecuación (13.1) se llama ecuación vectorial paramétrica o simplemente ecuación 
vectorial de la recta.A veces conviene imaginar la recta como la trayectoria de 
una partícula móvil, en cuyo caso el parámetro t es el tiempo y el vector X(t) el 
vector posición 

Observemos que dos puntos X(a) y X(b) de una recta dada L(P; A) son 
iguales si y sólo si tenemos P + aA = P + bA o (a — b)A = O. Puesto que 
A¥= O, esta última relación es válida si y sólo si a = b. Así que, valores distin- 
tos del parámetro t conducen a puntos distintos de la recta. 

Consideremos ahora tres puntos distintos de una recta dada, sean X(a), X(b), 
y X(c), siendo a > b. Decimos que X(c) está entre X(a) y X(b) si c está entre 
a y b, esto es, si a < c < b. 

La congruencia puede defìnirse en función de las normas. Un par de puntos 
P, Q se llama congruente a otro par F, Q' si \\P — Q|| = \\P' — Q' ||. La norma 
||P — Q|| se llama también distancia entre P y Q. 

Esto completa las definiciones de los conceptos punto, recta, en, entre, y 
congruencia en nuestro modelo analítico del espacio euclídeo de n dimensiones. 
Concluimos esta sección con alguna otra observación relativa a las ecuaciones pa- 
ramétricas para las rectas en el espacio tridimensional. 

Si una recta pasa por dos puntos distintos P y Q, podemos utilizar P — Q 
como vector de dirección A en la ecuación (13.1); la ecuación vectorial de la 
recta es entonces 

X(t) = P + t(Q - P) o X(t) = tQ + (l - t)P. 

Las ecuaciones vectoriales se pueden expresar también en función de los 
componentes. Por ejemplo, si escribimos P = (p, q, r), A = (a, b, c), y X(t) = 
= (x,y,z), la ecuación (13.1) es equivalente a las tres ecuaciones escalares 

(13.2) x=p + ta, y=q + tb, z = r + tc. 

Estas son las ecuaciones escalares paramétricas o simplemente ecuaciones paramé- 
tricas de la recta; son útiles en los cálculos en los que intervienen los componen- 
tes. La ecuación vectorial es más sencilla y más natural para estudiar las propie- 
dades generales de las rectas. 

Si todos los vectores son del espacio de dos dimensiones, se necesitan sólo las 
dos primeras ecuaciones paramétricas (13.2). En este caso, podemos eliminar 1 
entre las dos ecuaciones paramétricas y obtenemos la relación 


( 13 . 3 ) 


b(x- p) - a(y -q) = 0 , 



Rectas y funciones vectoriales 583 

que se llama ecuación cartesiana de la recta. Si a ¥= 0, aquélla puede escribirse 
en la forma 

b. 

y - q = - (* - P ). 

E1 punto ( p, q) está en la recta; el número b/a es la pendiente de la recta. 

La ecuación cartesiana (13.3) puede también escribirse por medio de pro- 
ductos escalares. Si ponemos N = ( b, —a), X = (x, y), y P — ( p, q), la ecuación 
(13.13) se convierte en 


(X-P)-N= 0 o X ’ N = P • N. 

E1 vector N es perpendicular al vector de dirección A puesto que N • A = 
= ba — ab = 0; el vector N se llama vector normal a la recta. La récta consta 
de todos los puntos X que satisfacen la relación (X — P) • N = 0. 

En la fìgura 13.2 se muestra el significado geométrico de esa relación. Los 
puntos Py X están en la recta y el vector normal N es ortogonal al X — P. La figu- 
ra sugiere que entre todos los ‘puntos X de la recta, el de menor longitud ||X|| se 
obtiene cuando X en la proyección de P sobre N. Damos ahora una demostración 
algebraica de este hecho. 



Figura 13.2 Recta en el plano xy que pasa por P con vector normal N. Cada punto X 
de la recta satisface (X — P) ■ N = 0. 

teorema 13.6. Sea L la recta de V 2 consistente en todos los puntos X que 
satisfacen 


X ■ N = P • N, 
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estando P en la recta y siendo N un vector no nulo normal a la recta. Pongamos 

d = l^l 
lltfH 

Todo X de L tiene longitud ||X|| > d. Además, ||X|| = d si y sólo si X es la pro- 
yección de P sobre N: 


X = tN, donde t — ? ^ . 

N • N 

Demostración. Si X e L, tenemos X • N = P • N. Según la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz, tenemos 


|f • X| = |X • X| < II X|| 11X11, 

lo que implica ||X|| ^ |P-N|/||X|| = d. E1 signo de igualdad es válido si y sólo 
si X = tN para un cierto escalar t, en cuyo caso P-N = X- N = tN-N, con lo 
cual t = P ■ N/N • N. Esto completa la demostración. 

Del mismo modo podemos demostrar que si Q es un punto dado de V 2 no 
situado en la recta L, entonces para un cierto X de L el menor valor de ||X — Q|| 
es \(P — Q) • X|/||/V||, y esto ocurre cuando X — Q es la proyección de P — Q 
sobre el vector normal N. E1 número 

I (P -Q)-N\ 

m 

se llama distancia desde el punto Q a la recta L. E1 lector podría representar 
estos conceptos en una figura parecida a la 13.2. 

13.5 Ejercicios 

1. Una recta L de V 2 contiene los dos puntos P = (—3,1) y Q = (1,1). Determinar cuáles 
de los siguientes puntos están en L. a) (0,0); b) (0,1); c) (1,2); d) (2,1); e) (-2,1). 

2. Resolver el ejercicio 1 si P = (2, —1) y Q = ( —4,2). 

3. Una recta L de V 2 contiene el punto P = (-3, 1,1) y es paralela al vector (1, -2,3). 
Determinar cuáles de los siguientes puntos están en L, a) (0,0,0); b) (2-14)- 

c) (-2, -1, 4); d) (-4, 3,-2); e) (2, -9, 16). 

4. Una recta L contiene los dos puntos P = (-3, 1, 1) v Q = (1, 2, 7). Determinar cuáles 
de los siguientes puntos están en L. a) (-7, 0, 5); b) (-7, 0, -5); c) (-11 1 11); 

d) (-11, -1, 11); e) (-1, f,4); f) (-|,i 3), g) (-1, f, -4). 

5. En cada caso, determinar si los tres puntos P, Q, R están en una recta. 

(a) P = (2, 1, 1), Q = (4, 1, -1), R = (3, -1, I). 

(b) P = (2, 2, 3), Q = (-2, 3, 1), R = (-6, 4, 1). 

(c) P = (2, 1, 1), Q = (-2,3, 1), R = (5, -1, 1). 
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6. Entre los ocho puntos siguientes A, B, y C están en una recta. Determinar todos los 
subconjuntos de tres o más puntos que están en línea recta: A = (2, 1, 1), B = ( 6, —1, 1), 
C = (-6,5, I), D =(—2, 3, 1), E = (1, 1, 1), F = (—4, 4, 1), G = (-13, 9, 1), 
H = (14, -6, 1). 

7. Una recta pasa por el punto P = (1, 1, 1) y es paralela al vector A = (1, 2, 3). Otra recta 
por Q = (2, 1,0) es paralela al vector B = (3, 8, 13). Demostrar que las dos rectaS se 
cortan y determinar su punto de intersección. 

8. a) Demostrar que dos rectas L(P; A) y L(Q; B ) de V„ se cortan si y sólo si P — Q 
pertenece a la envolvente lineal de A y B. 

b) Determinar si se cortan o no las dos rectas siguientes de V.,: 

L ={(1, 1, -1) +í(-2, 1,3)}, L' ={(3, -4, 1) +/( — 1,5,2)}. 

9. Sea X(t) = P + tA un punto arbitrario en la recta L(P; A), siendo P = ( 1, 2, 3) y 
A = (1, -2, 2), y sea Q = (3, 3, 1). 

a) Calcular |Q - X(í)|| 2 , cuadrado de la distancia entre Q y X(í). 

b) Demostrar que hay exactamente un punto X(í (1 ) para el que la distancia 
||Q — X(t)|í es mínima y calcularla. 

c) Demostrar que Q — X« () ) es ortogonal a A. 

10. Sea Q un punto no situado en la recta L(P; A) de V„. 

a) Sea f(t) = ||Q — X(/)|| 2 , donde X(t) = P + tA. Demostrar que f(t) es un polinomio 
cuadrático en t y que tal polinomio alcanza su valor mínimo en un solo valor de t, 
tal como t = t a . 

b) Demostrar que Q — X(í 0 ) es ortogonal a A. 

11. Dadas dos rectas paralelas L(P; A) y L(Q; A) de V„. Demostrar que o bien L(P; A) = 
L(Q; A) o la intersección L(P; A) n L(Q; A) es vacía. 

12. Dadas dos rectas L(P; A) y L(Q; B) de V„ que no son paralelas. Demostrar que la in- 
tersección es vacía o consta de un solo punto. 


13.6 Planos en el espacio euclideo n-dimensional 

Se defìnió una recta en el espacio n-dimensional como un conjunto de la for- 
ma { P + tA} obtenida sumando a un punto dado P todos los vectores de la en- 
volvente lineal de un vector A no nulo. De modo parecido se define un plano, 
con la diferencia de que sumamos a P todos los vectores de la envolvente lineal de 
dos vectores A y B linealmente independientes. Para asegurarnos que V„ contiene 
dos vectores linealmente independientes, suponemos desde el principio que n > 2. 
Muchas de nuestras aplicaciones se referirán al caso n = 3. 

definición. Un conjunto M de puntos de V„ es un plano si existen un 
punto P y dos vectores linealmente independientes A y B tales que 
M = {P + sA + tB | .v, t reat} . 

Designaremos el conjunto más brevemente escribiendo M = {P + sA + tB}. 
Cada punto de M decimos que está en el plano. En particular, tomando s = t = 0, 



586 


Aplicaciones del álgebra vectorial a la geometría analítica 



Figura 13.3 Plano que pasa por P generado por A y B, y su relación geométrica 
con el plano que pasa por O y está generado por A y B. 

vemos que P está en el plano. E1 conjunto {P + sA + tB} también se llama plano 
que pasa por P generado por A y B. Cuando P es el origen, el plano es simple- 
mente la envolvente lineal de A y B. La figura 13.3 muestra un plano de V 3 que 
pasa por el origen y generado por A y B, y un plano que pasa por un punto P 
no nulo y generado por el mísmo par de vectores. 

Ahora deduciremos algunas propiedades de los planos análogas a las de las 
rectas dadas en los teoremas del 13.1 al 13.4. La primera nos muestra que los 
vectores A y B de la definición del plano { P + sA + tB } puede reemplazarse por 
cualquier otro par que tenga la misma envolvente lineal. 

teorema 13.7. Dos planos M = {P + sA + tB} y M’ = {P + sC + tD} 
que pasan por ei mismo punto P son iguales si y sólo si la envolvente lineal de 
A y B coincide con la de C y D. 

Demostración. Si la envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D, es 
evidente que M = M'. Recíprocamente, supongamos que M = M'. E1 plano M 
contiene a P + A y a P + B. Puesto que esos puntos están ambos también en 
M', cada uno de los A y B debe estar en la envolvente lineal de C y D. Análoga- 
mente, C y D están ambos en la envolvente lineal de A y B. Por consiguiente la 
envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D. 

E1 teorema siguiente muestra que el punto P que aparece en la definición del 
plano { P +sA + íB} puede sustituirse por cualquier otro punto Q del mismo plano. 
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teorema 13.8. Dos planos M = {P+sA + tB} y M' = {Q + sA + tB} 
generados por los mismo vectores A y B coinciden si y sólo si Q está en M. 

Demostración. Si M = M', entonces Q está ciertamente en M. Para demos- 
trar el recíproco, supongamos que Q está en M, sea Q = P + aA + bB. Tome- 
mos cualquier punto X de M. Entonces X = P + sA + tB para unos ciertos es- 
calares s y t. Pero P=Q — aA — bB, de modo que X = Q + (s—a)A+(t — b)B. 
Por consiguiente X está en M', con lo que M £ M'. Del mismo modo, encon- 
tramos que M' £ M, así que los dos planos son iguales. 

E1 postulado de las paralelas de Euclides (teorema 13.3) tiene una forma 
análoga para los planos. Antes de establecer este teorema necesitamos definir el 
paralelismo de dos planos. La definición está sugerida por la representación geo- 
métrica de la fìgura 13.3. 

definición. Dos planos M = {P + sA + tB} y M' = {Q + sC + tD} son 
paralelos si la envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D. Decimos también 
que un vector X es paralelo al plano M si X pertenece a la envolvente lineal de 
A y B. 

teorema 13.9. Dados un plano M y un puntoQ no perteneciente a M, exis- 
te un plano y sólo uno M' que contiene Q y es paralelo a M. 

Demostración. Sea M = {P + sA + tB} y consideremos el plano 
M' = {Q + sA + tB}. Este plano contiene Q y es generado por los mismos vec- 
tores A y B que engendran M. Por consiguiente M' es paralelo a M. Si M" es otro 
plano que pasa por Q paralelo a M, entonces 

M" = {Q + sC + tD } 

en donde la envolvente lineal de C y D es igual a la de A y B. Según el teorema 
13.7, debe ser M" = M'. Por lo tanto M' es el único plano por Q paralelo a M. 

E1 teorema 13.4 nos dice que dos puntos distintos determinan una recta. 
E1 teorema que sigue demuestra que tres puntos distintos determinan un plano, 
con tal que los tres puntos no estén alineados. 


teorema 13.10. Si P, Q y R son tres puntos no situados en la misma recta, 
existe un plano M y sólo uno que contiene esos tres puntos. Tal plano está dado 
por el conjunto 


( 13 . 4 ) 


M = {P + s(Q - P) + t(R - P)}. 
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Demostración. Supongamos primero que uno de los tres puntos, por ejem- 
plo P, sea el origen. Entonces Q y R no están en una misma recta que pase por el 
origen de modo que son linealmente independientes. Por consiguiente, engendran 
un plano que pasa por el origen, sea éste 

M' = {sQ + tR}. 

Este plano contiene los tres puntos O, Q y R. 

Demostremos ahora que M' es el único plano que contiene esos tres puntos. 
Cualquier otro plano que pase por el origen tiene la forma 

M" = {í/4 + tB}, 

siendo A y B linealmente independientes. Si M" contiene Q y R, tenemos 

(13.5) Q = aA + bB, R = cA + dB, 

para ciertos escalares a, b, c„ d. Luego, toda combinación lineal de Q y R es 
también una combinación lineal de + y B, así que M' £ M". 

Para demostrar que M" s M', basta demostrar que A y B Son cada uno de 
ellos una combinación lineal de Q y R. Multiplicando la primera ecuación (13.5) 
por d y la segunda por b y restando, eliminamos B y se obtiene 

(ad — bc)A = dQ — bR. 

La diferencia ad — bc no puede ser cero, de otro modo Q y R serían dependien- 
tes. Por lo tanto podemos dividir por ad — bc y expresar A como combinación 
lineal de Q y R. Análogamente, podemos expresar B como combinación lineal de 
Q y R, con lo que M" £ M'. Esto demuestra el teorema cuando uno de los tres 
puntos P, Q, R e s el origen. 

Para demostrar el teorema en el caso general, sea M el conjunto (13.4), 
C — Q — P y D — R — P. Demostramos primero que C y D son linealmente 
independientes. Si no, tendríamos D = tC para algún escalar t, dándonos 
R — P = í(Q — P), o R = P + t(Q — P), en contradicción con el hecho de que 
P, Q, R no están en la misma recta. Por consiguiente el conjunto M es un plano 
que pasa por P y está generado por el par de vectores linealmente iridependientes 
C y D. Este plano contiene los tres puntos P, Q y R (tomamos s = 1, t = 0 para 
obtener Q, y s = 0, t = 1 para obtener R). Ahora tenemos que demostrar que 
éste es el único plano que contiene P, Q y R 

Sea M' cualquier plano que contenga P, Q y R. Ya que M' es un plano que 
contiene P, tenemos 


M’ = {P + sA + tB} 
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para un cierto par de vectores linealmente independientes A y B. Sea M' n = {s/t + 
+ tB } el plano que pasa por el origen generado por el mismo par A y B. Eviden- 
temente M’ contiene un vector X si y sólo si M' a contiene X — P. Puesto que M' 
contiene Q y R, el planoA/,J contiene C = Q — PyD = R — P. Pero acabamos 
de demostrar que existe un plano y sólo uno que contiene O, C y D puesto que 
C y D son linealmente independientes. Por consiguiente M' = {sC + tD}, de 
modo que M’ = {P + sC + tD} = M. Esto completa la demostración. 

En el teorema 13.5 se demostró que dos vectores de V„ son linealmente de- 
pendientes si y sólo si están en una misma recta que pasa por el origen. E1 teore- 
ma que sigue es el correspondiente al caso de tres vectores. 

teorema 13.11. Tres vectores A, B, C de V.„ son linealmente dependientes 
si y sólo si están en un mismo plano que pasa por el origen. 

Demostración. Supongamos que +, B, C son dependientes. Podemos enton- 
ces expresar uno de los vectores como combinación lineal de los otros dos, sea 
C = sA + tB. Si A y B son independientes, engendran un plano que pasa por 
el origen y C está en este plano. Si A y B son dependientes, entonces A, B y C 
están situados en una misma recta que pasa por el origen, y por tanto están en 
cualquier plano que pase por el origen que contiene los tres puntos A, B y C. 

Para demostrar el recíproco, supongamos que A, B, C están en un mismo 
plano que pasa por el origen, sea éste el plano M. Si A y B son dependientes, en- 
tonces A, B y C son dependientes, y no hay nada más que demostrar. Si A y B 
son independientes, generan un plano M' que pasa por el origen. Según el teore- 
ma 13.10, existe un plano y sólo uno que pasa por O y contiene A y B. Por con- 
siguiente M’ = M. Puesto que C está en ese plano, debe ser C = sA + tB, con 
lo que A, B y C son dependientes. 


13.7 Planos y funciones vectoriales 

La correspondencia que asocia a cada par de números reales s y / el vector 
P + sA + tB en el plano M = {P+sA + tB} es otro ejemplo de función vectorial. 
En este caso, el dominio de la función es el conjunto de todos los pares de núme- 
ros reales (s, <) y su recorrido es el plano M. Si designamos la función por X y sus 
valores por X(s, t), entonces para cada par (s, t) tenemos 
(13.6) X(s,t) = P + sA + tB. 

Esta función X es una función vectorial de dos variables reales. Los escalares s y t 
se llaman parámetros, y la ecuación (13.6) es la ecuación paramétrica o vectorial 
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del plano. Esto es lo mismo que la representación de una recta mediante una 
función vectorial de una variable real. La presencia de dos parámetros en la ecua- 
ción (13.6) da al plano una cualidad bidimensional. Cuando cada vector está en 
V 3 y se expresa en función de sus componentes, por ejemplo 

P = (Pi,p 2 ,p 3 ), A = ( ai ,a 2 ,a 3 ), B = (^,0^,^), y X(s,t) = (x,y,z), 

la ecuación vectorial (13.6) puede reemplazarse por tres ecuaciones escalares, 

x = p x -f sa x + tby, y = Pz + sa 2 + tb 2 , z = p 3 + sa 3 + tb 3 . 

Los parámetros s y t siempre pueden eliminarse entre esas tres ecuaciones obte- 
niendo una ecuación lineal de la forma ax + by + cz — d, llamada ecuación car- 
tesiana del plano. Ponemos seguidamente un ejemplo. 

ejemplo. Sea M = {P + sA + tB }, donde P = (1, 2, 3), A = (1, 2, 1), 
y B = (1, — 4, — 1). La ecuación vectorial correspondiente es 

X(s, t) = (1, 2, 3) + s( 1, 2, 1) + /(1, -4, -1) . 

De esta obtenemos las tres ecuaciones paramétricas 

x=l+5 + í, y = 2 + 2s — 4í, z = 3 + s — t. 

Para obtener una ecuación cartesiana, ponemos la primera y la tercera ecuaciones 
en la forma x — l = s + t, z — 3 = s — t. Sumando y luego restando esas ecua- 
ciones, encontramos que 2s = x + z — 4, 2t = x — z + 2. Sustituyendo en la 
segunda ecuación de la y, obtenemos la ecuación cartesiana x + y — 3z = —6. 
Volveremos a estudiar las ecuaciones cartesianas en la sección 13.16. 

13.8 Ejercicios 

1. Sea M = {P + sA + tB}, donde P = (1, 2, -3), A = (3, 2, 1) y B = (1, 0, 4). Deter- 
minar cuáles de los siguientes puntos están en M. 

(a) (1, 2, 0); (b) (1, 2,1); (c) (6, 4, 6); (d) (6, 6, 6); (e) (6, 6, -5). 

2. Los tres puntos P = (1, 1, —1), Q = (3, 3, 2) y R = (3, —1, —2) determinar un plano 

M. Decir cuáles de los puntos siguientes están en M. 

(a) (2, 2, {); (b) (4, 0, -J); (c) (-3,1, -3); (d) (3,1, 3); (e) (0, 0, 0). 

3. Determinar las ecuaciones escalares paramétricas para cada uno de los planos siguientes. 

a) E1 plano que pasa por (1, 2, 1) y está generado por los vectores (0, 1, 0) y (1, 1, 4). 

b) E1 plano que pasa por (1, 2, 1), (0, 1, 0) y (1, 1, 4). 

4. Un plano M tiene las ecuaciones escalares paramétricas. 

x = 1 + í — 2t, y = 2 + s + 4t, z =2s + t. 
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a) Determinar cuáles de los siguientes puntos están en M: (0, 0, 0), (1, 2, 0), 
(2, -3, -3). 

b) Hallar los vectores P, A y B tales que M = {P + sA + tB}. 

5. Sea M el plano determinado por tres piuntos P, Q, R no alineados. 

a) Si p, q, r son tres escalares tales que p + q + r = 1, demostrar que pP + qQ + rR 
está en M. 

b) Demostrar que todo punto de M es de la forma pP + qQ + rR, donde p + q + r=l. 

6. Determinar la ecuación lineal cartesiana de la forma ax + by + cz = d para cada uno 
de los planos siguientes. 

a) Plano que pasa por (2, 3, 1) y está generado por (3, 2, 1) y (—1, — 2, —3). 

b) Plano que pasa por (2, 3, 1), (—2, —1, —3) y (4, 3, —1). 

c) Plano que pasa por (2, 3, 1) y es paralelo al plano que pasa por el origen y está 

generado por (2, 0, —2) y (1, 1, 1). 

7. La ecuación cartesiana de un plano M es 3x — 5y + z = 9. 

a) Determinar cuáles de los siguientes puntos están en M: (0, —2, —1), ( — 1, —2, 2), 
(3, 1, -5). 

b) Hallar los vectores P, A y B tales que M = {P + sA + tB}. 

8. Consideremos los dos- planos M = {P + sA + tB} y M' = {Q + sC + tD}, donde 
P = {\, 1, 1), A ={2, -1,3),B = {- 1,0, 2), Q = (2, 3, 1), C = (1, 2, 3) y D = (3, 2, 1). 
Hallar dos puntos distintos situados en la intersección M n M'. 

9. Dados un plano M = {P + sA + tB}, donde P = (2, 3, 1), + = (1, 2, 3) y B = (3, 2, 1), 
y otro plano M' cuya ecuación cartesiana es x — 2y + r = 0. 

a) Determinar si M y M' son paralelos. 

b) Hallar dos puntos en la intersección M' n M" si M" tiene la ecuación cartesiana 

x +2y +z = 0. 

10. Sean L la recta que pasa por (1, 1, 1) paralela al vector (2, — 1, 3) y M el plano que 
pasa por (1, 1, —2) y generado por los vectores (2, 1, 3) y (0, 1, 1). Probar que existe 
un punto y sólo uno en la intersección L n M y determinarlo. 

11. Una recta con vector de dirección X es paralela a un plano M si X es paralelo a M. 
Sea L la recta que pasa por (1, 1, 1) y es paralela al vector (2, —1, 3). Determinar si 
L es paralela a cada uno de los planos siguientes. 

a) Plano que pasa por (1, 1, —2) y generado por (2, 1, 3) y (|, 1, 1). 

b) Plano que pasa por (1, 1, —2), (3, 5, 2) y (2, 4, —1). 

c) Plano de ecuación cartesiana x + 2y + 3z = —3. 

12. Dos puntos P y Q están en un plano M. Demostrar que todo punto de la recta que 
pasa por P y Q pertenece también a M. 

13. Dada la recta L que pasa por (1, 2, 3) y es paralela al vector (1, 1, 1), y dado un punto 
(2, 3, 5) que no está en L. Hallar la ecuación cartesiana del plano M que pasa por 
(2, 3, 5) y que contiene todos los puntos de L. 

14. Dados una recta t y un punto P no situado en L. Demostrar que existe un plano y 
sólo uno que pasa por P y contiene todos los puntos de L. 


13.9 Producto vectorial 

En muchas aplicaciones del Álgebra vectorial a problemas de Geometría y 
de Mecánica resulta útil disponer de un método fácil de obtener un vector per- 
pendicular a cada uno de dos vectores dados A y B. Esto se consigue con el pro- 
ducto vectorial A X B que se define así: 
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definición. Sean A — (a lt a^, a 3 ) y B = (b lt b 2 , b 3 ) dos vectores de V 3 . 
Su producto vectorial A XB (en este orderi) se define como el vector 

A X B = (a 2 b 3 — a 3 b 2 , ajr^ — ai b 3 , ai b 2 — a 2 ^i) • 

A partir de esta definición se deducen con facilidad las propiedades siguientes. 

teorema 13.12. Para todos los vectores A, B, C de V 3 y para todo núme- 
ro real c tenemos: 

a) A x B — —(B x A) (simetría alternada), 

b) A x (B + C) = (A x B) + (A x C) (ley distributiva), 

c) c(A x B) = (cA) x B, 

d) A ■ (A x B) = 0 (ortogonalidad respecto a A), 

e) B ■ (A x B) = 0 (ortogonalidad respecto a B), 

f) \\A x BV = \\AnB\\* - (A ■ Bf (identidad de Lagrange), 

g) A x B = O si y sólo si A y B son linealmente dependientes. 

Demostración. Las partes a), b) y c) resultan inmediatamente de la defini- 
ción y se dejan como ejercicios para el lector. Para demostrar d), observemos que 

A • (A x B) = ai (a t b 3 - a 3 b 2 ) + a 2 (aA - a^) + a 3 ( ai b 2 - a 2 b x ) = 0 . 

La parte e) se deduce del mismo modo, o puede deducirse de a) y d). Para de- 
mostrar f), escribimos 

\\A x B\\ 2 = (a 2 b 3 - a 3 b 2 ) 2 + (a 3 b t - ai b 3 )* + ( ai b 2 - a 2 b x f 

y 

II A IHIflll 2 - (A ■ Bf = (a\ + al + aỳ(b\ + b\ + è|) - (a^ + a 2 b 2 + a 3 b 3 f 

y comprobamos luego que los dos segundos miembros coinciden. 

La propiedad f) muestra que A X B — O si y sólo si (A • Bf = ||A|| 2 ||B|| 2 . 
Según la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 12.3), eso ocurre si y sólo si uno 
de los vectores es el producto del otro por un escalar. Dicho de otro.modo, 
A X B = O si y sólo si A y B son linealmente dependientes, lo que demuestra g). 

ejemplos. Las partes a) y g) demuestran que A X A = O. De la definición 
de producto vectorial encontramos que 

ix j = k, j x k = i, kxi = j. 
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E1 producto vectorial no es asociativo. Por ej'emplo, tenemos 

i x (i x j) = i x * = —j sin embargo (i x i) X j = O x j = O . 

E1 teorema que sigue muestra dos propiedades fundamentales del producto 
vectorial. 

teorema 13.13. Sean A y B dos vectores linealmente independientes en V 3 . 
Se tiene: 

a) Los vectores A, B, A X B son linealmente independientes. 

b) Todo vector N de V 3 ortogonal a A y B simultáneamente es el producto 
de un escalar por A X B. 

Demostración. Sea C = A X B. Entonces C¥= O pues A y B son linealmente 
independientes. Dados los escalares a, b, c tales que aA + bB + cC = O, forme- 
mos el producto escalar de cada miembro por C y teniendo en cuenta que 
A C = B ■ C = 0 encontramos c = 0. Esto da aA + bB = O, con lo que 
a = b = 0 ya que A y B son independientes. Esto demuestra a). 

Sea N un vector cualquiera ortogonal a la vez a A y a B, y sea C = A X B. 
Demostraremos que 


(N • C) 2 = (N • N)(C • C) . 

Entonces de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 12.3) resulta que N es 
el producto de C por un escalar. 

Puesto que A, B y C son linealmente independientes, sabemos, en virtud del 
teorema 12. 10 c), que generan V 3 . En particular, generan N, de modo que po- 
demos escribir 


N = aA + bB + cC 

para ciertos escalares a, b, c. Esto nos da 

N ■ N = N ■ (aA + bB + cC) = c N ■ C 

puesto que N A = N • B = 0. También, ya que C ■ A = C ■ B = 0, tenemos 
C • N = C-(aA + bB + cC) = cC ■ C. 


Por consiguiente, (N ■ N)(C • C) = (cN • C)(C ■ C) = (N • C)(cC • C) = (N • C) 2 , lo 
que completa la demostración. 
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E1 teorema 13.12 nos facilita la interpretación geométrica del producto vec- 
torial. Por las propiedades d) y e), sabemos que A X B es perpendicular simul- 
táneamente a A y a B. Cuando el vector A X B se representa geométricamente 
mediante una flecha, la dirección de la flecha depende de las posiciones relativas 



a) Sistema coordenado orientado en 
sentido directo. 


b) Sistema coordenado orientado 
en sentido retrógrado. 


Figura 13.4 Posiciones relativas de A, B y A X B. 


de los tres vectores unitarios coordenados. Si i, j y k se colocan como se ve en 
la figura 13.4 a), se dice que forman un sistema coordenado orientado en sentido 
directo. En este caso, la dirección de A X’B está determinada por la «regla de 
la mano derecha». Esto es, cuando A gira hacia B de modò que los dedos de la 
mano derecha senalen el sentido de la rotación, entonces el pulgar indica la di- 
rección de A X B (suponiendo, de acuerdo con lo que se discute, que el pulgar 
está perpendicular a los otros dedos). En un sistema coordenado orientado en sen- 
tido retrógrado, como en la figura 13.4 b), la dirección de A X B se invierte y 
puede determinarse con una correspondiente regla de la mano izquierda. 

La longitud de A X B tiene una interpretación geométrica interesante. Si A 
y B son vectores no nulos que forman una ángulo 0, siendo 0 < 0 <tt, podemos 
escribir A B = ||A|| ||B|| cos 6 en la propiedad f) del teorema 13.12 obteniendo 

\\A x B\\*= M|| 2 |]fi|| 2 (l -cos 2 0)= ||/41| 2 1|51| 2 sen 2 6 , 
de la que resulta 


\\A x 51| = |Mi| ||51| sen|0 . 

Puesto que ||B|| sen 6 es la altura del paralelogramo determinado por A y B (ver 
figura 13.5), vemos que la longitud de A X B es igual al área de ese paralelogramo. 
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Figura 13.5 La longitud de A X B es igual al área del paralelogramo determinado por A y B. 


13.10 E1 producto vectorial expresado en forma de determinante 

La fórmula que define el producto vectorial puede ponerse en forma más 
compacta con Ia ayuda de los determinantes. Si a, b, c, d son cuatro números, la 
diferencia ad — bc se designa a menudo con el símbolo 

a b 
c d 

y que se llama determinante (de segundo orden). Los números a, b, c, d son sus 
elementos, y decimos que están colocados en dos filas a, b y c, d y en dos colum- 
nas a, c y b, d. Obsérvese que un intercambio de las dos fìlas o de las dos colum- 
nas sólo cambia el signo del determinante. Por ejemplo, puesto que ad—bc = 
= —(bc — ad), tenemos 

a b I I b a 

c d I | d c 

Si expresamos cada uno de los componentes del producto vectorial como un 
determinante de orden dos, la fórmula que defìne A X B toma la forma 

a 2 a 3 1 I a 3 aA I a x a 2 

b 2 b 3 1’ ]è 3 I ’ | b 2 



Esto puede también expresarse en función de los vectores i, j, k como sigue: 


A 



a 3 í?! a 2 

b 3 bi bi b 2 


(13.7) 
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Los determinantes de tercer orden se escriben con tres filas y tres columnas 
y pueden definirse en función de los determinantes de orden dos por la fórmula 


b 2 b 3 \ I bj b 3 \ \b x b 2 

— a 3 \ + a 3 

C 2 C 3 1 | C x C 3 1 | Cj c 2 

Esto es lo que se llama el «desarrollo» de un determinante por los elementos 
de la primera fila. Observemos que el determinante del segundo miembro que 
multiplica a x puede obtenerse del determinante del primer miembro suprimiendo 
la fila y la columna en las que aparece a x . Los otros dos determinantes del segun- 
do miembro se obtienen del mismo modo. 

En el Volumen II se estudian los determinántes de orden mayor que tres. 
Nos proponíamos únicamente introducir los determinantes de órdenes segundo y 
tercero para disponer de un instrumento para escribir ciertas fórmulas en forma 
compacta que permita recordarlas con mayor facilidad. 

Los determinantes tienen pleno significado si los elementos de la primèra 
fila son vectores. Por ejemplo, si escribimos el determinante 

i j k 
a x a 2 a 3 
b x b 2 b 3 


(13.8) 


a x a 2 a 3 
b x b 2 b 3 


y «desarrollamos» según Ia regla establecida en (13.8), encontramos que el re- 
sultado coincide con el segundo miembro de (13.7). De otro modo, podemos es- 
cribir la definición del producto vectorial A X B en la forma compacta siguiente: 


A X B = U 


j k 

a 2 a 3 


b x b 2 b 3 


Por ejemplo, para calcular el producto vectorial de A = 2/ — 8y + 3* y 
B = 4/ + 3 k, escribimos 


i j k 
A x B = 2 -8 3 
0 4 31 


-8 3 
4 3 


2 

0 


2 

0 


-8 

4 


k = —36 i — 6 j + 8 k 
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13.11 Ejercicios 

1. Sean A = —i + 2k, B =2i + j — k, C = i +2 j+ 2k. Calcular cada uno de los siguien- 


tes vectores e 

n función de i,j, k : 


(a) A x B; 

(d) A x (C x A); 

(g) (A x C) x B; 

(b) B x C; 

(e) (A xB) x C; 

(h) (A +B)x(A- C); 

(c) C x A; 

(f) A x (B x O; 

(i) (AxB)x(Ax C). 


2. En cada caso hallar un vector de longitud 1 en V 3 ortogonal a la vez a A y a B: 

(a) A = / + j + k, B = 2i + 3 j — k\ 

(b) A = 21 - 3 j + 4 k, B = -» + 5 j + lk- 

(c) A = i - 2j + 3*, B = -3/ + 2/ - *. 

3. En cada caso utilizar el producto vectorial para calcular el área del triángulo de vérti- 
ces +, B, C: 

(a) A = (0, 2,2), B=( 2,0, -1), C =(3,4,0); 

(b) A = (-2,3,1), fi=(l, -3,4), C = (1,2,1); 

(c) + = (0, 0, 0), B = (0,1,1), C = (1, 0, 1). 

4. Si + = 2 i + 5/ + 3fc, B =2i + Ij + 4/c, y C = 3/ + 3/ + 6A, expresar el producto vec- 
torial (+ — C) X (B — /4) en función de i,j, k. 

5. Demostrar que ||A X B|| = ||A|| ||B!| si y sólo si A y B son ortogonales, 

6. Dados dos vectores linealmente independientes + y. B de V s . Sea C = (B X A) — B. 

a) Demostrar que A es ortogonal a B + C. 

b) Demostrar que el ángulo » que forman B y C satisface < 6 < 7r. 

c) Si ||fl|| = 1 y ||B X A\\ = 2, calcular la longitud de C. 

7. Sean A y B dos vectores ortogonales en V s , teniendo cada uno longitud I. 

a) Demostrar que A, B, A X B t s una base ortonormal para V 3 . 

b) Sea C = (A x B) X A. Demostrar que ||C|| = 1. 

c) Trazar una figura que muestra la relación geométrica entre A, B, y A X B y utilizar 
esa figura para obtener las relaciones 

(AxB)xA=B, (AXB)XB=-A. 

d) Demostrar las relaciones de la parte c) algebraicamente. 

8. a) SiAxB = OyA BxO, uno por lo menos de los vectores A o B es nulo. De- 

mostrar esta proposición y dar su interpretación geométrica. 

b) Dado A ^ O. SiAxB = AxCyA-B = AC, demostrar que B = C. 

9. Sean + = 2» -j + 2k y C = 3 i + 4 j - k. 

a) Hallar un vector fl tal que A X B = C. iHay más de una solución? 

b) Hallar un vector B tal que AxB = CyAB = ì. iHay más de una solución? 

10. Dados un vector no nulo A y un vector C ortogonal a A, ambos en V 3 . Demostrar que 

existe un solo vector B tal que AxB = CyA B=\. 

11. Tres vértices de un paralelogramo son los puntos A = ( 1 , 0, 1 ), B = ( — 1, 1 1) 

C = (2, -1, 2). 

a) Hallar todos los puntos D que pueden ser el cuarto vértice del paralelogramo. 

b) Calcular el área del triángulo ABC. 
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12. Dados dos vectores no paralelos A y B de V 3 siendo A ■ B = 2, ||A|| = 1, \\B\\ = 4. Sea 
C = 2(A x B) - 3 B. Calcular A ■ (B + C), ||C||, y el coseno del ángulo 0 que forman 
B y C. 

13. Dados dos vectores linealmente independientes A y B de V r Determinar si cada una de 
las siguientes proposiciones es cierta o falsa. 

a) A + B, A — B, A X B son linealmente independientes. 

b) A + B, A +(/4 X B), B +(A x B) son linealmente independientes. 

c) A, B, (A + B) X (A — B) son linealmente independientes. 

14. a) Demostrar que tres vectores A, B, C, de V 3 están en una misma recta si y sólo. si 
(B - A) X (C - A) = O. 

b) Si A b, demostrar que la recta que pasa por A y B consiste en el conjunto de 
todos los vectores P tales que (P — A) X (P — B) = O. 

15. Dados dos vectores ortogonales A, B de V 3 , ambos de longitud 1. Sea P un vector que 
satisface la ecuación P X B = A — P. Demostrar cada una de las proposiciones. 

a) P es ortogonal a B y. tiene longitud |V2. 

b) P, B, P x B forman una base para V 3 . 

c) (P X B) x B = - P. 

d) P=ÌA - i(A x B). 


13.12 Producto mixto 


Los productos escalar y vectorial pueden combinarse para formar el producto 
mixto A ■ B X C, cuyo significado es A • (B X C) exclusivamente. Puesto que este 
es un producto escalar de dos vectores, su valor es un escalar. Podemos calcular 
este escalar por medio de determinantes. Escribamos A = (a t , a 2 , a z ), 
B = (6,, b 2 , b z ), C = (c,, c 2 , c 3 ) y expresemos B X C en la forma (13.7). For- 
mando el producto escalar con A, obtenemos 


4B x C = 


b% b 3 b 3 b y by b 2 

+ a 2 + a 3 

C 2 C 3 C 3 C y Cy c 2 



Así pues, A ■ B X C es igual al determinante cuyas filas son los componentes de 
los factores A, B y C. 

En el teorema 1-3.12 se encontró que dos vectores A y B son linealmente de- 
pendientes si y sólo si su producto vectorial A X B es el vector nulo. E1 teorema 
siguiente da un criterio análogo correspondiente para la dependencia lineal de tres 
vectores. 


teorema 13.14. Tres vectores A, B, C de V 3 son linealmente dependientes 
si y sólo si 


A ■ B x C = 0. 
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Demostración. Supongamos primero que A, B, y C son dependientes. 
Si B y C son dependientes, entonces B X C = O, y por tanto A ■ B X C = 0. 
Supongamos, seguidamente, que ByC son independientes. Puesto que los tres son 
dependientes, existen unos escalares a, b, c, no todos nulos, .tales que 
aA + bB + cC — O. En esta relación debe ser a ¥= 0, de otro modo B y C serían 
dependientes. Por consiguiente, podemos dividir por a y expresar A como una 
combinación lineal de B y C, por ejemplo A = tB + sC. Formando el producto 
escalar de cada miembro por B X C, e'ncontramos 

A(B x C) = tBBxC+sC-BxC = 0, 

puesto que B y C son ambos ortogonales a B X C. Por tanto la dependencia de 
A, B y C implica que A • B X C = 0. 

Para demostrar el recíproco, supongamos que Â'BxC = 0. SiByC son 
dependientes, también lo son A, B y 'C, y el teorema está demostrado. Suponga- 
mos, pues, que B y C son linealmente independientes. Entonces, según el teorema 
13.13, los tres vectores B, C, y B X C son linealmente independíentes. Luego, en- 
gendran A con lo que podemos escribir 


A=aB+bC+ c(B x C) 


para ciertos escalares a, b, c. Formando el producto escalar de cada miembro 
por B X C y teniendo en cuenta que A • (B X C) = 0, encontramos c = 0, así 
que A — aB + bC. Esto demuestra que A, B y C son linealmente dependientes. 


ejemplo. Para determinar si los tres vectores (2, 3, —1), (3, —7, 5), y 
(1, —5, 2) son dependientes, formamos su producto mixto, expresado en forma de 
determinante 


= 2(—14 + 25) - 3(6 - 5) - 1(—15 + 7) = 27 . 


Puesto que el producto mixto no es nulo, los tres vectores son linealmente inde- 
pendientes 

É1 producto mixto tiene una interesante interpretación geométrica. La fìgu- 
ra 13.6 muestra un paralelepípedo determinado por tres vectores geométricos +, 
B, C no situados en el mismo plano. Su altura es ||C|| cos <f>, siendo <f> el ángulo 
que forman + X B y C. En esta figura, cos <f> es positivo porque 0 ;< <f> < }tt. 
E1 área del paralelogramo que forma la base es ||+ X flll, y ésta es también el 
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área de cada sección paralela a la base. Integrando el área sección entre 0 y 
||C|| cos <j>, encontramos que el volumen del paralelepípedo es \\A x B\\ (||C[| cos </>), 
el área de la base multiplicada por la altura. Pero tenemos 

\\A X 5||(||C|| cos<£) = (A XB)-C. 

Dicho de otro modo, el producto mixto A X B • C es igual al volumen del parale- 
lepípedo determinado por A, B, C. Cuando \tt < <t> <, tt, cos <f> es negativo y el 
producto A X B • C es el valor opuesto al del volumen. Si A, B, C están en un 
plano que pasa por el origen, son linealmente dependientes y su producto mixto 
es nulo. En este caso, el paralelepípedo degenera y tiene volumen cero. 


A x B 



Figura 13.6 Interpretación geométrica del producto mixto como volumen 
de un paralelepípedo. 


Esta interpretación geométrica del producto mixto sugiere ciertas propieda- 
des algebraicas del mismo. Por ejemplo, una permutación cíclica de los tres vec- 
tores A, B, C deja el producto mixto invariable. Con esto queremos indicar que 

(13.9) AxBC=BxCA = CxAB 

Una demostración algebraica de esa propiedad se puede ver en el ejercicio 7 de 
la sección 13.14. Esta propiedad implica que el punto y el aspa son intercambia- 
bles en un producto triple. En efecto, la conmutatividad del prod-ucto escalar 
implica (B X C) ■ A = A ■ (B X C) y cuando esto se combina con la primera 
igualdad de (13.9), encúntramos que 

(13.10) AxBC=ABxC. 

E1 producto triple A B X C a menudo se indica con el símbolo [ABC] sin indi- 
car el punto ni el aspa. Debido a la igualdad (13.10), no hay ambigûedad con 
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esta notación, el producto depende tan sólo del orden de los factores A, B, C 
y no de las posiciones del punto y del aspa. 


13.13 Regla de Cramer para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales 

E1 producto mixto puede utilizarse para resolver un sistema de tres ecuacio- 
nes lineales con tres incógnitas x, y, z. Supongamos que el sistema está escrito 
en la forma 


ûi* + Ky + C t z = , 

(13.11) a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 , 
a 3 x + b a y + c 3 z = d 3 . 

Sea A el vector de componentes a, ,a 2 ,a 3 y definamos del mismo modo B, C, y D. 
Entonces las tres ecuaciones (13.11) son equivalentes a la única ecuación vec- 
torial 

(13.12) xA+yB + zC=D. 

Sí multiplicamos escalarmente los dos miembros de esta ecuación por B X C, po- 
poniendo [+BC] en lugar de A • B X C, encontramos que 
x[ABC] + y[BBC] + z[CBC] = [DBC]. 

Puesto que [ BBC ] = [CBC] = 0, los coeficientes de y y de z desaparecen y ob- 
tenemos 


(13.13) 


[D5C] 

[ABC] 


si [ABC] ¥ 0. 


Del mismo modo llegamos a fórmulas análogas para y y z. Así pues tenemos 


(13.14) 


y = ÍA2Ç] 
[ABC] 


y 


[ABD] 

[ABC] 


si [ABC] ¥ 0 . 


La condición [ ABC ] ¥ 0 significa que los tres vectores A, B, C son linealmente 
independientes. En este caso, (13.12) muestra que todo vector D en el espacio 
tridimensional está generado por A, B, C y los multiplicadores x, y, z están deter- 
minados con unicidad por las 'fórmulas (13.13) y (13.14). Cuando los productos 
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mixtos que aparecen en esas fórmulas se ponen como determinantes, el resultado 
se conoce con el nombre de regla de Cramer para la resolución del sistema 
(13.11): 


'í/l by. 

d 2 b 2 
d 3 b 3 


b 2 c 2 
b 3 c 3 


a i d^ 
a 2 d 2 
a 3 d 3 


a l &1 Cj 
a 3 b 2 c 2 
a s b 3 c 3 


bi d x 
b 2 d 2 
b 3 d 3 


Si UBC] = 0, entonces A, B, C están en un plano que pasa por el origen 
y el sistema no tiene solución a menos que D esté en dicho plano. En efecto, los 
vectores A, B, C son linealmente dependientes, de suerte que existen escalares 
u, v, w no todos nulos tales que uA + vB + wC =0. Si la terna (x, y, z) satis- 
face (13.12), lo mismo ocurre con la terna (x + tu, y + tv, z + tw) para todo t, 
ya que tenemos 

(x + tu)A + (y + tv)B + (z + tw)C = 

= xA + yB + zC + t{uA + vB + H’C) = xA + yB + zC. 


13.14 Ejercicios 


1. Calcular el producto mixto A B x C en cada caso. 

(a) A = (3, 0,0), B = (0,4,0), C = (0,0, 8). 

(b) A = (2, 3, — 1), B = (3, —7, 5), C = (l, -5,2). 

(c) A = (2,1, 3), B = (-3, 0, 6), C = (4, 5, -1). 

2. Hallar todos los números reales t para los que los tres vectores (1, t, 1), ( t, 1, 0), (0, 1, t) 
son linealmente dependientes. 

3. Calcular el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores i' + j, j + k, k + i. 

4. Demostrar que A X B - A ■ (B x ï)i + A ■ (B x j)j + A ■ (B x k)k. 

5. Demostrar que i x (A x i) +j x (A x j) + k x (A x k) = 2A. 

6. a) Hallar todos los vectores ai + bj + ck que satisfagan la relación 

(ai + bj + ck) k x (6/ + 3/ + 4k) = 3 . 

b) Hallar el vector ai + bj + ck de menor longitud que satisfaga la relación de a). 
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7. Hacer uso de las propiedades algebraicas, de los productos escalar y vectorial, para de- 
mostrar las siguientes propiedades del producto mixto 

a) {A + B) ■ (A + B) x C = 0. 

b) A ■ B X C = — B ■ A X C. Esto demuestra que al invertir la posición de los dos pri- 
meros vectores cambia el signo. 

[ Indicación: Utilizar la parte a) y las leyes distributivas.] 

c) A ■ B X C = —A ■ C X B. Esto demuestra que la permutación de los vectores segun- 
do y tercero cambia el signo. [ lndicación: Utilizar la simetría alternada.] 

d) A ■ B x C = —C ■ B x A. Esto demuestra que la permutación de los vectores prî- 
mero y tercero cambia el signo. [ lndicación: Utilizar b) y c).] 

Igualando los segundos miembros de b), c), y d), encontramos que 

AB x C = BC x A = CA x B, 

lo que demuestra que una permutación cíclica de A, B, C deja invariable el producto 
mixto. 

9. Este ejercicio esboza una demostración de la identidad vectorial 
(13.15) A x (B x C) = (C ■ A)B — (B ■ A)C, 

que algunas veces se llama fórmula «cab menos bac». Sean B = (b ]t b 2 , b 3 ), 
C = (c r c 2 , c 3 ), demostrar que 

i x(B x C)= Cl B-b x C. 

Esto demuestra (13.15) en el caso particular A = i. Demostrar las fórmulas correspon 
dientes para A = j y A =k, y combinarlas luego para obtener (13.15). 

10. Utilizar la fórmula «cab menos bac» del ejercicio 9 para deducir las siguientes identi- 
dades vectoriales. 

(a) (A x B) x (C x D) = (A x B ■ D)C - (A x B • C)D. 

(b) A x (B x C) + B x (C x A) + C x (A x B) = O. 

(c) A x (B x C) = (A x B) x C si y sólo si B x (C x A) = O. 

(d) (A x B) ■ (C x D) = (B ■ D)(A ■ C) — (B ■ C)(A ■ D). 

11. Cuatro vectores A, B, C, D de V 3 satisfacen las relaciones A X C ■ B = 5, A X D ■ B = 3, 
C + D = i + 2j + k,C — D = i — k. Calcular (A X B) X (C X D) en función en i, j, k. 

12. Demostrar que (A + B) ■ (B X C) X (C X A) = (A ■ B X C) 2 . 

13. Demostrar si es o no cierta la fórmuìa A X [ A X (A X B )] ■ C = — ||A|| 2 A ■ B X C. 

14. a) Demostrar que el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, C, D es 

11(* — A) ■ (C — A) x (D — A )| . 

b) Calcular dicho volumen cuando A = (1, 1, 1), B = (0, 0, 2), C = (0, 3, 0), y 
D = (4, 0, 0). 

15. a) Si B 9^ C, demostrar que la distancia desde A a la recta que pasa por B y C es 


\\(A — B) x (C — 5)11/112? - C|| . 

b) Calcular esa distancia cuando A = (1, —2. —5), fl = (-l, 1, l)yC = (4, 5, 1). 
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16. La fórmula de Heron para calcular el área S de un triángulo cuyos latios tienen lon- 
gitudes a, b, c es S =\/s(s — a)(s — b)(s — c), siendo s = (a + b + c)/2. Este ejem- 
plo esboza una demostración vectorial de esa fórmula. 

Supongamos que el triángulo tiene los vértices en O, A y B, siendo ||A| = a, 
l|B|! = b, ||B - A\\ = c. 

a) Combinar las dos identidades 

\\A x B\\* = \\A\nB\\* - (A ■ Bf, —2A ■ B = \\A - B\\* - Mll* ~ Mll* 

para obtener la fórmula 

4S 2 = a 2 b 2 - í(c* - a 2 - b 2 ) 2 = \(2ab - c 2 + a 2 + b 2 )(2ab + c 2 - a 2 - b 2 ). 

b) Poner la fórmula de la parte a) en la forma 

S 2 = fè/a + b + c)(a + b - c)(c - a + b)(c + a - b) , 
y de ahf deducir la fórmula de Heron. 

Resolver mediante la regla de Cramer el sistema de ecuaciones en cada uno de 
los ejercicios 17, 18 y 19. 

17. x + 2y + 3z = 5, 2x — y + 4z = 11, —y+z — 3. 

18. x + y + 2z = 4, 3x - y - z = 2, 2x + 5y + 3z = 3. 

19. x+j = 5, x+z=2, y+z= 5. 

20. Si P = (1, 1, 1) y A = (2, 1, —1), demostrar que cada punto (x, y, z) de la recta 
{P + tA} satisface el sistema de ecuaciones lineales a; — y + z = 1, x + y + 3z = 5, 
3x + y + Iz = 11. 


13.15 Vectores normales a planos 

En la sección 13.6 se definió el plano como un conjunto de la forma 
{P + sA + tB}, donde A y B son vectores linealmente independientes. Ahora 
demostramos que los planos en V a pueden considerarse de modo completamente 
distinto, con el concepto de vector normal. 

definición. Sea M = {P + sA + tB} el plano que pasa por P y generado 
por A y B. Un vector N de V 3 es perpendicular a M,si es perpendicular a la vez 
a A y a B. Si, además, N es no nulo, entonces N se llama vector normal al plano. 


Nota: Si N ■ A = N ■ B = 0, entonces N ■ (svl + tB) = 0, de modo que un vector 
perpendicular a la vez a + y a B es perpendicuiar a cualquier vector de la envolvente 
lineal de A y B. Asimismo, si N es normal a un plano. también lo es tN para todo valor 
real t ^ 0. 
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teorema 13.15. Dado un plano M = {P + sA + tB} que pasa por P y 
generado por A y B. Sea N = A X B. Tenemos entonces: 

a) N es un vector normal a M. 

b) M es el conjunto de todos los vectores X de V 3 que satisfacen la ecuación 

(13.16) (X-P)-N = 0. 

Demostración. Puesto que M es un plano, A y B son linealmente indepen- 
dientes, así que A X B ¥= O. Esto demuestra a) ya que A X B es ortogonal a la 
vez a A y a B. 

Para demostrar b), sea M' el conjunto de todos los vectores X de V 3 que sa- 
tisfacen la ecuación (13.16). Si X e M, X — P es la envolvente lineal de A y B, 
así que X — P es ortogonal a N. Por consiguiente X e M' lo que demuestra que 
M £ M'. Recíprocamente, supongamos X e M'. Entonces X satisface (13.16). 
Puesto que A, B, N son linealmente independientes (teorema 13.13), generan 
cualquier vector de V 3 con lo que, en particular, tenemos 

X - P = sA + tB + uN 

para ciertos escalares s, t, u. Formando el producto escalar de cada miembro por 
N, encontramos u = 0, así que X — P = sA + tB. Esto demuestra que X e M. 
Luego, M’ £ M, lo que completa la demostración de b). 

E1 significado geométrico del teorema 13.15 se muestra en la figura 13.7. 
Los puntos P y X están en el plano y el vector normal N es ortogonal a X — P. 
Esa fìgura sugiere el teorema siguiente 

teorema 13.16. Dados un plano M que pasa por un punto P y un vector 
no nulo N normal a M, sea 


(13.17) 


d 


\P-N\ 

IINII 


Entonces todo X en M tiene longitud ||X|| > d. Además, tenemos ||X|| = d si y 
sólo si X es la proyección de P sobre N: 


X = tN , donde t = P — ~ . 

N ■ N 


Demostración. La demostración se deduce de la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz siguiendo el mismo método que en el teorema 13.6, al obtener el resul- 
tado análogo para las rectas en V 2 . 
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Con el mismo razonamiento encontramos que si Q es un punto no situado 
en M, entonces entre todos los puntos X en M la menor longitud ||X — Q[| tiene 
lugar cuando X — Q es la proyección de P — Q sobre N. Esta longitud mínima 
es \(P — Q) ■ N\/\\N\\ y se llama la distancia desde Q al plano. E1 número d de 
(13.17) es la distancia desde el origen al plano. 


13.16 Ecuaciones lineales cartesianas para planos 

Los resultados de Ios teoremas 13.15 y 13.16 también pueden expresarse en 
función de los componentes. Si escribimos N = (a, b, c), P = (x lt y lt z,), y 
X = (x, y, z), la ecuación 13.16 toma la forma 

(13.18) a(x - ^) + b(y - / x ) + c(z - z t ) = 0. 

Esta es la ecuación cartesiana del plano y sólo se satisface para aquellos puntos 
(x, y, z) que están en el plano. E1 conjunto de puntos que satisfacen (13.18) no 
se altera si multiplicamos cada coefìciente a, b, c por un escalar no nulo t. Esto 
equivale tan sólo a una elección distinta de vector normal en (13.16). 
Transponiendo los términos que no dependen de x, y, y z se obtiene 

(13.19) ax + by + cz = d lt 

siendo c/, = ax^ + by^ + czj. Se dice que una ecuación de este tipo es lineal en 
x,y,z. Acabamos de demostrar que todo punto (x,y,z) de un plano satisface una 
ecuación lineal cartesiana (13.19) en la que a, b, c no son todos nulos. Recíproca- 
mente, toda ecuación lineal con esa propiedad, representa un plano. (E1 lector 
puede comprobarlo como ejercicio.) 

E1 número d t de la ecuación (13.19) origina una sencilla relación para la 
distancia d del plano al origen. Puesto que d, = P ■ N, tenemos \d x \ = \P ■ N\ = d\\N\\. 
En particular [d,! = d si la normal N tiene longitud 1. E1 plano pasa por el ori- 
gen si y sólo si d, = 0. 

ejemplo. La ecuación cartesiana 2x + 6y + 3z = 6 representa un plano 
ccm vector normal N = 2i + 6 j + 3 k. Escribamos la ecuación cartesiana en la 
forma 


en la que se pone de manifiesto que el plano corta a los ejes coordenados en los 
puntos (3, 0, 0), (0, 1, 0), y (0, 0, 2). Los números 3, 1, 2 se llaman, respectiva- 
mente, los segmentos interceptados en los ejes por el plano. E1 conocimiento de 
esos segmentos permite representar el plano rápidamente. En la figura 13.8 se 
muestra una porción del planò. Su distancia d al origen es d = 6/||N|| = 6/7. 
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/W + ! = ' 


/ 

' 

y/^.0,0) 


Ficura 13.8 Plano que intercepta 
segmento 3, 1, 2. 


Dos planos paralelos tienen una normal N común. Si N = (a, b, c), las ecua- 
ciones cartesianas de dos planos paralelos pueden escribirse asi: 

ax + by + cz = dx, ax + by + cz = d 2 , 

diferenciándose tan sólo en los segundos miembros. E1 número |— d 2 \/\'N\\ se 
llama distancia entre los dos planos, definición sugerida por el teorema 13.16. 

Dos planos se llaman perpendiculares si una normal a uno es perpendicular 
a una normal al otro. O más general, si las normales a dos planos forman un 
ángulo 6, decimos que 6 es el ángulo que forman los dos planos. 


13.17 Ejercicios 

t. Dados los vectores A = 2/ + 3y — 4ft y B = j + k. 

a) Hallar un vector no nulo N perpendicular a la vez a + y a B. 

b) Dar la ecuación cartesiana del plano que pasa por el origen y está generado por 
A y B. 

c) Dar la ecuación cartesiana del plano que pasa por (1, 2, 3) y esta generada por 
A y B. 

2. Un plano tiene corao ecuación cartesiana x + 2y — 2z + 7— 0. Hallar: 

a) un vector normal de longitud unidad; 

b) los segmentos interceptados por el plano en los ejes; 

c) la distancia del plano al origen; 

d) el punto Q del plano más próximo al origen. 

3. Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por (1, 2, —3) y es paralelo al plano 
3x — y + 2z = 4. iCuál es la distancia entre los dos planos? 
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4. Cuatro planos tienen ecuaciones cartesianas x + 2y — 2z = 5, 3x — 6y + 3z = 2, 
2x + y + 2z= -1, y x-2y + z = 7. 

a) Demostrar que dos de ellos son paralelos y los otros dos son perpendiculares. 

b) Hallar la distancia entre los dos planos paralelos. 

5. Los tres puntos (1, 1, —1), (3, 3, 2), y (3, —1, -2) determinan un plano. Hallar a) un 
vector normal al plano; b) una ecuación cartesiana del plano; c) la distancia del plano 
al origen. 

6. Hallar una ecuación cartesiana del plano determinado por (1, 2, 3), (2, 3, 4), y 
(-1, 7, -2). 

7. Determinar el ángulo formado por los planos x + y= ley + z = 2. 

8. Una recta paralela a un vector no nulo N se denomina perpendicular al plano M si N 
es normal a M. Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por (2, 3, -7), sa- 
biendo que la recta que pasa por (1, 2, 3) y (2, 4, 12) es perpendicular a dicho plano. 

9. Hallar la ecuación vectorial paramétrica de la recta que contiene el punto (2, 1, —3) 
y es perpendicular al plano 4x — 3y + z = 5. 

10. Un punto se desplaza en el espacio de modo que en el instante t su posición viene 
dada por el vector X(t) = (1 — t)i + (2 — 3 t)j + (2 1 — 1 )k. 

a) Demostrar que el punto se mueve a lo largo de una recta. (Llamémosla L.) 

b) Hallar un vector N paralelo a L. 

c) iEn qué instante el punto toca el plano 2x + 3y + 2z + 1 = 0? 

d) Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo al de la parte c) y que contenga 
el punto X(3). 

e) Hallar la ecuación cartesiana del plano perpendicular a L .que contenga el punto 
X(2). 

11. Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por (1, 1, 1) si un vector normal N 

forma los ángulos con i,j, k, respectivamente. 

12. Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos en los que 
los ejes coordenados cortan el plano x + 2y + 3z = 6. 

13. Hallar un vector + de longitud 1 perpendicular a » + 2 j — 3k y paralelo al plano 
x — y + 5 z = 1. 

14. Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo a los dos vectores i+jyj + ky que 
corta el eje x en (2, 0, 0). 

15. Hallar todos los puntos situados en la intersección de los tres planos 3x + y + z = 5, 
3x + y + 5z = 7, x — y + 3z = 3. 

16. Demostrar que tres planos cuyas normales son linealmente independientes tienen un 
solo punto común. 

17. Una recta con vector de dirección + es paralela a un plano M si A es paralelo a M. 
Una recta que contiene (I, 2, 3) es paralela a cada uno de los planos x + 2y + 3z = 4, 
2x + 3y + 4z = 5. Hallar la ecuación vectorial paramétrica de esa recta. 

18. Dada una recta L no paralela al plano M, demostrar que la intersección L n M con- 
tiene sólo un punto. 

19. a) Demostrar que la distancia desde el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) al plano ax + by + cz + d = 0. 
es 

|ax 0 + by 0 + cz 0 + d\ 

(a 2 +b 2 + c 2 ) 1/2 ' 

b) Hallar el punto P del plano 5x — 14y + 2z + 9 = 0 que esté más próximo al pun- 
to Q = (-2, 15, -7), 

20. Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo al 2x — y + 2z + 4 = 0 si el punto 
(3, 2, —1) equidista de ambos. 
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21. a) Si los puntos A, B, C determinan un plano, demostrar que la distancia desde un 
punto Q a dicho plano es l(Q — A) ■ (B — A) X (C — A)|/||(B — A) X (C — A)|| . 

b) Calcular esa distancia si Q = (1, 0, 0), A = (0, 1, 1), B = (1, — 1, 1) y C = (2, 3, 4). 

22. Demostrar que si dos planos M y M' no son paralelos, su intersección M n M' es una 

23. Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo a j y que pasa por la intersección de 
los planos cuyas ecuaciones son x + 2y + 3z = 4y 2x + y + z = 2. 

24. Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo al veqtor 3i — j + '2 k si contiene todos 
los puntos de la recta de intersección de los planos x + y = 3 y 2y + 3z = 4. 


13.18 Las secciones cónicas 

Una recta móvil G que corta a una recta fija A en un punto P, formando 
con ella un ángulo constante 0, siendo 0 < 0 < \n, engendra una superíìcie en el 
espacio tridimensional llamada cono circular recto. La recta G es la generatriz del 
cono, A es ele/e, y P su vértice. Cada uno de los conos dibujados en la figura 13.9 
tiene el eje vertical. Las porciones superior e inferior del cono que se unen en 
el vértice se llaman hojas del cono..Las curvas obtenidas cortando el cono con un 
plano que no pase por el vértice se llaman secciones cónicas, o simplemente cóni- 
cas. Si el plano secante es paralelo a una recta del cono que pase por el vértice, 
la cónica es una parábola. En cualquier otro caso la intersección se llama elipse 



Figura 13.9 Las secciones cónicas. 

o hipérbola, según que el plano corte una hoja del cono o las dos respectivamente. 
(Ver figura 13.9.) La hipérbola consta de dos «ramas» una en cada hoja del cono. 

Muchos descubrimientos importantes tanto en la Matemática pura como 
en la aplicada han tenido relación con las seccciones cónicas. E1 estudio por 
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Apolonio de las cónicas en el siglo iii antes de J.C. fue uno de los trabajos más 
notables de la Geometría clásica griega. Unos 2000 anos más tarde, Galileo des- 
cubría que un proyectil lanzado horizontalmente desde lo alto de una torre, cae a 
la tierra describiendo una trayectoria parabólica (si se prescinde de la resistencia 
del aire y se supone que el movimiento tiene lugar sobre una parte de la super- 
ficie terrestre que se supone plana). Uno de los momentos cumbres de la his- 
toria de la Astronomía tiene lugar alrededor de 1600 cuando Kepler sugiere 
que todos los planetas se mueven en órbitas elípticas. Unos 80 anos más tarde, 
Newton demostraba que las órbitas planetarias elípticas implican la ley de gra- 
vitación universal en la que la fuerza de atracción es proporcional al inverso 
del cuadrado de la distancia entre los cuerpos que se atraen. La teoría de la 
gravitación universal formulada por Newton se considera algunas veces como 
el mayor descubrimiento científico que se ha realizado. Las secciones cónicas 
aparecen no sólo en las órbitas de los planetas y satélites, sino también como 
trayectorias de partículas atómicas elementales. Estos ejemplos y muchos otros 
muestran la importancia de la teoría de las secciones cónicas que difícilmente 
es estimada en toda su importancia. 


Hay otras definiciones de las secciones cónicas que son equivalentes. En una 
de ellas se consideran unos puntos especiales llamados focos y entonces la elipse 
se puede definir como el lugar de todos los puntos del plano cuya suma de distan- 



d x + di - constante 
(elipse) 



| d, - d 2 \ = constante 
(hipérbola) 



Figura 13.10 Defirticiones focales de las secciones cónicas. 


cias dj y d 2 a dos puntos F, y F 2 (los focos) es constante (véase fig. 13.10). 
Si los focos coinciden la elipse se reduce a una circunferencia. La hipérbola es 
el lugar de todos los puntos para los cuales| d^ — d 2 |es constante y la parábola 
es el lugar de todos los puntos tales que la distancia a un punto fijo F (llamado 
el foco) es igual a la distancia a una recta fija llamada directriz (que no tiene 
ninguna relación con la directriz de un cilindro). 
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Hay un razonamiento muy simple y eiegante que prueba que la propiedad 
focal de una elipse es consecuencia de su definición como sección de un cono. 
Esta demostración fue descubierta en 1822 por el matemático belga G. P. Dan- 
delin (1794-1847) utilizando dos esferas que son tangentes al cono y al plano 
secante tal como se indica en la figura 13.11. Estas esferas son tangentes al cono 
a lo largo de dos paralelos C, y C 2 . Se demostrará que los puntos F, y F 2 de 
contacto de las esferas con el plano son precisamentè los focos de la elipse. 

Sea P un punto arbitrario de la elipse. E1 problema está en probar que 
I PF, || + \\PF 2 II es constante, es decir, independiente de la elección de P. Para 
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ello se dibuja en el cono la recta que va de O a P y sean A a y A 2 sus ìntersec- 
ciones con las circunferencias C a y C 2 respectivamente. Entonces PF^ y PA X 
son dos tangentes a 6' a desde P y por tanto ||/ > F 1 || = \\PAi\\. Análogamente 
||/ > /’ 2 || = \\PA 2 \\ y. P or tanto, se tiene: 

0i II + II^F.II = ll^+ill + IIÂ4.1 • 

Pero \\PAi\\ + \\PA 2 1| = IMi+ 2 ll.que, esla distancia entre las dos circunferencias 
C, y C 2 medida sobre la superficie del cono. Esto demuestra que F a y F 2 son 
los focos de la elipse, como se había supuesto. 

Modifìcando ligeramente esta demostración se tienen las correspondientes 
para la hipérbola y la parábola. En el caso de la hipérbola se ha de considerar 
una esfera en cada hoja del cono, y para la parábola una esfera tangente al 
plano secante en el foco. Esta esfera es tangente al cono a lo largo de una cir- 
cunferencia situada en un plano cuya intersección con el plano secante es la 
directriz de la parábola. Con estas indicaciones el lector puede probar que las 
propiedades focales de la hipérbola y la parábola se pueden deducir de su defi- 
nición como secciones de un cono. 


13.19 Excentricidad de las secciones cónicas 

Otra propiedad característica de las secciones cónicas se refiere a un concepto 
llamado excentricidad. Una sección cónica puede definirse como una curva descrita 
por un punto que se mueve en un plano de manera que la razón de sus distancias 
a un punto fijo y a una recta fija es constante. Esta razón constante se llama 
excentricidad de la curva y se designa por e. (No debe confundirse con el número 
e de Euler.) La curva es una elipse si 0 < e < 1, una parábola si e = 1, y una 
hipérbola si e > 1. E1 punto fijo se llama foco y la recta fija directriz. 

Adoptaremos esta definición como base de nuestro estudio de las cónicas 
ya que permite tratar simultáneamente los tres tipos de cónicas y favorece el uso de 
los métodos vectoriales. En esta discusión se sobrentiende que todos los puntos 
y rectas están en el mismo plano. 

definición. Dados una recta L, un punto F no perteneciente a L, y un 
número positivo e. Designemos con d(X,L) la distancia de un punto X a L. El 
conjunto de todos los X que satisfacen la relación 

(13.20) \\X-F\\ =ed(X,L) 

es una cónica con excentricidad e. La cónica es una elipse si e < 1, una parábola 
si e = 1, y una hipérbola si e > 1. 
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Si N es un vector normal a L y P cualquier punto de L la distancia d(X, L) 
de cualquier punto X a L viene dada por la fórmula 


d( X, L) = 


\(X ~P)-N | 

IIIVII 


Cuando N tiene longitud 1, esta expresión se simplifica y queda d(X,L) = 
=|(X — P) ■ N , y la ecuación fundamental (13.20) de las secciones cónicas se 
transforma en 

(13.21) IIJT-FII =e|(Jr-P)-Af|. 


La recta L separa el plano en dos regiones que llamaremos arbitrariamente 
«positiva» y «negativa» según la elección de N. Si (X — P) ■ N > 0, decimos que 
X está en el semiplano positivo, y si (X — P) ■ N < 0 en el semiplano negativo. 
Para los puntos de la recta L tenemos (X — P) • N = 0. En la figura 13.12 la elec- 
ción del vector normal N indica que los puntos situados a la derecha de L están 
en el semiplano positivo y los de la izquierda en el negativo. 

Coloquemos el foco F en el semiplano negativo, como se indica en la figu- 
ra 13.12, y elijamos P de modo que sea el punto de L más próximo a F. Entonces 
P — F = dN, siendo |d| = ||P — F|| la distancia del foco a la directriz. Puesto que 



Figura 13.12 Una cónica de excentricidad e es el conjunto de todos los X que satisfacen 
P - F|| = e\(X — F) ■ N — d\. 


F está en el semiplano negativo, tenemos (F — P)- N = — d < 0, así que d es 
positivo. Sustituyendo P por F + dN en (13.21), obtenemos el teorema siguien- 
te, que se representa en la figura 13.12. 




614 


Aplicaciones del álgebra vectorial a la geometría analítica 


teorema 13.17. Sea C una cónica con excentricidad e, foco F, y directriz 
L a una distancia d de F. Si N es un vector unitario normal a L y si F está en el 
semiplano negativo determinado por N, entonces C es el conjunto de todos los 
puntos X que satisfacen la ecuación 

(13.22) \\X-F\\=e\(X-F)-N-d\. 


13.20 Ecuaciones polares de las cónicas 


La ecuación del teorema 13.17 puede simplificarse si colocamos el foco en 
una posición especial. Por ejemplo, si el foco está en el origen la ecuación se 
transforma en 

(13.23) \\X\\=e\X-N-d\. 

Esta forma es particularmente útil si queremos expresar X en función de coorde- 
nadas polares. Tomemos la directriz L vertical, como en la figura 13.13, y ponga- 
mos N = i. Si X tiene coordenadas polares r y 6, tenemos \\X\\ = r, X ■ N=r cos 6, 
y la ecuación (13.23) se convierte en 


(13.24) r = e \r cos 6 — d\. 

Si X está a la izquierda de la directriz, tenemos r cos 0 < d, así que 
\r cos 6 — d\ = d — r cos 0 y (13.24) toma la forma r = e(d — r cos 0), o, des- 
pejando r, tenemos 


(13.25) 


ed 

cos 0 + 1 


Si X está a la derecha de la directriz, tenemos r cos 0 > d, así que (13.24) adopta 
la forma 


obteniendo 


r = e(r cos 0 — d) , 


(13.26) 


ed 


e cos 0 — 1 


Puesto que r > 0, esta última ecuación implica e > 1. Dicho de otro modo, sólo 
para la hipérbola existen puntos a la derecha de la directriz. Así pues, hemos de- 
mostrado el siguiente teorema que se representa en la figura 13.13. 
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Figura 13.13 Cónicas con ecuación polar r = e | rcos # — d\. El foco F es el origen 
y está a la izquierda de la directriz. 


teorema 13.18. Sea C urta cónica con excentricidad e, un foco F en el 
origen, y una directriz vertical L a una distancia d a la derecha de F. Si 0<e<l, 
la cónica C es una elipse o una parábola; todo punto de C está a la izquierda de 
L y satisface la ecuación polar 


(13.27) 


ed 


e cos 6 + 1 


Si e > 1, la curva es una hipérbola con una rama a cada lado de L. Los puntos de 
la rama de la izquierda satisfacen (13.27) y los de la rama de la derecha satisfacen 

(13.28) r = -—-. 

e cos 6 — 1 

En el siguiente conjunto de ejercicios se discuten las ecuaciones polares corres- 
pondientes a otras posiciones de la directriz. 

13.21 Ejercicios 


1. Demostrar que la ecuación (13.22) del teoremá 13.17 debe reemplazarse por 

U*-F|| =e\(X-F)-N +d\ 

si F está en el semiplano positivo determinado por N. 





616 


Aplicaciones del álgebra vectorial a la geometría analítica 


2. Sea C una cónica de excentricidad e, un foco en el origen, y directriz vertical L a una 
distancia d a la izquierda de F. 

a) Demostrar que si C es una elipse o una parábola, todo punto de C está a la derecha 
de L y satisface la ecuación polar 

ed 

1 — e cos 0 ' 

b) Demostrar que si C es una hipérbola, los puntos de la rama de la derecha satisfacen 
la ecuación de la parte a) y los de la rama izquierda satisfacen r = — ed/( 1 + e cos 0 ). 
Obsérvese que en este caso 1 + e cos 6 siempre es negativa. 

3. Si una cónica tiene una directriz horizontal a distancia d por encima de un foco situado 
en el origen, demostrar que sus puntos satisfacen las ecuaciones polares obtenidas de 
las del teorema 13.18 reemplazando cos 8 por sen 6 - ^Cuáles son las correspondientes 
ecuaciones polares si la directriz es horizontal y está por debajo del foco? 


Cada uno de los ejercicios del 4 al 9 da una ecuación polar de una cónica con un 
foco F en el origen y una directriz vertical a la derecha de F. En cada caso, determinar la 
excentricidad e y la distancia d del foco a la directriz. Hacer un dibujo mostrando la rela- 
ción de la curva a su foco y a su directriz. 


4. 


2 

1 +«os 6 ' 


7. 


- £ + cos 6 ' 


1 + J cos 6 ' 


9. 


4 

i + cos e ‘ 


En cada uno de los ejercicios del 10 al 12, una cónica de excentricidad e tiene un foco 

en el origen y una directriz dada por su ecuación cartesiana. En cada caso, calcular la dis- 

tancia d del foco a la directriz y determinar la ecuaciòn polar de la cónica. Para una hipér- 
bola, dar una ecuación polar para cada rama. Hacer un dibujo mostrando la relación de la 
curva a su foco y a su directriz. 

10. e = directriz : 3x + 4y = 25. 

11. e = 1; directriz : 4x + 3y — 25. 

12. e =2; directriz: x + y = l. 

13. Un cometa se mueve siguiendo una órbita parabólica con el Sol en el foco. Cuando el 
cometa está a 10 8 kilómetros del Sol, un vector que une el foco al cometa forma un 
ángulo de w/3 con el vector unitario N trazado por el foco perpendicularmente a N, 
estando el foco en el semiplano negativo determinado por N. 

a) Hallar la ecuación polar de la órbita, tomando el origen como foco, y calculando la 
menor distancia entre el cometa y el Sol. 

b) Resolver la parte a) si el foco está en el semiplano positivo determinado por N. 


13.22 Cónicas simétricas respecto al origen 

Se dice que un conjunto de puntos es simétrico respecto al origen si — X 
está en el conjunto siempre que X pertenezca a él. Demostramos seguidamente que 
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el foco de una elipse o de una hipérbola puede siempre situarse de modo que la 
cónica sea simétrica respecto al origen. Para hacerlo escribamos la ecuación fun- 
damental (13.22) así: 

(13.29) \\X - F\\ = e \(X - F) - N - d\ = e\X ■ N - F ■ N - d\ = \eX ■ N - a\, 


donde a = ed + eF • N. Elêvando ambos miembros al cuadrado. obtenemos 

(13.30) ||A'l 2 -2F-X+ ||F|| 2 = e\X■ Nf - 2eaX-N + fl 2 . 

Si tiene que haber simetría respecto al origen, esta ecuación debe también satis- 
facerse cuando X se reemplace por —X, dándonos 

(13.311 \\X\\* + 2F-X+ ||F|| 2 = e 2 (X • N) 2 + 2eaX • N + a 2 . 

Restando (13.31) de (13.30), tenemos simetría si y sólo si 

F' X = eaX • N ó (F — eaN) • X = 0 . 

Esta ecuación puede satisfacerse para todo X de la curva si y sólo si F y N están 
ligados por la ecuación 

(13.32) F = eaN , donde a = ed + eF-N. 

La relación F = eaN implica F ■ N = ea, obteniendo a = ed + e 2 a. Si e = 1, 
esta última ecuación no puede satisfacerse ya que d, la distancia del foco a la di- 
rectriz, no es nula. Esto significa que para la parábola no hay simetría respecto 
al origen. Si e ¥=■ 1, siempre podemos satisfacer la relación (13.32) tomando 

(13.33) a = . F = N . 

1 — e 1 — e 2 

Obsérvese que d>0sie<lyfl<0sie>l. Poniendo F = eaN en (13.30) 
obtenemos el siguiente 

teorema 13.19. Sea C una cónica con excentricidad e + 1 y un foco F 
a una distancia d de una directriz L. Si N es un vector unitario normal a L y 
F = eaN, siendo a = ed/( 1 — e 2 ), entonces C es el conjunto de todos los pun- 
tos X que satisfacen la ecuación 


( 13 . 34 ) 


\\X\\ 2 + e 2 a 2 = e\X ■ Nf + a 2 . 
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Esta ecuación evidencia la simetría respecto al origen ya que no cambia 
cuando X se reemplaza por —X. Debido a esta simetría, la elipse y la hipérbola 
tienen cada una dos focos, simétricamente colocados respecto al centro, y dos'di- 
rectrices, también simétricamente colocadas respecto al centro. 

La ecuación (13.34) se satisface cuando X = ±aN. Esos dos puntos se 
llaman vértices de la cónica. E1 segmento que los une es el eje mayor si la cónica 
es una elipse, y el eje transverso si es una hipérbola. 

Sea N' un vector unitario ortogonal a N. Si X = bN’ , entonces X • N = 0, 
así que la ecuación (13.34) se satisface para X = bN' si y sólo si b 2 + e 2 a 2 = a 2 . 
Esto exige e < 1, b 2 = a\\ — e 2 ). E1 segmento que une los puntos X = ±bN ', 
donde b = aV 1 — e 2 se llama eje menor de la elipse. 

Observación: Si ponemos e = 0 en (13.34), resulta ||X|| = a, ecuación de una 
circunferencia de radio a y centro en el origen. A la vista de (13.33), podemos consi- 
derar tal circunferencia como caso límite de una elipse en la que e—»0yd-»code 
modo que ed —» a. 


13.25 Ecuaciones cartesianas de las cónicas 


Para obtener las ecuaciones cartesianas de la elipse y de la hipérbola, escri- 
bimos (13.34) en función de las coordenadas rectangulares de X. Elijamos N = i 
(lo que significa que las directrices son verticales) y sea X = (x, y). Entonces 
||X||* = x 2 + y 2 , X ■ N = x, y (13.34) toma la forma x 2 + y 2 + e 2 a 2 = e 2 x 2 + a 2 , 
o x z (l — e 2 ) + y 2 = a 2 (\ — é 2 ), lo que nos da 



Esta ecuación cartesiana representa la elipse (e < 1) y la hipérbola (e > 1) y se 
dice que está en la forma canónica. Los focos están en los puntos (ae, 0) y 
(—ae, 0); las directrices son las rectas verticales x = a/e y x = —a/e. 

Si c < 1, ponemos b = aV 1 — e 2 y escribimos la ecuación de la elipse en 
la forma canónica 

(13.36) ^ + ^ = 1. 

a b 

Sus focos están en (c,0) y (— c, 0), siendo c = ae = Va 2 — b 2 . En la figura 
13.14 a) se muestra un ejemplo. 




Para valores de x grandes y positivos, el número V x 2 —a 2 es casi igual a x, así que el segundo 
miembro de (15.38 ), es p róximo a ± bx/\a.\. Es fácil demostrar que la diferencia entre 
yi=bx\a\ e y 2 =b V* 2 — c?/\a\ tiende a 0 cuando x-*■+«>. Esta diferencia es 



Figura 13.14 Cónicas con excentricidad e ^ 1, simétricas respecto al origen. Los focos 
están en (± c, 0), siendo c = \a\e. Los triángulos relacionan geométricamente a, b, c. 
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de manera que y t —y 2 -»0 cuando x-* +oo. Por consiguiente, la recta y—bx/\a\ es una 
asíntota de la hipérbola. La recta y=—bx/\a\es laotraasíntota.Se dice que la hipérbola tiende 
hacia esas rectas asintóticamente. En la figura 13.14 b) se representan las asíntotas. 


La ecuación cartesiana de la elipse y de la hipérbola toma distinta forma si 
las directrices no son verticales. Por ejemplo, si las directrices se toman horizon- 
tales, podemos considerar N = j en la ecuación (13.34). Puesto que X ■ N = 
= X j = y, obtenemos una ecuación cartesiana parecida a la (13.35), excepto 
que x e y están permutadas. La forma canónica en este caso es 


(13.39) 


a*(l - e 2 )~ 


Si la cónica se traslada por adición de un vector X 0 = (x 0 ,y 0 ) a cada uno de 
sus puntos, el centro será (x 0 , y 0 ) en lugar del origen. Las correspondientes ecua- 
ciones cartesianas pueden obtenerse de (13.35) o (13.39) sustituyendo x por 
x - x 0 e y por y - y 0 . 

Para obtener una ecuación cartesiana para la parábola, consideremos de 
nuevo la ecuación fundamental (13.20) con e = 1. Tomemos como directriz la 
recta vertical x = — c y situemos el foco en (c, 0). Si X = (x, y), tenemos 
X — F = (x — c, y), y Ia ecuación (13.20) nos da (x — c) 2 + y 2 = \x + c| 2 . 
Esto simplifica la ecuación canónica 


(13.40) 


y 


2 = 4c*. 


E1 punto medio entre el foco y la directriz (el origen en la figura 13.15) se llama 
vértice de la parábola, y la recta que pasa por el vértice y el foco es el eje de la 
parábola. La parábola es simétrica respecto a su eje. Si c > 0, la parábola está a 
la derecha del eje y, como en la figura 13.15. Cuando c < 0, la curva está a la 
izquierda del eje y. 

Si se eligen los ejes de modo que el foco esté en el eje y en el punto (0, c) 
y si la recta horizontal y = — c se toma como directriz, la forma canónica de la 
ecuación cartesiana toma la forma 


x 2 = 4cy. 

Cuando c > 0 la parábola se abre hacia arriba como muestra la figura 13.16, 
y cuando c < 0, se abre hacia abajo. 

Si la parábola de la figura 13.15 se traslada de modo que su vértice esté en 
el punto (* 0 , y 0 ), la correspondiente ecuación es 


(y ~ yoY = 4c(x - x 0 ). 
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Figup» 13.15 La parábola y 2 = 4 cx. Figura 13.16 La parábola x 2 = 4cy 


E1 foco está ahora en el punto (x 0 + c, y 0 ) y la directriz es la recta x — x Q — c. 
E1 eje de la parábola es la recta y = y 0 . 

Análogamente, una traslación de la parábola de la figura 13.16 nos conduce 
a la ecuación 

(x - x 0 ) 2 = 4 c(y - y 0 ), 

con foco en (x 0 , y 0 + c). La recta y = y 0 — c es su directriz, la recta x = x 0 
su eje. 

E1 lector puede encontrar entretenido demostrar que una parábola nunca 
tiene asíntotas. 

13.24 Ejercicios 

Cada una de las ecuaciones en los ejercicios del 1 al 6 representa una elipse. Hallar las 
coordenadas del centro, los focos y los vértices, y dibujar cada curva. Determinar también 
la excentricidad. 


4. 9x 2 + 25/ = 25. 


5. 4/ + 3x 2 = 1. 


(* ~ 2 f (y + 3) 2 (x + ìf (y + 2f 

16 9 = 6 ' + “25“ = h 
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En cada uno de los ejercicios del 7 al 12, hallar la ecuación cartesiana (en la forma 

canónica apropiada) para la elipse que satisface las condiciones dadas. Dibujar cada curva. 

7. Centro en (0, 0), un foco en (|, 0), un vértice en (1, 0). 

8. Centro en (-3, 4), semiejes de longitud 4 y 3, eje mayor paralelo al eje x. 

9. Lo mismo que en el ejercicio 8, salvo que el eje mayor es paralelo al eje y. 

10. Vértices en (-1, 2), (-7, 2), eje menor de longitud 2. 

11. Vértices en (3, -2), (13, -2), focos en (4, -2), (12, -2). 

12. Centro en (2, 1), eje mayor paralelo al eje x, la curva pasa por los puntos (6, 1) y (2, 3). 
Cada una de las ecuaciones en los ejercicios 13 al 18 representa una hipérbola. Hallar 

las coordenadas del centro, los focos y los vértices. Dibujar cada curva y mostrar las posi- 
ciones de las asíntotas. Calcular también la excentricidad. 


x 2 / , 

13 ‘ 100 64 


' 100 64 

(x + 3) 8 


- (y - 3) 2 = 1. 


16. 9x 2 - 16iy 2 = 144. 

17. 4x 2 - 5/ + 20 = 0. 

(x - l) 2 (y+2? 

18 ' 9 ~ ' 


En cada uno de los ejercicios 19 al 23, hallar la ecuación cartesiana (en la forma canó- 
nica adecuada) para la hipérbola que satisface las condiciones dadas. Dibujar cada curva y 
las asíntotas. 

19. Centro en (0, 0), un foco en (4, 0), un vértice en (2, 0). 

20. Focos en (0, ± V2), vértices en (0, ±1). 

21. Vértices en (±2, 0), asíntotas y = ±2x. 

22. Centro en (-1, 4), un foco en (-1, 2), un vértice en (-1, 3). 

23. Centro en (2, —3), eje transverso paralelo a uno de los ejes coordenados, la curva pasa 

por (3, -l)y (-1, 0). 

24. iPara qué valor (o valores) de C la recta Sx — 2y = C será tangente a la hipérbola 
x 2 - 3y 2 = 1? 

25. Las asíntotas de una hipérbola son las rectas 2x — y = 0 y 2x + y = 0. Hallar la 

ecuación cartesiana de la curva si pasa por el punto (3, —5). 

Cada una de las ecuaciones en los ejercicios 26 al 31 representa una parábola. Hallar 
las coordenadas de los vértices, la ecuación de la directriz, y la del eje. Dibujar cada una 
de las curvas. 

26. y 2 = -8x. 29. x 2 = 6 y. 

27. y 2 = 3x. 30. x 2 + Sy = 0. 

28. (y — l) 2 = 12* - 6. 31. (x + 2) 2 =4^ + 9. 

En cada uno de los ejercicios del 32 al 37, hallar la ecuación cartesiana (en la forma 

canónica adecuada) para la parábola que satisface las condiciones dadas y dibujar lá curva. 

32. Foco en (0, —J); ecuación de la directriz, x=J. 

33. Vértice en (0, 0); ecuación de la directriz, x = —2. 

34. Vértice en ( — 4, 3); foco en ( — 4, 1). 

35. Foco en (3, —1); ecuación de la directriz, x=J. 

36. Eje paralelo al eje y; pasa por (0, 1),(1, 0) y (2, 0). 

37. Eje paralelo al eje x; vértice en (1, 3); pasa por (—1, —1). 

38. Partiendo de la definición focal, hallar la ecuación cartesiana de la parábola cuyo foco 
es el origen y cuya directriz es la recta 2x + y = 10. 
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13.25 Ejercicios varios sobre cónicas 

1. Demostrar que el área de la región limitada por la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es igual 
a ab multiplicado por el área de un círculo de radio 1. 

Observación: Esta proposición puede demostrarse a partir de las propiedades ge- 
nerales de la integral, sin realizar ninguna integración. 

2. a) Demostrar que el volumen del sólido de revolución engendrado al girar la elipse 
x 2 /á 2 + y 2 /b 2 = 1 alrededor de su eje mayor es igual a ab 2 multiplicado por el volu- 
men de una esfera unidad. 

Observación: Esta proposición puede demostrarse a partir de las propiedades 
generales de la integral, sin realizar ninguna integración. 

b) êCuál es el resultado si la elipse gira alrededor de su eje menor? 

3. Hallar todos los números positivos A y B, A > B, tales que el área de la región limi- 
tada por la elipse Ax 2 + By 2 = 3 es igual a la de la región limitada por la elipse 

(A + B)x 2 + (A - B)f = 3 . 

4. Un arço parabólico tiene una base de longitud b y altura h. Determinar el área de la 
región limitada por el arco y la base. 

5. La región limitada por la parábola y 2 = 8x y la recta x = 2 gira alrededor del eje x. 
Hallar el volumen del sólido de revolución así engendrado. 

6. Dos parábolas tienen por ecuaciones y 2 = 2(x — 1) e y 2 = 4(x — 2) y limitan una re- 
gión del plano R. 

a) Calcular por integración el área de R. 

b) Hallar el volumen del sólido de revolución engendrado al girar R alrededor del eje x. 

c) Lo mismo que en b), pero girando R alrededor del eje y. 

7. Hallar la ecuación cartesiana de la cónica constituida por todos los puntos (x, y) cuya 
distancia al punto (0, 2) es la mitad de Ia distancia a la recta y = 8. 

8. Hallar la ecuación cartesiana de la parábola cuyo foco está en el origen y cuya directriz 
es la recta x + y + 1 = 0. 

9. Hallar la ecuación cartesiana de una hipérbola que pasa por el origen, y que sus 

asíntotas son las rectas y = 2x + 1 e y = —2x + 3. 

10. a) Para cada p > 0, la ecuación px 2 + (p + 2)y 2 = p 2 + 2p representa una elipse. Ha- 

Ilar (en función de p) la excentricidad y las coordenadas de los focos. 

b) Hallar la ecuación cartesiana de la hipérbola que tiene los mismos focos que la 
elipse de la parte a) y que tiene excentricidad V’ï. 

11. En la sección 13.22 se demostró que una cónica simétrica respecto al origen satisface 

la ecuación IX — F\\ = \eX ■ N — a\, donde a = ed + eF ■ N. Utilizar esta relación para 

demostrar que ||X — F|| + ||X + F|| = 2 a si la cónica es una elipse. En otras palabras, 

la suma de las distancias de cualquier punto de la elipse a sus focos es constante. 

12. Teniendo en cuenta el ejercicio 11, demostrar que para cada rama de la hipérbola Ia 
diferencia ||X — F|| — ||X + F|| es constante. 

13. a) Demostrar que una transformación por homotecia (sustitución de x por tx e y por ty) 
transforma una elipse con centro en el origen en otra elipse con la misma excentricidad. 

b) Demostrar también el recíproco. Esto es, si dos elipses concéntricas tienen la misma 
excentricidad y ejes mayores sobre la misma recta, están relacionadas por una homotecia. 

c) Demostrar los resultados análogos a los a) y b) para las hipérbolas. 
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14. Utilizar la ecuación cartesiana que representa todas las cónicas de excentricidad e 
y centro en el origen para demostrar que tales cónicas son curvas integrales de la 
ecuación diferencial y' = (e 2 — \)x/y. 

Observación: Puesto que ésta es una ecuación diferencial homogénea (sección 
8.25), el conjunto de todas esas cónicas de excentricidad e es invariante frente a una 
transformación por homotecia. (Comoárese con el eiercicio 13.) 

15. a) Demostrar que el conjunto de todas las parábolas es invariante frente a una trans- 
formación por semejanza. Esto es, una tal semejanza transforma una parábola en una 
parábola. 

b) Hallar todas las parábolas semejantes a y = x 2 . 

16. La recta x-y + 4 = 0es tangente a la parábola y 2 = \6x. Hallar el punto de contacto. 

17. a) Dado a * 0. Si las dos parábolas y 2 = 4p(* - a) y x 2 = 4qy son tangentes, demos- 

trar que la coordenada x del punto de contacto está determinada únicamente por a. 

b) Hallar una condición para a, p y q que exprese el hecho de que las dos parábolas 

sean tangentes. 

18. Considérese el lugar geométrico de los puntos P del plano para los que la distancia de 
p al punto (2, 3) es igual a la suma de las distancias de P a los dos ejes coordenados. 

a) Demostrar que la parte de ese lugar situada en el primer cuadrante es parte de una 
hipérbola. Situar las asíntotas y hacer un dibujo. 

b) Esbozar la gráftca del lugar, en los otros cuadrantes. 

19. Dos parábolas tienen el mismo punto como foco y la misma recta como eje, pero sus 
vértices están a distinto lado del foco. Demostrar que las parábolas se cortan ortogo- 
nalmente (o sea que sus tangentes son perpendiculares en los puntos de intersección). 

20. a) Demostrar que la ecuación cartesiana 


a 2 + a 2 — c 2 


representa todas las cónicas simétricas respecto al origen con focos en (c, 0) y (—c, 0). 
b) Mantener fijo c y designar con S el conjunto de todas esas cónicas obtenidas al 
tomar a 2 todos los números positivos ?=c 2 . Demostrar que toda curva de S satisface la 
ecuación diferencial 


x y{t) +(x 2 -y 2 ~ c2 ) d £-xy = 0. 


c) Demostrar que S es ortogonal a sí mismo; esto es, el conjunto de todas las trayec- 
torias ortogonales a las curvas de S es el mismo S. [ Indicación: Reemplazar y' por 
— l/y' en la ecuación diferencial de la parte 6).] 

21. Demostrar que el lugar de los centros de una familia de circunferencias, que pasan 
todas por un punto dado y son tangentes a una recta dada, es una parábola. 

22. Demostrar que el lugar de los centros de una familia de circunferencias, que son todas 
tangentes (externamente) a una circunferencia dada y a una recta dada, es una pará 
bola. (E1 ejercicio 21 puede considerarse como un caso particular.) 

23. a) Una cuerda de longitud 8)c| se traza perpendicular al eje de la parábola y 2 = 4cx. 
Sean P y Q los puntos en los que la cuerda corta la parábola. Demostrar que el vector 
que une O con P es perpendicular al que une O con Q. 

b) La cuerda de una parábola trazada por el foco y paralela a la directriz se llama 
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lado recto o parámetro. Demostrar que la longitud del Iado recto es doble de la distancia 
del foco a la directriz, y demostrar luego que las tangentes a la parábola en los extremos 
del lado recto cortan el eje de la parábola en la intersección de éste con la directriz. 

24. Dos puntos P y Q se llaman simétricos respecto a una circunferencia si P y Q están 
alineados con el centro, si el centro no está entre ellos, y si el producto de sus dis- 
tancias al centro es igual al cuadrado del radio. Si Q describe la recta x + 2y — 5 = 0, 
hallar el lugar del punto P simétrico de Q respecto a Ia circunferencia x 2 + y 2 = 4. 
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CÁLCULO CON FUNCIONES VECTORIALES 


14.1 Funciones vectoriales de una variable real 

Este capítulo combina el Álgebra vectorial con los métodos del Cálculo y 
describe algunas aplicaciones al estudio de curvas y algunos problemas de Mecá- 
nica. E1 concepto de función vectorial es fundamental en este estudio. 

definición. Una función cuyo dominio es un conjunto de números reales 
y cuyo recorrido es un subconjunto del espacio n-dimensional V n se denomina 
función vectorial de una variable real. 

Hemos encontrado tales funciones en el capítulo 13. Por ejemplo, la recta 
que pasa por un punto P y es paralela a un vector no nulo A es el recorrido de 
la función vectorial X dada por 

X(t) — P + tA 

para todo real t. 

Las funciones vectoriales se designarán con letras mayúsculas cursivas tales 
como F, G, X, Y, etc., o mediante letras minúsculas cursivas negritas /, g, etc. 
E1 valor de una función F en t se designa, corrientemente, por F(t). En los ejem- 
plos que estudiaremos, el dominio de F será un intervalo que puede contener uno 
o dos extremos o que puede ser infìnito. 


14.2 Operaciones algebraicas. Componentes 

Las operaciones usuales del Álgebra vectorial pueden aplicarse para com- 
binar dos funciones vectoriales o una función vectorial con una función real. Si 
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F y G son funciones vectoriales, y si u es una función real, teniendo todas un do- 
minio común, defìnimos nuevas funciones F + G, uF, y F • G mediante 

(F + G)(t) = F(t) + G(t) , (uF)(t) = u(t)F(t), (F ■ G)(t) = F(t) ■ G(t) . 

La suma F + G y el producto uF son vectoriales, mientras que el producto es- 
calar F • G es real. Si F(t) y G(t) están en el espacio de 3 dimensiones, también 
podemos definir el producto vectorial F X G con la fórmula 

(F x G)(t) = F(t) x G(t). 

La operación de composición puede aplicarse para combinar funciones vec- 
toriales con funciones reales. Por ejemplo, si F es una función vectorial cuyo do- 
minio contiene el recorrido de una función real u, la función compuesta G = F • u 
es una nueva función vectorial definida por 

G(t) = F(u(t)] 

para cada / en el dominio de u. 

Si una función F tiene sus valores en V n , cada vector F(t) tiene n compo- 
nentes, y podemos escribir 

m = . ,fn(t)). 

Así pues, cada función vectorial F origina n funciones reales f u ...,/« cuyos va- 
lores en t son los componentes de F(t). Indicamos esta reíación escribiendo 
F = (f u ...» /„), y llamamos f k el fe-ésimo componente de F. 


14.3 Límites, derivadas, e integrales 

Los conceptos fundamentales del Cálculo, tales como límite, derivada e inte- 
gral, también pueden extenderse a las funciones vectoriales. Expresamos sencilla- 
mente la función vectorial en función de sus componentes y realizamos las ope- 
raciones del cálculo sobre los componentes. 

definición. Si F = (f lt ..., /„) es una función vectorial, definimos el lí- 
mite, la derivada y la integral por 


lim F(t) = ^lim fx(t), . . . , lim/„(/)j , 


F'(t) = (fí(t),...,m), 
f*m dt = (JViío dt,... ,jj„(t) dt), 

siempre que los componentes de ìos segundos miembros tengan sentido. 
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Decimos también que F es continua, derivable o integrable en un intervalo 
si cada componente de F tiene la correspondiente propiedad en el intervalo. 

A la vista de esas defmiciones, no puede sorprender encontrar que muchos de 
los teoremas sobre límites, continuidad, derivación, e integración de funciones 
reales también son válidos para funciones vectoriales. Vamos a establecer algunos 
de los teoremas que utilizamos en este capítulo. 

teorema 14.1. Si F, G,y u son derivables en un intervalo, lo mismo ocurre 
con F + G, uF, y F ■ G, y tenemos 

(.F + G)' = F' + G', ( uF)' = u'F + uF', (F ■ G)' = F' • G + F ■ G'. 

Si F y G tienen los valores en V 3 también tenemos 

(F x G)' = F' x G + F x G'. 

Demostración. Para ver la marcha de las demostraciones discutimos la fór- 
mula para (uF)'. Las demostraciones de las otras son parecidas y se dejan como 
ejercicios para el lector. 

Escribiendo F = (/,, ..., /„), tenemos 

uF=(uJ i,. . ., uf n ), (uF)' = ((w/i)'. (ufj). 

Pero la derivada del fc-ésimo componente de uF es (w/*)' = u’fk + ufl, así que 
tenemos 


E1 lector observará que las fórmulas de derivación del teorema 14.1 son 
análogas a las de la derivación de una suma o un producto de funciones reales. 
Puesto que el producto vectorial no es conmutativo, debe uno prestar atención al 
orden de los factores en la fórmula correspondiente a (F X G)'. 

La fórmula para la derivación F ■ G nos da el siguiente teorema que se utili- 
zará con frecuencia. 

teorema 14.2. Si una función vectorial es derivable y es de longitud cons- 
tante en un intervalo abierto I, entonces F • F' = 0 en l. Dicho de otro modo, 
F'(t) es perpendicular a F(t) para cada t en I. 

Demostración. Pongamos g(t) = ||F(0l| 2 = F(t) • F(t). Por hipótesis, g es 
constante en /, y por lo tanto g' = 0 en /. Pero ya que g es un producto escalar, 
tenemos g' = F' ■ F + F ■ F’ = 2F ■ F'. Por lo tanto F • F' = 0. 
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E1 teorema que sigue trata de las funciones continuas. Su demostración se 
deduce fácilmente del teorema 3.5 y 4.2 que contienen los resultados análogos 
para funciones réales. 

teorema 14.3. Sea G = F°u, donde F es una función vectorial y u es 
una función real. Si u es continua en t y F es continua en u(t)^- entonces G es 
continua en t. Si las derivadas u'(t) y F'[u(f)] existen, entonces G'(t) también 
existe y viene dada por la regla de la cadena, 

G'(t) = F'[u(t)]u(t). 

Si una función vectorial F es continua en un intervalo cerrado [a, b], en- 
tonces cáda componente es continua y por tanto integrable en [a, b], así que F es 
integrable en [a, ò]. Los tres teoremas que siguen proporcionan las propiedades 
fundamentales de la integral de las funciones vectoriales. En cada caso, las de- 
mostraciones se deducen al momento de los resultados análogos para las integrales 
de funciones reales. 

teorema 14.4. lineÂlidad y aditividad. Si las funciones vectoriales F 
y G son integrables en [a, 6], tambïén lo es c^F + c 2 G para cualesquiera c^ y c 2 , 
y tetiemos 

JVxfTO + c 2 G(í)) dt = cJVíO dt + c 2 J* G(0 dt. 

Asimismo, para cada c en [a, 6], tenemos 

JV(0 dt =JV(0 dt + JV(0 dt. 

TEOREMA 14.5. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. SupOnga- 
mos que F es una función vectorial continua en [«,&]. Sì c e [«,&], definamos 
la integral indefinida A como la furiCión vectorial dada por 

A(x) = J F(t) dt si a < x < b . 

Entonces A'(x) existe, y se tiene A'(x) = F(x) para cada x de (a, b). 

TEOREMA 14.6. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. SupOnga - 
mos que la función vectorial F tiene derivada continua F' en un intervaîo abierto I. 
Entonces, para cada elección de c y x en I, tenemos 

F(x) = F(c) + JV(0 dt. 
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EI teorema que sigue es una extensión de la propiedad c j'; F(t) dt = 
— J,'; cF(t) dt, reemplazando la multiplicación por el escalar c por el producto 
escalar por un vector C. 

teorema 14.7. Si F = (/,, es integrable en [c, b), para todo vector 

C — (c,. c„) el producto escalar C F es integrable en [a, &], y tenemos 

C \ b F(t)dt = \"C ■ F{t)dt 

Demostración. Puesto que cada componente de F es integrable, tenemos 

C • | F(t) dt = 2 c, X(í) dt = | 2 O/<(0 (l < = [ c ' ^(0 (lt ■ 

Apliquemos ahora el teorema 14.7 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz y 
obtenemos la siguiente propiedad importante de las integrales de funciones vec- 
toriales. 

teorema 14.8. Si F y ||F|| son integrables en \_a, b] tenemos 

(«4.1) || /JfXO dt || < P ||F(í)|| dt. 

Demostración. Pongamos C = J '' F(t) dt. Si C = 0, entonces (14.1) resulta 
trivial. Supongamos, pues, que C#Ò y apliquemos el teorema 14.7 obteniendo 

(14.2) ||C|| 2 = CC = C •£ F(f) dt =£ C • F(í) dt . 

Puesto que el producto escalar C*F(í) es función real, tenemos ia desigualdad 

( 14 . 3 ) |‘c ■ F(t) dt < J* |C • F(í)| dt < £||C|| ||F(f)|| dt , 


donde en el último paso se ha empleado ia desigualdad de Cauchy-Schwarz, 
|C F(f)| < ||C|| ||F(í)||. Combinando (14.2) y (14.3), llegamos a 

l|C|| 2 < ||C||Jj|F(f)|| dt. 


Ya que | C|| > 0, podemos dividir por ||C|| obteniendo (14.1). 
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14.4 Ejercicios 


Calcular las derivadas F'(t) y F"(t ) para cada una de las funciones vectoriales de los 
ejercicios del 1 al 6. 


1. F(t) = ( t, F, t 3 , / 4 ). 

2. F(t) = (cos t, sen 2 t, sen 2t, tan t). 

3. F(t) = (arcsen t, arccos /). 

7. Sea F una función vectorial dada por 


4. F(t) = 2e*i + 3 e*j. 

5. F(t) = cosh / / + senh 2/ j + e~ 3t k. 

6. F(t) = log (1 + / 2 ) / + arctan / j + - k. 


F(t) 


1 -t* . 
1 + /* J 


+ k. 


Demostrar que el ángulo formado por F(t) y F'(t) es constante, esto es, independiente 
de /. 

Calcular las integrales de las funciones vectoriales en los ejercicios del 8 al 11. 

8 . J\vW. >„■/.'(rrp'+nh')*- 

9. í (sen /, cos t, tan /) dt. 11. í (te l i + t 2 e‘j + te~*k) dt. 


12. Calcular + • B, siendo A = 2/ — 4j + k y B = So ( te2 ‘i + / cosh 2tj + 2te~ 2t k) dt. 

13. Dados un vector B no nulo y una función vectorial F tal que F(t) B = t para todo /, 

y tales que el ángulo formado por F'(t) y B es constante (independiente de /). Demos- 

trar que F"(t) es ortogonal a F'(t). 

14. Dados los vectores fijos no nulos A y B, pongamos F(t) = e u A + e~ 2, B. Demostrar que 
F"(t) tiene la misma dirección que F(t). 

15. Si G = F x F', calcular G' en función de F y de las derivadas de F. 

16. Si G = F ■ F' X F" , demostrar que G' = F ■ F' X F'". 

17. Demostrar que lim^j, F(t) = A si y sólo si lim \\F(t) - A\\ = 0. 

18. Demostrar que una función vectorial F es derivable en un intervalo abierto / si y sólo si 
para cada / en / tenemos 


F'(t) = lim i [+(/ + h) — +(/)]. 

h —-0 " 


19. Demostrar el teorema de la derivada nula para las funciones vectoriales. Si F'(t) = O 
para cada / en un intervalo abierto I, existe un vector C tal que F(t) = C para todo 
/ de I. 

20. Dados los vectores fijos + y B y la funcíón vectorial F tal que F”(t) = tA + B deter- 
minar F(t) si F(0) = D y F’( 0) = C. 

21. Una ecuación diferencial de la forma Y'(x) + p(x)Y(x) = Q(x), donde p es una función 
reaUdada, Q una función vectorial e Y una función vectorial desconocida, se llama 
ecuación diferencial vectorial de primer orden. Demostrar que si p y Q son continuas 
en un intervalo 1, entonces para cada a de / y cada vector B existe una solución y sólo 
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una Y que satisface la condición inicial Y(a ) = B, y que esa solución viene dada por 
la fórmula 


Y(t) = + e-« u) j‘ a Q(x)^ x) dx , 


siendo q(x) = j*p(t)dt. 

22. Una función vectorial F satisface la ecuación tF'(t) = F(t) + tA para cada t > 0, donde 

A es un vector fijo. Calcular F"(l) y F( 3) en función de A, si F(l) = 2A. 

23. Hallar una función vectorial F, continua en el intervalo (0, +oo), tal que 

F(x) = xe*A + i J F(t)dt, 

para todo x > 0, siendo A un vector fijo no nulo. 

24. Una función vectorial F, que nunca es cero y tiene derivada continua F'(t) para todo t, 

siempre es paralela a su derivada. Demostrar que existe un vector constante + y una 

función real positiva u tal que F(t) = u(t)A para todo t. 


14.5 Aplicaciones a las curvas. Tangencia 

Sea X una función vectorial cuyo dominio es un intervalo I. Cuando t reco- 
rre /, los correspondientes valores de la función X(t) recorren un conjunto de pun- 
tos que llamamos gráfica de la función X. Si los valores de la función están en 
espacios de 2 ó 3 dimensiones, podemos representar geométricamente la gráfica. 
Por ejemplo, si X(t) = P + tA, donde P y A son vectores fijos en V 3 , con A ¥= O, 
la gráfica de X es una recta que pasa por P y es paralela a A. Una función más 
general describirá una gráfica más general, como sugiere el ejemplo de la figu- 
ra 14.1. Si X es continua en /, tal gráfica se llama curva; o con más precisión la 
curva descrita por X. A veces decimos que la curva es descrita paramétricamente 
por X. E1 íntervalo / se llama intervalo paramétrico; cada t de / se llama 
parámetro. 

Las propiedades de la función X pueden utilizarse para investigar propie- 
dades geométricas de sus gráficas. En particular, la derivada X' está ligada al 
concepto de tangencia, como en el caso de una función real. Formemos el co- 
ciente de diferencias 

(14 . 4) X(t + h)~ X(t) 

h 

e investiguemos su comportamiento cuando h -> 0. Este cociente es el producto 
del vector X(t + h) — X(t) por el escalar 1 /h. E1 numerador, X(t + h) — X(t), 
representado en la figura 14.2, es paralelo al vector (14.4). Si expresamos este 
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cociente de diferencias en función de sus componentes y hacemos que h 0, en- 
contramos que 



Figura 14.1 Curva descrita por el Figura 14.2 El vector X(t + h) — X(t) es 

vector X(t). paralelo al [X(t + h) - X(t)]/h. 


suponiendo que la derivada X'(t) exista. La interpretación geométrica de esta re- 
lación sugiere la siguiente defìnición. 

definición. Sea C una curva descrita por una función vectorial continua X. 
Si existe la derivada X'(t) y no es nula, la recta que pasa por X(t) y paralela a 
X'(t)se llama tangente a C en X(t). El vector X'(t) se denomina vector tangente 
aCen X(t). 

ejemplo 1. Recta. Para una recta dada por X(t) = P + tA, siendo 
A^O, tenemos X'(t) = A, así que la recta tangente en cada punto coincide con 
la gráfica de X, propiedad que ciertamente deseábamos. 

ejemplo 2. Circunferencia. Si X describe una circunferencia de radio a 
y centro en P, entonces ||X(0 - P\\ = a para cada t. E1 vector X(t) - P se llama 
radio vector; puede representarse geométricamente por una flecha desde el cen- 
tro al punto X(t). Puesto que el radio vector tiene longitud constante, el teorema 
14.2 nos dice que es perpendicular a su derivada y por tanto perpendicular a la 
recta tangente. Así pues, para una circunferencia, nuestra definición de tangencia 
está de acuerdo con la que se da en la Geometría plana elemental. 
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ejemplo 3. Invariancia frente a un cambio de parámetro. Funciones dis- 
tintas pueden tener la misma gráfìca. Por ejemplo, supongamos que X es una 
función vectofial continua definida en un intervalo 1 y que u es una función real 
derivable con u' siempre distinta de cero en un intervalo /, y tal que el recorrido 
de u sea /. Entonces la función Y definida en / por la ecuación 

Y(t) = X(u(t)] 

es una función vectorial continua que tiene la misma gráfica que X. Dos luqciones 
X e y así relacionadas se llaman equivalentes. Se dice de ellas que proporcionan 
representaciones paramétricas distintas de la misma curva. Asimismo se dice 
que la función u define un cambio de parámetro. 

Los conceptos geométricos más importantes asociados a una curva son aque- 
llos que permanecen invariantes frente a un cambio de parámetro. Por ejemplo, 
es fácil demostrar que la tangente es invariante. Si la derivada X'[m(í)] existe, la 
regla de la cadena muestra que Y'(t) también existe y viene dada por la fórmula 

Y'(t)=X'[u(t)]u’(t). 

La derivada iT(t) nunca es cero. Si X'[«(í)] es no nula, Y'(t) tampoco es nula, de 
modo que Y’(t) es paralelo a X'[m(<)]- Por consiguiente ambas representaciones 
X e Y nos conducen a la misma tangente en cada punto de la curva. 

ejemplo 4. Propiedades de reflexión en las cónicas. Las cónicas tienen 
propiedades de reflexión usadas con frecuencia en el diseno de instrumentos ópti- 



(a) 

Elipse 



Figura 14.3 Propiedades de reflexión de las cónicas. 
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cos y acústicos. Los rayos luminosos que parten de uno de los focos de un reflector 
elíptico convergerán en el otro foco, como muestra la figura 14.3 a). Los rayos 
luminosos dirigidos hacia uno de los focos de un reflector hiperbólico conver- 
gerán en el otro foco, como vemos en la figura 14.3 b). En un reflector parabólico, 
los rayos luminosos paralelos al eje convergen en el foco, como vemos en la 
figura 14.3 c). Para establecer esas propiedades de reflexión, necesitamos demos- 
trar que en cada figura los ángulos 8 son iguales. Conseguiremos esto para la elipse 
y para la hipérbola y dejamos al lector la demostración para la parábola. 

Coloquemos un foco en el origen y sean «i y h 2 dos vectores unitarios 
con la misma dirección que X y X — F 2 , respectivamente, siendo X un punto 
arbitrario de la cónica. (Ver figura 14.4.) Si d x = ||X|| y d 2 = ||X — F*||, son 
las distancias focales entre X v los focos F t y F 2 , respectivamente, tenemos 

X = d lUl y X = í/ 2 m 2 + F 2 . 

Consideremos ahora X, h^ , h 2 , <4, y d 2 como funciones definidas en un cierto 
intervalo de números reales. Sus derivadas están relacionadas por las ecuaciones 

(14.5) X' = diu'x + d^Ui , X' = d 2 Uì + d 2 h 2 . 

Puesto que h x y h 2 tienen longitud constante, cada uno es perpendicular a su de- 
rivada, así que las ecuaciones (14.5) nos dan X' u x = d[ y X' • h 2 = </'. Sumando 
y restando esas relaciones, encontramos que 

(14.6) X' ■ ( Wl + h 2 ) = d[ + d ' 2 , X' • (h x - h 2 ) = dj - d' z . 

En la elipse, d^ + d 2 es constante, de modo que d[ + d[ = 0. En cada rama de 
la hipérbola d x — d 2 es constante, así que d[— d 2 ' = 0. Por consiguiente, las 
ecuaciones (14.6) nos dan 

X' • (h x + h 2 ) = 0 en la elipse, X' ■ (hj — h 2 ) = 0 en la hipérbola. 

Sea T = X'/llX'H un vector unitario con la misma dirección que X'. Entonces T es 
tangente a la cónica, y tenemos 

T ■ h 2 = — T ■ Hj en la elipse, T • h 2 = T • Hj en la hipérbola. 

Si 8 X y d 2 son, respectivamente, los ángulos que T forma con h^ y h 2 , siendo 
0<e, < rr y 0 < Ò 2 < tt, aquellas dos últimas ecuaciones muestran que 


en la elipse, cos d 2 = cos 8 X en la hipérbola. 
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(a) 0 2 = t - 0, en la elipse (b) 0, = 0, en la hipérbola 

Fígura 14.4 Demostraciones de las propiedades de reflexión para la elipse y la hipérbola. 


Luego tenemos 0 2 = n — 0 t en la elipse, y 0 2 = 0^ en la hipérbola. Estas rela- 
ciones entre los ángulos Ô L y 0 2 dan las propiedades de reflexión de la elipse y 
de la hipérbola. 

14.6 Aplicaciones al movimiento curvilíneo. 

Vector veiocidad, velocidad y aceleración 

Supongamos que una partícula se mueve en el espacio de 2 ó 3 dimensiones 
de modo que su posición en el instante t referida a un cierto sistema coordenado 
venga dado por un vector X(t). Cuando t varía en un intervalo de tiempo, el ca- 
mino recorrido por la partícula es sencillamente la gráfica de X. Así pues, la 
función vectorial X nos sirve como módelo matemático para describir el movi- 
miento. A la función vectorial X la llamamos función posición del movimiento. 
Los conceptos físicos tales como vector velocidad, velocidad, y vector aceleración 
pueden definirse en función de las derivadas de la función de posición. En la si- 
guiente discusión suponemos que la función posición puede derivarse cuantas 
veces sea preciso sin decirlo en cada ocasión. 

definición. Consideremos un movimiento descrito por una función vecto- 
riai X. La derivada X’(t) se llama vector velocidad en el instante t. La longitud 
del vector velocidad, ||X'(/)||, se llama velocìdad. La derivada segunda X"(t) del 
vector posición. se llama vector aceleración. 
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Notación. A veces la función posición X se representa por r, el vector 
velocidad por », la velocidad por v y la aceleración a. Así que v = r', v = ||r ||, 
y a = v' = r". 

Si el vector velocidad X'(t) se representa por un vector geométrico ligado a 
la curva en A'ft), vemos que está situado en la recta tangente. E1 uso de la palabra 
«velocidad» para la longitud del vector velocidad se justifícará en la sección 14.12 
en donde se demuestra que la velocidad es el coeficiente de variación de la longi- 
tud de arco a lo largo de la curva. Esto es lo que el velocímetro de un automóvil 
intenta medir. Así pues, la longitud del vector velocidad nos dice la rapidez con 
que la partícula se mueve en cada instante, y su dirección nos indica hacia dónde 
va. E1 vector velocidad cambiará si modificamos la velocidad o la dirección del 
movimiento (o ambos). E1 vector aceleración es una medida de este cambio. 
La aceleración origina el efecto que uno experimenta cuando un automóvil cam- 
bia su velocidad o su dirección. A diferencia del vector velocidad, el vector ace- 
leración no está necesariamente en la recta tangente. 

ejemplo 1 . Movimiento rectilíneo. Consideremos un movimiento cuyo 
vector posición es 


r(t) = P +f( t )A , 

donde P y A son vectores fijos y A # O. Este movimiento se realiza a lo largo 
de una recta que pasa por P y paralela a A. E1 vector velocidad, la velocidad y el 
vector aceleración vienen dadas por 

v(t) =f(t)A , v(t) = IMOII = |/'(/)| \\A ||, a(t) = f"(t)A . 

Si f(t) y f'(t) no son cero, el vector aceleración es paralelo al vector velocidad. 

ejemplo 2. Movimiento circular. Si un punto (x, y) de V 2 está represen- 
tado por sus coordenadas polares r y 6, tenemos 

x = r cos 6, y = r sen 6 . 

Si r es fijo, por ejemplo r = a, y si 9 puede variar en un intervalo cualquiera de 
amplitud por lo menos 277, el correspondiente punto (x, y) describe una circun- 
ferencia de radio a y centro en el origen. Si consideramos 9 como una función 
del tiempo, por ejemplo 6 = f(t), tenemos un movimiento dado por la función de 
posición 


r(t) = a cos f(t)i + asenf(t)j. 
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E1 correspondiente vector velocidad es 

v(t) = r\t) = —afXt)senf[t)i + af'(t) cos f(t)j, 
del que se deduce que la velocidad en el instante t es 
v(t)= ||»(/)|| = a\f'(t)\. 

E1 factor |/'(í)| = \dd/dt\ se llama velocidad angular de la partícula. 

Un caso particular importante se presenta cuando 8 = wt, donde w es una 
constante positiva. En este caso, la partícula parte del punto ( a , 0) en el instante 
t = 0 y se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj siguiendo la 
circunferencia con velocidad angular constante w. Las fórmulas para el vector po- 
sición, vector velocidad y velocidad se transforman en 

f (t) = a cos wt i + a sen wtj , v(t) = — a>asen wt i + wa cos wtj , v(t) = aoj . 

E1 vector aceleración viene dado por 

a(t) = —w 2 a cos wt i — w 2 a sén wt j = —w 2 r(t), 

que muestra que la aceleración tiene siempre dirección opuesta al vector posición. 
Cuando se representa con un vector geométrico trazado en el lugar que ocupa la 
partícula, el vector aceleración está dirigido hacia el centro de la circunferencia. 
Debido a esto, la aceleración se llama centrípeta, denominación propuesta por 
Newton. 

Observación: Si una partícula en movimiento tiene masa m, la segunda ley del 
movimiento de Newton establece que la fuerza que actúa sobre ella(debida a su ace- 
leración) es el vector ma(t), masa por aceleración. Si la partícula se mueve sobre una 
circunferencia con velocidad angular constante, ésa se llama fuerza centrípeta porque 
está dirigida hacia el centro. Esta fuerza es ejercida por el mecanismo que sujeta la 
partícula a una trayectoria circular. E1 mecanismo es una cuerda en el caso de una 
piedra girando en una honda, o la atracción de la gravedad en el caso de un satélite 
alrededor de la Tierra. La reacción igual y opuesta (debida a la tercera ley de New- 
ton), esto es, la fuerza —ma(t), se llama fuerza centrífuga. 

ejemplo 3. Movimiento sobre una elipse. La figura 14.5 muestra una 
elipse de ecuación cartesiana x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1, y dos circunferencias concéntri- 
cas de radios a y b. E1 ángulo 6 indicado en la fìgura se llama anomalía excén- 
trica o simplemente ángulo excéntrico. Está relacionado con las coordenadas (x, y) 
de un punto de la elipse por las ecuaciones 


x = acos6, y = bscn8. 
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Cuando 6 varía en un intervalo de amplitud 2ir, el correspondiente punto (x, y) 
describe la elipse. Si consideramos 6 como función del tiempo t, por ejemplo 
<6— /(/), tenemos un movimiento dado por la función posición 

r(t) = a cos f(t)i + bsenf(t)j. 

Si 6 = cot, donde w es una constante positiva, el vector velocidad, la velocidad y el 
vector aceleración son 

v(t) = u)(—a sen coti + b cos cot j), v(t) = co(û 2 sen 2 cot + b 2 cos 2 wt) 1/2 , 
a(t) = —co 2 (a cos coti + b sen o>t j) = —co 2 r(t). 



Fìgura 14.5 Movimiento sobYe una elipse. Figura 14.6 Movimiento sobre una hélice. 


Así pues, cuando una partícula se mueve a lo largo de una elipse de modo que 
su ángulo excéntrico varíe proporcionalmente al tiempo, la aceleración es cen- 
trípeta. 

ejemplo 4. Movimiento sobre una hélice. Si un punto (x, y, z) gira alre- 
dedor del eje z de manera que su componente z es proporcional al ángulo girado. 
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el camino resultante se llama hélice circular. En la figura 14.6 se muestra un 
ejemplo. Si 6 representa el ángulo de rotación, tenemos 

(14.7) x — acosd, y = asenO, z = bd, 

donde a > 0, y b 0. Cuando 6 varía de 0 a 2 -rr, las coordenadas x e y vuelven 
a sus valores originales en tanto que la z pasa de 0 a 2nb. E1 número 2nb se llama 
con frecuencia, paso de la hélice. 

Supongamos ahora que 6 = o>t, donde o> es constante. E1 movimiento sobre 
la hélice está representado entonces por el vector posición 

r(t) = a cos ojti + a sencoí j + bwtk . 

Los vectores velocidad y aceleración correspondientes vienen dados por 

v(t) = —o>a sen ojt i + o>a cos wt j + bo>k, a(t) = —to 2 (a cos o>t i + a sen ojtj). 

Así que cuando el vector aceleración se considera situado a partir de la hélice, es 
paralelo al plano xy y dirigido hacia el eje z. 

Si eliminamos 0 entre las dos primeras ecuaciones (14.7), obtenemos la ecua- 
ción cartesiana x 2 + y 2 — a 2 que es la ecuación cartesiana de una circunferencia 
en el plano xy. En el espacio de 3 dimensiones, no obstante, esta ecuación repre- 
senta una superficie. Un punto (x, y, z) satisface la ecuación si y sólo si su distancia 
al eje z es igual a a. E1 conjunto de todos esos puntos es un cilindro circular de 
radio a con su eje en el eje z. La hélice se arrolla en ese cilindro. 

14.7 Ejercicios 

En cada uno de los ejercicios del 1 al 6, r(t) representa el vector posición en el ins- 
tante t correspondiente a una partícula que se mueve sobre una curva alabeada. En cada 
caso, determinar los vectores velocidad v(t) y aceleración a(t) en función de i,j, k; calcular 
también la velocidad v(t). 

1. r(t) = (3 1 — t"ji + 3 t 2 j + (3/ + t 3 )k. 4. r(t) = (t - sen t)i + (1 - cos t)j + 4 sen - k. 

2. r(t) = cos t i + sen tj + e l k. 5. r(t) = 3 t 2 i + 2t 3 j + 3 tk. 2 

3. r(t) = 3/ cos t i + 3t sen tj + 4f*. 6. r(t) = ti + sen tj + (1 - cos t)k. 

7. Considerar la hélice descrita por la ecuación vectorial r(t) =a coso>t »+a senoj/ j+ba>tk, 
donde w es una constante positiva. Demostrar que la recta tangente forma un ángulo 
constante con el eje z y que el coseno de ese ángulo es b/\/a 2 + b 2 . 

8. Refiriéndose a la hélice del ejercicio 7, demostrar que los vectores velocidad v y ace- 
leración a, tienen longitud constante, y que 

fjy x q[| _ a 

||»|| 3 a 2 + b 2 ' 
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9. Refiriéndose al ejercicio 7, sea u{t) el vector unitario u(t) = sen co/ / — cos o>t j, De- 
mostrar que existen dos constantes A y B tales que v x a = Au(t) + Bk, y expresar 
A y B en función de a, b, y m 

10. Demostrar que para cualquier movimiento el producto escalar de los vectores velo- 
cidad y aceleración es igual a la mitad de la derivada del cuadrado de la velocidad: 

«) «(.) 

11. Sea c un vector unitario fijo. Una partfcula se mueve en el espacio de modo que su 
vector posición r(t) satisface la ecuación r(t) ■ c = e n para todo t, y su vector veio- 
cidad v(t) forma un ángulo constante 6 con c, siendo 0 < 6 < 

a) Demostrar que la velocidad en el instante t es 2<? 2í /cos 8. 

b) Calcular el producto escalar a(t) ■ v(t) en función de t y 6. 

12. La identidad cosh 2 6 — senh 2 8 = 1 para las funciones hiperbólicas sugiere que la 
hipérbola x 2 /a 2 — yVfr 2 = 1 puede representarse por las ecuaciones paramétricas 
x = a cosh 6, y = b senh 6, o lo que es lo mismo, por la ecuación vectorial 
r— a cosh 8 » + b senh 8 j. Cuando a = b = 1, el parámetro 8 puede ser in- 
terpretado geométricamente de manera análoga a como se interpretan 8, sen 6 y 
cos 8 en el círculo unidad dibujado en la ftgura 14.7 a). La figural4.7b) muestra una 
rama de la hipérbola x 2 — y 2 = 1. Si el punto P tiene coordenadas x = cosh 8 e 
y = senh 8, demostrar que 6 es igual al doble del área del sector OAP dibujado en 
la figura. 


[Indicaciótt: Si A(8) representa el área del sector OAP. Demostrar que 


A(8) = | cosh ôsenh 8 - 


Derivar para Ilegar a A'(8) = J.J 


13. Una partícula se mueve siguiendo una hipérbola de acuerdo con la ecuación 

r(t) = a cosh wti + b senh mlj, donde co es una constante. Demostrar que la aceleración 
es centrífuga. 

14. Demostrar que la tangente en un punto X de una parábola biseca el ángulo formado 
por la recta que une X al foco y la que pasando por X es paralela al eje. Esto da una 
propiedad de reflexión de la parábola. (Ver fìgura 14.3.) 

15. Una partícula de masa 1 se mueve en un plano de acuerdo con la ecuación 

r(t) = x(t)i + y(t)j. Es atraída hacia el origen por una fuerza cuya magnitud es igual 
a cuatro veces su distancia al origen. En el instante t = 0, la posición inicial es 
r(0) = 41 y el vector velocidad inicial es p(0) = 6/. 

a) Determinar los componentes x(t) e y(t) explícitamente en función de t. 

b) La trayectoria de la partícula es una cónica. Hallar su ecuación cartesiana, dibujar 
la cónica e indicar la dirección del movimiento sobre la curva. 

16. Una partícula se mueve a lo largo de la parábola x 2 + c(y — x) = 0 de tal manera que 
los componentes vertical y horizontal del vector aceleración son iguales. Si invierte T 
unidades de tiempo en ir desde el punto (c, 0) al punto (0, 0), icuánto tiempo invertirá 
en ir desde (c, 0) a la mitad del camino (c/2, c/4)? 
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(a) Elipse: jd+y 2 ^! (b) Hipérbola: x 2 -y 2 =l 


Figura 14.7 Analogía entre los parámetros de una elipse y una hipérbola. 


17. Supongamos que una curva C está descrita por dos funciones equivalentes X e V, 
siendo Y(t) = X[u(<)]. Demostrar que en cada punto de C los vectores velocidad aso- 
ciados a X e Y ■ son paralelos, pero que los correspondientes vectores aceleración no 
lo son. 


14.8 Vector tangente unitario, normal principal y plano osculador a una curva 


En el movimiento rectilíneo el vector aceleración es paralelo al vector veloci- 
dad. En el movimiento circular con velocidad angular constante, el vector acele- 
ración es perpendicular al vector velocidad. En esta sección vamos a ver que 
para un movimiento de tipo general el vector aceleración es la suma de dos vec- 
tores perpendiculares, uno paralelo al vector velocidad y el otro perpendicular a 
éste. Si el movimiento no es rectilíneo, esos dos vectores perpendiculares determi- 
nan un plano que pasa por el punto correspondiente dè la curva y que Ilamamos 
plano osculador. 

Para estudiar esos conceptos, introducimos el vector unitario tangente T. 
Esa es otra función vectorial asociada a la curva, y está definida por 


T(í) = 


X'(t) 


siempre que la velocidad ||A' , (í)|| ^ 0. Obsérvese que ||T(/)!| = 1 para todo t. 

La figura. 14.8 muestra la posición del vector tangente unitario T(t) para 
distintos valores de t. Cuando la partícula se mueve a lo largo de la curva, el 
correspondiente vector T, siendo de longitud constante, puede únicamente cam- 
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biar su dirección. La tendencia de T a cambiar su dirección puede medirse por su 
derivada T'. Puesto que T tiene longitud constante, el teorema 14.2 nos dice que 
T es perpendicular a su derivada T'. 



Si el movimiento es lineal, T' = O. Si T' ¥= O, el vector unitario que tiene 
la misma dirección que T' se llama normal principal a la curva y se designa por 
N. Así pues, N es una nueva función vectorial asociada a la curva y está definida 
por la ecuación 


m 


T'O) 


unoif 


siempre que |[T'(0II ^ 0 - 


Cuando los dos vectores unitarios T(t) y N(t) están trazados por el punto de 
la curva X(t), determinan un plano llamado plano osculador de la curva. Si ele- 
gimos tres valores de t, por ejemplo t u t 2 y t 3 , y consideramos el plano determi- 
nado por los tres puntos X(í,), X(t 2 ), X(t 3 ), puede demostrarse que la posición del 
plano tiende a la del plano osculador en X(t,) cuando ì 2 y t 3 tienden a í,. Por 
esto, con frecuencia se dice que el plano osculador es el plano que mejor se ajusta 
o adapta a la curva en cada uno de sus puntos. Si la curva es plana (no una 
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recta), el plano osculador coincide con el plano de la curva. En general, no obs- 
tante, el plano osculador cambia al variar t. En la figura 14.9 se aprecia este 
hecho. 

E1 teorema siguiente muestra que el vector aceleración es una suma de dos 
vectores, uno paralelo a T y el otro paralelo a T'. 

teorema 14.9. Consideremos un movìmiento descrito por una junción vec- 
torial r, designemos con ('(/) la velocidad en el instante t, v(t) = ||r'(/)||- Enton- 
ces el vector aceleración a es una combinación lineal de T y T' dada por la fór- 
mula 

(14.8) a(t) = v‘(t)T(t) + iit)T'(t). 

Si T'(t) ¥= O, también tenemos 

(14.9) a(t) = v'(t)T(t) + V (t) || r(t)|| N(t). 

Demostración. La fórmula que define el vector tangente unitario nos da 

v(t) = i(t)T(t ). 

Derivando este producto, encontramos que 

a(t) = v'(t)T(t) + v(t)T'(t), 

lo que demuestra (14.8). Para demostrar (14.9), utilizamos la defmición de N 
escribiendo T'(t) = ||7 V (/)|| N(t). 

Este teorema demuestra que el vector aceleración está siempre en el plano 
osculador. Un ejemplo se ve en la figura 14.10. Los coeficientes de T(t) y N(t) en 

(14.9) se llaman respectivamente, componentes tangencial y normal de la acele- 
ración. Un cambio en la velocidad repercute en el componente tangencial, mien- 
tras que un cambio en la dirección repercute en el componente normal. 

Para una curva plana, la longitud de T'(t) tiene una interpretación geométrica 
interesante. Ya que T es un vector unitario, podemos escribir 

T(t) = cos a (t)i + sen *U)j , 

donde *(/) designa el ángulo formado por el vector tangente y el eje x positivo, 
como se ve en la figura 14.11. Derivando, encontramos 

T'(t) = —sen a(/) a'(/)/ + cos a (/) y.'(t)j = x'(/)«(/), 
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Figura 14.10 El vector aceleración está Figura 14.11 Ángulo de inclinación del 
contenido en el plano osculador. vector tangente a una curva plana. 


siendo u(t) un vector unitario. Por consiguiente |iT'(í)|| = |«'(í)| y esto demuestra 
que ||T'(í)|| es una medida del coeficiente de variación del ángulo de inclinación 
del vector tangente. Cuando a'(í) > 0, el ángulo es creciente, y por tanto 
u(t) = N(t). Cuando a'(í) < 0, el ángulo es decreciente, en este caso, u(t) = 
= — N(t). En la figura 14.11 se representan los dos casos. Obsérvese que el án- 
gulo de inclinación de u(t) es «(í) + \n ya que 


«(í) = -sena (t)i + cos a (t)j = .cos \ a(t) + + sen (a(i) + -^j. 


14.9 Ejercicios 

Los ejercicios del 1 ql 6 se refieren a los movimientos descritos en los ejercicios del 
1 al 6, respectivamente, de la sección 14.7. Para el valor de t que se cita, a) expresar el 
vector tangente unitario T y el normal principal N en función de i,j, k; b) expresar la ace- 
leración a como una combinación lineal de T y N. 

1. t =2. 3. t =0. 5. t = 1. 

2. t = TT. 4. t = 77. 6. t = \ir 

7. Demostrar que si el vector aceleración es siempre cero, el movimiento es rectilíneo. 

8. Demostrar que el componente normal del vector aceleración es (v x a||/[|»|[, 

9. Para cada una de las proposiciones siguientes referentes a la curva descrita por una 
partícula móvil en el espacio de 3 dimensiones, dar Una demostración o poner un 
contraejempio. 
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a) Si ei vector velocidad es constante, la curva es plana. 

b) Si la velocidad es constante, la curva es plana. 

c) Si el vector aceleración es constante, la»curva es plana. 

d) Si el vector velocidad es perpendicular al vector aceleración, la curva es plana. 

10. Una partícula de masa unidad con vector posición r{t) en el instante t se mueve en 
el espacio bajo la acción de ciertas fuerzas. 

a) Demostrar que r x a = O implica r X v = c, siendo c un vector constante. 

b) Si r X r = c, donde c es un vector constante, demostrar que el movimiento se 
realiza en un plano. Considerar c y c =0. 

c) Si la fuerza resultante que actúa sobre la partícula está siempre dirigida hacia el 
origen, demostrar que la partícula se mueve en un plano. 

d) iEl producto r x v es necesariamente constante si una partícula se mueve en un 
plano? 

11. Una partícula se mueve a lo largo de una curva de tal manera que el vector velocidad 
forma un ángulo constante con un vector unitario dado c. 

a) Si la curva está en un plano que contenga c, demostrar que el vector aceleración es, 
cero o es paralelo al vector velocidad. 

b) Dar un ejemplo de una tal curva (no plana) para la que el vector aceleración nunca 
es cero ni paralelo al vector velocidad. 

12. Una partícula se mueve a lo largo de la elipse 3x 2 + y 2 = 1 con vector de posición 
r(t)=f(t)i + g(t)j. E1 movimiento es tal que el componente horizontal del vector ve- 
locidad en el instante t es —g«). 

a) iSe mueve la partícula sobre la elipse en dirección a favor o contraria a las agujas 
del reloj? 

b) Demostrar que el componente vertical del vector velocidad en el instante t es pro- 
porcional a f(t) y hallar el factor de proporcionalidad. 

c) iCuánto tiempo se necesita para que la partícula recorra una vez la elipse? 

13. Una curva plana C en el primer cuadrante tiene pendiente negativa en cada uno de sus 
puntos y pasa por el punto (§, 1). E1 vector posición r que une el origen con un punto 
cualquiera (x,y) de C forpia un ángulo 6 con /, y el vector velocidad forma un ángu- 
lo <f> con i, siendo 0 < 6 < §w, y 0 < <f> < §jt. Si 3 tan <f> = 4 cot 0 en cada punto de 
C, hallar la ecuación cartesiana de C y dibujar la curva. 

14. Una recta perpendicular a la recta tangente a una curva plana se Ilama recta normal. 
Si en cada punto de una cierta curva plana C se trazan la normal y una recta vertical, 
esas dos rectas interceptan sobre el eje x un segmento de longitud 2. Hallar la ecuación 
cartesiaria de esa curva si pasa por el punto (1,2). Son posibles dos soluciones. 

15. Dados dos vectores fíjos rio nulos A y B que forman un ángulo 0, siendo 0 < 0 < ir. 
Un movimiento con vector de posición r(t) en el instante í, satisface la ecuación di- 
ferencial 


r’(t) = A x r(t) 


y la condición inicial r(0) = B. 

a) Demostrar que el vector aceleración a(t) es ortogonal a A. 

b) Demostrar que la velocidad es constante y calcularla en función de A, B y 0. 

c) Dibujar la curva, mostrando su relación con los vectores A y B. 

16. Este ejercicio describe cómo el vector unitario tangente y la normal principal quedan 
afectados por un cambio de parámetro. Supongamos que una curva C está descrita por 
dos funciones equivalentes X e Y, siendo Y(t) = X[m(í)]. Designemos la tangente uni- 
taria correspondiente a X con el símbolo T x y la correspondiente a Y por T r . 
a) Demostrar que en cada punto de C tenemos T r (t) = 7 x [u(í)] si u es estrictamente 
creciente, pero si u es estrictamente decreciente entonces T r (t) = ~T x [u(t)]. En el 
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primer caso, se dice que u conserva la orìentación; en el segundo caso, u invierte la 
orientación. 

b) Probar que los correspondientes vectores normales principales N x y N r satisfacen 
N r (t) = N x [u(t )] en cada punto de C. Deducir que el plano osculador es invariante 
frente a un cambio de parárpetro. 


14.10 Definición de longitud de un arco 

En diversas partes del Cálculo y de la Geometría analítica se hace refe- 
rencia a la longitud de un arco de curva. Antes de poder estudiar las propie- 
dades de la longitud de una curva es preciso dar una definición de longitud de 
un arco. E1 propósito de este apartado es formular esta definición. Esta llevará 
de manera natural a la construcción de una función (llamada función longitud 
de arco) que mida la longitud de la trayectoria descrita por una partícula móvil 
en cada instante de su movimiento. Algunas de las propiedades fundamentales 
de esta función se estudian en la sección 14.12. En particular, se probará que 
para la mayor parte de las curvas que se presentan en la práctica esta función se 
puède expresar como la integral de la velocidad. 

Para llegar a una definición de lo que se entiende por longitud de una 
curva, se procede como si se hubiera de medir esta longitud con una regla gra- 
duada. En primer lugar se senalan en la curya unos cuantos puntos que se 
toman como vértices de un polígono inscrito (en la fig. 14.12 se da un ejemplo), 
luego se mide la longitud total de esta poligonal con la regla graduada y se 
considera ésta como una aproximación de la longitud de la curva. Se observa 
que algunos polígonos «aproximan» la curva mejor que otros. En particular, si 
se empieza por un polígono P, y se construye un nuevo polígono inscrito P 2 
anadiendo nuevos vértices a los de /\ es natural que la longitud de P 2 sea mayor 
que la de P lt tal como se ve en la figura 14.13. De la misma manera se pueden 
ir formando tantos polígonos como se quiera con longitudes cada vez mayores. 

Por otra parte, intuitivamente se observa que la longitud de cada polígono 
inscrito no debe exceder a la de la curva (puesto que el segmento de recta es 
la trayectoria más corta entre dos puntos). Es decir, el número que se toma 
por defiqición como longitud de una curva, ha de ser una cota superior de las 
longitudes de todos los polígonos inscritos. Por tanto, parece natural definir la 
longitud de una curva como el extremo superior de las longitudes de todos los 
posibles polígonos inscritos. 

En la mayor parte de curvas que se presentan en la práctica, esta definición 
es útil y basta para asignar una longitud a la curva. Sin embargo, es sorpren- 
dente que existan ciertos casos patológicos en los que esta definición no es apli- 
cable. Hay curvas para las cuales no hay extremo superior de las longitudes 
de los polígonos inscritos. (En el ejercicio 22 de la sección 14.13 se da un ejemplo). 
Por tanto, se hace preciso clasificar las curvas en dos categorías, las que tienen 
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Figura 14.13 La poligonal ABC tiene mayor 
longitud que la poligonal AC. 


una longitud y las que no la tienen. Las primeras se denominan curvas rectificables 
y las otras no rectificables. 

Para formular estas ideas en términos analíticos, empezamos con una curva 
en el espacio de 3 ó 2 dimensiones descrita por una función vectorial r, y conside- 
remos la porción de la curva descrita por r(t) al variar t en un intervalo \_a, b]. 
A1 principio, suponemos tan sólo que r es continua en el intervalo paramétrico. 
Después anadiremos otras restricciones. 

Consideremos ahora una partición P del intervalo [o, 6], 

p = {<0 > h . t n } , donde a = /« < h < • • • < t n = b. 

Designemos con n(P) la poligonal cuyos vértices son los puntos r(í„), rfíj. 

r(í„), respectivamente. (En la fìgura 14.14 se muestra un ejemplo con n = 6.) 
Los lados de esa poligonal tienen longitudes 

Hh) - r(t 0 ) ||, ||r(í 2 ) - r(/ 1 )||,..., ||r(í„) - r(/ n _01|. 


Por consiguiente, la longitud de la poligonal n(P), que designamos con t t(P) , es 
la suma 


\<p)\ =lMh) - r(r*_ 1 )||. 


definición. Si existe un número positivo M tal que 


( 14 . 10 ) 


HP)\ < M 
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para todas las particiones de [a, fc], se dice que la curva es rectificable y la 
longitud del arco, indicada por A(a, b), se define como el extremo superior de 
todos los números \tt(P)\. Si no existe un M, la curva se denomina norectificable. 

Obsérvese que si existe un M que satisfaga (14.10) para cada partición P 
se tiene: 

(14.11) \tt(P)\ < A(a,b) < M, 

puesto que el extremo superior no puede exceder a ninguna cota superior. 



Figura 14.14 Partición de [ a, b] en seis subintervalos y la poligonai inscrita correspondiente. 


Es fácil probar que una curva es rectifìcable siempre que su vector velo- 
cidad v sea continuo en el intervalo paramétrico [a, b~\. En efecto, el teorema 
siguiente indica que en este caso se puede tomar la integral de la velocidad 
como una cota superior de todos los números |w(P)|. 

teorema 14.10. Sea v(t) el vector velocidad de la curva con vector posi- 
ción r(t) y sea v(t) = ll»(0ll la velocidad. Si v es continua en [a, b], la curva es 
rectificable y su longitud A(a, b) satisface la desigualdad 


(14.12) 


A(a, b) < v(t) dt. 
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Demostración. Para cada partición P de [a, &], tenemos 

HP )I =Ì!iK4) - *•('*-,)II = Ìj|£* r'(0*|| 

= i t |£‘K0*| < t S/; W0I * = £t<0 dt, 

siendo la desigualdad una consecuencia del teorema 14.8. Esto prueba que 
Mi 5 )! < £ v(t) dt 

para todas las particiones P, y por tanto el número J* v(t) dt es una cota superior 
del conjunto de todos los números |ir(i , )|. Esto demuestra que la curva es rectifi- 
cable y al mismo tiempo se ve que la longitud A(a, b) no puede exceder a la inte- 
gral de la velocidad. 

Más adelante se demostrará que la desigualdad (14.12) es, en efecto, una 
igualdad. Para ello se tendrá que hacer uso de la aditividad de la longitud de 
un arco, propiedad que se estudiará en el próximo apartado. 


14.11 Aditividad de la longitud de arco 

Si una curva rectificable se corta en dos trozos, la longitud de toda la 
curva es la suma de Ias longitudes de las dos partes. Esta es otra de estas pro- 
piedades «intuitivamente inmediatas» y cuya demostración no es trivial. Esta 
propiedad se denomina aditividad de la longitud del arco y se puede expresar 
analíticamente como sigue: 

teorema 14.11. Consideremos una curva rectificable de longitud A(a,b), 
descrita por un vector r(t) cuando t varía en un intervalo [a, b]. Si a < c < b, 
sean C, y C 2 las curvas descritas por r(t) cuando t varía en los intervalos [a, c] 
y [c,b], respectivamente. Entonces C, y C 2 también son rectificables y, si 
A(a, c) y A(c, b) representan sus respectivas longitudes, tenemos 

A (a, b) = A(a, c) + A(c, b). 

Demostración. Sean P, y P 2 particiones arbitrarias de [a, c] y [c, b~\ res- 
pectivamente. Los puntos de P, y los de P 2 conjuntamente forman una nueva 
partición P de [a, b] para la cual se tiene: 

WPi)l + \rr(P 2 )\ = HP)\ < A(a, b) . 


(14.13) 
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lo que pueba que | tt(P,)| y \tt(P-ì)\ están acotadas por A(a, b) y por tanto C, 
y C 2 son rectificables. De (14.13) se deduce también: 

\APÙ\ < A (a, b) - \tt(P 2 )\ 

Si se considera ahora P 2 fijo y P, variable en el conjunto de todas las parti- 
ciones de [a,c], puesto que el número A(a,b) — \n(P 2 )\ es una cota superior de 
todos los números |Tr(P,)| no puede ser menor que su extremo superior que es 
A(a, c). Por tanto se tiene A(a, c) <A(a,b) — |tt(P 2 )|, o lo que es lo mismo: 

\n(P 2 )\ < A(a, b) - A(a, c). 

Esto prueba que A(a, b) — A(a, c) es un extremo superior de todas las sumas 
|t 7(P 2 )|, y puesto que no puede ser menor que su extremo supèrior A(c, b) se 
tiene A(c, b) < A(a, b) — A(a, c), o sea: 

(14.14) A(a, c) + A(c, b) < A(a, b). 

Para demostrar la igualdad basta probar la desigualdad contraria. Para ello 
se empieza por una partición cualquiera P de [a, b]. Si se adjunta el punto c a P 
se obtiene una partición P, de [a, c] y una partición P 2 de [c, b] de manera que: 

k(^)l < HPJ\ + k(P 2 )| < A(a, c) + A(c, b). 

Esto prueba que A(a, c) + A(c, b) es un extremo superior de todos los números 
k(P)|, y puesto que éste no puede ser menor que el extremo superior, ha de ser: 

A(a, b) < A(a, c) + A(c, b). 

Esta desigualdad, junto con (14.14), implica la propiedad aditiva. 


14.12 Función longitud de arco 

Supongamos que una curva es el camino descrito por un vector posición r(t). 
Una pregunta natural es esta: ^Cuánto habrá avanzado la partícula móvil a lo 
largo de la curva en el instante t ? Para discutir esta cuestión, introducimos la fun- 
ción longitud de arco s, definida como sigue: 

s(t) = A (a, t) si t > a, s(a) = 0. 

La igualdad s(a) = 0 signifìca tan sólo que estamos suponiendo que el movi- 
miento comienza cuando t = a. 
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E1 teorema de la aditividad nos permite deducir algunas propiedades im- 
portantes de s. Por ejemplo, tenemos el siguiente 

teorema 14.12. Para toda curva rectificable, la función longitud de arco s 
es monótona creciente en [a, b]. Esto es, tenemos 

(14.15) j(/ 1 ):0(/ 2 ) sí a < ti < t s < b. 

Demostracióní Si a < t t < t 2 < b, se tiene: 

j(/ 2 ) — j(? x ) = A(a, t 2 ) — A(a, t^) = A(r x , / 2 ), 

donde la última igualdad es consecuencîa de la aditividad. Puesto que A(f,, t 2 ) > 0, 
queda demostrado (14.15). 

A continuación se demostrará que la función s tiene una derivada en cada 
punto interior del intervalo paramétrico y que esta derivada es igual a la velocidad 
de la partícula. 


teorema 14.13. Sean s la función longitud de arco asociada a una curva 
y v(t) la velocidad en el tiempo t. Siv escontinua en[a,b], entonces la derivada 
s'(t) existe para cada t de f a,b] y viene dada por la fórmula 


(14.16) S ’(t) = v(t). 

Demostración. Defmamos f(t) = v(u) du. Sabemos que f'(t) = v(t) en 
virtud del primer teorema fundamental del Cálculo. Demostraremos que s’(t) = v(t). 
A tal fin formamos el cociente de diferencias 


(14.17) 


II r(t + h)~ r(t) || 


Supongamos primero que h > 0. E1 segmento de recta que une los puntos r(t) y 
r(t + h) puede considerarse como una poligonal que aproxima el arco que une 
esos dos puntos. Por consiguiente, en virtud de (14.11), tenemos 


II r(t + h) - r(/) || < A(t, t + h) = s(t + h) — s(t) . 

Aplicando este resultado en (14.17) junto con la desigualdad (14.12) del teorema 
14.10 obtenemos 

II r(t + h) - r(t) || s(t + h) - s(t) ^ J[ f Hh . ^ _ f(t + h) - f(t) 

II h II _ h ~hJt h 
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Un razonamiento análogo prueba que estas desigualdades también son válidas 
para h < 0. Si hacemos h 0, el cociente de diferencias de la izquierda tiende 
a ||r , (f)|[ = v(t) y el de la derecha tiende a f(t) = v(t). Resulta de esto que el 
cociente [s(f + h) — s(f)]//i también tiende a v(t). Pero esto significa que s'(t) 
existe y es igual a v(t), como se quería demostrar. 

E1 teorema 14.13 está de acuerdo con nuestra noción intuitiva de velocidad 
como la distancia recorrida por unidad de tiempo durante el movimiento. 

Utilizando (14.16) junto con el segundo teorema fundamental del Cálculo, 
podemos calcular la longitud del arco integrando la velocidad. Así pues, el camino 
recorrido por una partícula durante un intervalo de tiempo [f t , f 2 ] es 

s(h) - s(fj) =j ( V(í) dt = j\(t) dt. 

En particular, cuando f t = a y f 2 = b, obtenemos por la longitud del arco la 
siguiente integral: 


A(a, b) =j a v(t) dt. 

ejemplo 1. Longitud de un arco de circunferencia. Para calcular la lon- 
gitud de un arco de circunferencia de radio a, podemos imaginar una partícula 
móvil a lo largo de la circunferencia de acuerdo con la ecuación r(t) = a cos t i + 
+ a sen tj. E1 vector velocidad es v(t) = — a sen ti + a cos tj y la velocidad es 
v(t) = a. Integrando la velocidad en un intervalo de longitud 6, encontramos que 
la longitud del arco descrito es ad. Dicho de otro modo, la longitud de un arco 
de circunferencia es proporcional al ángulo correspondiente; la constante de pro- 
porcionalidad es el radio de la circunferencia. Para una circunferencia unidad 
tenemos a = 1, y la longitud del arco es exactamente igual al ángulo medido. 

ejemplo 2. Longitud de la gráfica de una función real. La gráfica de una 
función real / definida en un intervalo [a, b] puede considerarse como una curva 
con vector posición r(f) dado por 

r(0 = ti +f(t)j. 

E1 vector velocidad correspondiente es v(t) = i + f’(t)j, y la velocidad es 


m = ii»(f)n = Vi + [f( t )f . 
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Por consiguiente, la longitud de la gráfica de / en un intervalo [a, x] viene dada 
por la integral 

(14.18) s(x) =/%(í) dt =jy i + [f(t)f dt. 


14.13 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 9, hallar la longitud del camino descrito por una ,partícula 
móvil sobre una curva de açuerdo con la ecuación dada, durante el intervalo de tiempo 
que en cada caso se especifica. 

1. r(t) = a(l - cos t)i + a(t — sen t)j, 0 < t < 2v, a > 0. 

2. r(t) = e* cos ti + e % sen tj, 0 ^ t <, 2. 

3. r(t) = a(cos t + t sen t)i + a(sen t — t cos t)j, 0 < t <, 2n, a > 0. 

ç2 

4. r(t) = — cos 3 t i + —sen 3 tj, 0 <, t ^ 2w, c 2 = a 2 - 6 2 , 0 < b < a. 

5. r(t) = a(senh t - t)i + a(cosh t - \)j, 0 <, t <, T, a > 0. 

6. r(t) = sen t i + tj + (1 — cos t)k (0 < t £ 2n). 

7. r(t) =ti + 3t*j + 6 t 3 k (0 <,t <, 2). 

8. r(t) = ti + log (sec t)j + log (sec t + tan t)k (0 <, t <, in). 

9. r(t) = a cos c oti + a sen cot j + bwk (t 0 <, t <, íj). 

10. Hallar una integral parecida a la de (14.18) para la longitud de la gráfica de una ecua- 
ción de la forma * = g(y), teniendo g derivada continua en un intervalo [c, d). 

11. La ecuación de una curva es y 2 = x 3 . Hallar la longitud del arco que une (1 — 1) a 
(1. 1). 

12. Dos puntos A y B de un círculo unidad de centro O determinan en él un sector circular 
AOB. Probar que la longitud del arco AB es igual a dos veces el área del sector. 

13. Establecer integrales para las longitudes de las curvas cuyas ecuaciones son 

a) y = e*, 0 < x < 1; b) x = t + log/, y = t — log /, 1 < / < e. Probar que la segunda 
longitud es el producto de la primera por y/ 2. 

14. a) Establecer la integral que da la longitud de la curva y = c cosh (x/c) desde x = 0 
a x = a (a> 0 c>0). 

b) Probar que el producto de la longitud de esta curva por c es igual al área de la 
región limitada por y =|C cosh (x/c), el eje x, el eje y y la recta x = a. 

c) Calcular esta integral y hallar la longitud de ia curva cuando a = 2. 

15. Demostrar que la longitud de la curva y = cosh x que une los puntos (0, 1) y (x, cosh x:) 
es senh x si x > 0. 

16. Una función no negativa / tiene la propiedad de que su conjunto de ordenadas en un 
intervalo cualquiera tiene un área proporcional a la longitud del arco de la gráfica 
correspondiente al intervalo. Hallar f. 

17. Utilizando la ecuación vectorial r(t) = asenti + b cos tj donde 0 < b < a, probar que 
la longitud L de una elipse está dada por la integral 


L = 4aJj /2 V 1 — e 2 sen 2 f dt, 
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donde e = V 'a 2 - b 2 la. El número e es la excentricidad de la elipse . Éste es un caso 
particular de una integral de la fcrma: 

E(k) = /;Vl — A: 2 sen 2 f dt, 

llamada integral elíptica de segunda clase, donde 0 < k < 1. Los números E(k) están 
tabulados para varios valores de k. 

18. Si 0 < b < 4a, sea r(t) = a(t — sen t)i + a(l — cos t)j + b sen \t k. Probar que la 
longitud de la trayectoria descrita desde t = 0 hasta t = 2ir es 8 aE(k), donde E(k) tiene 
el significado dado en el ejercicio 17 y k 2 = 1 — (b/4a) 2 . 

19. Una oartícula se mueve con vector posición 

r(t) =tA+ t 2 B + 2(f f) 3/2 A x B , 

donde A y B son dos vectores unitarios fijos que forman un ángulo de tt/ 3 radianes. 
Calcular la velocidad de la partícula en el instante t y hallar cuanto tiempo invierte para 
desplazarse una distancia de 12 unidades de longitud de arco desde la posición inicial 

K 0). 

20. a) Cuando un círculo rueda (sin deslizamiento) a lo largo de un recta, un punto de 
la circunferencia describe una curva llamada cicloide. Si la recta ftja es el eje x y si 
el punto móvil (x, y) está inicialmente en el origen, demostrar que cuando el círculo 
gira un ángulo 8 tenemos 

x = a(6 - sen 6), y = a( 1 - cos 0), 

donde a es el radio del círculo. Esas son las ecuaciones paramétricas de la cicloide. 
b) Refiriéndose a la parte a), deniostrar que dy/dx = coty deducir que la recta 
tangente a la cicloide en (x,y) forma un ángulo í(-w —8) con el eje x. Hacer un gráfico 
y mostrar que la recta tangente pasa por el punto más alto de la circunferencia. 

21. Sea C una curva descrita por dos funciones equivalentes X e Y, donde Y(t) = X [u(f)] 
para c < t < d. Si la función u que deftne el cambio de parámetro tiene derivada con- 
tinua en [c, d] demostrar que 

Suu! lìX '^ du =// II YV)\\ dt, 

y deducir que la longitud de arco de C es invariante frente a un tal cambio de pará- 

22. Consideremos la curva plana cuya ecuación vectorial es r(t) = ti + f(t)j, donde 


/« = 


S Ê) 


y t * o, /(0) = o. 


Consideremos la siguiente partición del intervalo [0, 1]: 

„ í 1 1 1 1 1 

'-PTn-ÏTri . 3 ’ 2 ’ 1 
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Demostrar que la correspondiente poligonal inscrita ir(P) tiene longitud 
k(P)| >1 +\+- 3 +•■• +± 

y deducir que esa curva no es rectificable. 


14.14 Curvatura de una curva 


En una recta, el vector unitario tangente T no cambia su dirección y por 
tanto T’= O. Si la curva no es una línea recta, la derivada T’ mide la ten- 
dencia de la tangente a cambiar su dirección. E1 coeficiente de variación o de- 
rivada de la tangente unitaria respecto a la longitud del arco se denomina vector 
curvatura de la curva. Se designa por dT/ds, donde s representa la longitud del 
arco. La regla de la cadena y la fórmula s'(t) = v(t) permiten relacionar el vector 
curvatura dT/ds con la derivada T’ respecto al tiempo mediante la ecuación 


dT dtdT J_ j.,, _1_ j,,, . 

ds ds dt s’(t} 1{ ) p(f) W ' 


Puesto que T'(t) = ||r'(t)|| N(t), obtenemos 


(14.19) 


dT 

ds 


™ W) . 


que dice que el vector curvatura tiene la misma dirección que la normal prin- 
cipal N(t). E1 factor escalar que multiplica a N(t) en (14.19) es un número no 
negativo llamado curvatura de la curva en t y se designa por k(í) (k es la letra 
griega kappa). Así, la curvatura k(í) defmida como la longitud del vector curva- 
tura está dada por la fórmula siguiente: 

(14.20) 

a(í) 

ejemplo 1. Curvatura de una circunferencia. Para un círculo de radio a, 
dado por la ecuación r(t) = a cos t i + b sen t j, tenemos v(t) = — a sen ti + 
-f a cos tj, v(t) = a, T(t) = — sen ti + cos tj, y T'(t) = — cos t i — sen t j. 
Luego tenemos j |7 v (f)|| = 1 así que k(í) = 1 /a. Esto prueba que una circunfe- 
rencia tiene curvatura constante. E1 recíproco de la curvatura es el radio de la 
circunferencia. 
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Cuando k(í) /0 su inverso se denomina radio de curvatura y se designa 
por p{t) (p es la letra griega ro). La circunferencia en el plano osculador de 
radio p(t) y centro situado sobre la normal y hacia el extremo del vector curvatura 
se llama círculo osculador. Se puede demostrar que el círculo osculador es la po- 
sición límite de las circunferencias que pasan por tres puntos próximos de la curva 
cuando dos de los puntos se aproximan al tercero. Debido a esta propiedad se 
dice que el círculo osculador es el círculo que «mejor se ajusta a la curva» en 
cada uno de sus puntos. 

ejemplo 2. Curvatura de una curva plana. En una curva plana se ha 
visto que ||7’ , (í)|| = |a'(0l> donde a(í)es el ángulo de inclinación del vector tangen- 
te, senalado en la figura 14.11. Puesto que a '(t) '= doLfdt = ( d<x./ds)(ds/dt) =v(t)d<x 
jds, la ecuación (14.20) implica: 



Dicho de otra forma, la curvatura de una curva plana es el valor absoluto de la 
derivada de a respectoala longitud del arco.Mide el cambio de dirección respectc 
del camino recorrido a lo largo de la curva. 

ejemplo 3. Curvas planas de curvatura constante. Si d<x/ds es una cons- 
tante no nula: do/ds = a, entonces a = as + b donde b es una constante, y por 
tanto T = cos (as + b)i + sen (as + b)j. Integrando se tiene: 
r = (1 /a) sen (as + b)i — (1/n) cos (as + b)j + A, donde A es un vector constante. De 
aquí resulta |]r — A|| = .l/|fl|, es decir, la curva es una circunferencia (o un arco 
de circunferencia) de centro en el extremo de A y radio l/|a|. Esto demuestra que 
una curva de curvatura constante 0 es una circunferencia (o arco de circun- 
ferencia) de radio \/k. 

Vamos ahora a demostrar un teorema que relaciona la curvatura, la velocidad 
y la aceleración. 

teorema 14.14. Para un movimiento cualquiera con vector velocidad r(í), 
velocidad v(t), vector aceleración a(t), y curvatura «(/), tenemos 

(14.21) a(t) = v'(t)T(t) + K(t)v*(t)N(t). 

Esta fórmula, a su vez, implica 


K(t) = 


l|fl(0 X p(PH 


( 14 . 22 ) 


3 (t) 
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Demostración. Para demostrar (14.21), ponemos (14.20) en la forma 
||T'(f)|| = K(t)v(t), que nos da T'(t) = x(t)v(t)NU)- Sustituyendo esta expresión 
de T'(t) en la ecuación (14.8), obtenemos (14.21). 

Para demostrar (14.22), formemos el producto vectorial a(t) x v(t), utili- 
zando (14.21) para a(t) y la fórmula v(t) = v(t)T(t) para el vector velocidad. Esto 
nos da 

(14.23) a x v = v'vT x T + ki?N x T = kv 3 4 N x T 

ya que T X T = O. Si consideramos la longitud de cada miembro de (14.23) y 
observamos que 


II Nx T \| = || 2V|| || 7’|| sen \tt = 1, 
obtenemos ||« x »|| = kv 3 , lo que prueba (14.22). 

En la práctica resulta más sencillo calcular los vectores v y a (derivando el 
vector posición r); por tanto la ecuación (14.22) nos proporciona un método útil 
para calcular la curvatura. Este método es ordinariamente más sencillo que deter- 
minar la curvatura a partir de su defmición. 

Si se trata de una línea recta se tiene a x v = Oy por tanto la curvatura es 
constantemente cero. Una curva con curvatura pequena en un punto tiene en este 
punto radio de curvatura grande y en la proximidad de este punto difiere poco 
de una línea recta. Por tanto, la curvatura es la medida de la tendencia de una 
curva a desviarse de la línea recta. 

14.15 Ejercicios 


1. Considérense las curvas descritas en los ejercicios del 1 al 6 de la sección 14.9 y en 
cada caso determinar la curvatura k(1) para el valor indicado de t. 

2. Una hélice está descrita por la función de posición r(t) = a cos <»ti -(- a sen otj + bo>tk. 
Demostrar que tiene curvatura constante k = a/(a 1 2 + b 2 ). 

3. Dos vectores unitarios fijos A y B forman un ángulo 0, siendo 0 < 6 < •v. Una partícula 
se mueve sobre una curva alabeada de manera que su vector de posición r(t) y el vec- 
tor velocidad v(t) están relacionados por la ecuación v(t) = A x r(t). Si r( 0) = B, de- 
mostrar que la curva tiene curvatura constante y calcularla en función de 0. 

4. Un punto se mueve en el espacio según la ecuación vectorial 

r(t) = 4 cos 1 1 + 4 sen tj+4 cos t k . 

a) Probar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuación del plano que contiene 
dicha elipse. 

b) Probar que el radio de curvatura es p(t) = 2\' í 2 (1 +sen 2 í) 3/2 . 
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5. Para la curva cuya ecuación vectorial es r(t) — e*i + e ‘j + V2 t k, demostrar que la 
curvatura es K (t) = A/2/(e* + e ‘) 2 - 

6. a) Para una curva plana descrita por la ecuación r(t) = x(t)i + y(t)j, demostrar que la 
curvatura viene dada por la fórmula 

\x'(t)f(t) -y'(t)x"(t )| 

K{t) ~ {íx'(t)f + [yV)f} w ' 

b) Si una curva plana tiene la ecuación cartesiana y = f(x), demostrar que la curva- 
tura en el punto (x, f(x)) es 

\f"(x)\ 

{i + r/w } 3/2 ’ 

7. Si un punto se mueve de manera que los vectores velocidad y aceleración tienen siem- 
pre longitud constante, probar que la curvatura es constante en todos los puntos del 
camino. Expresar esta constante por medio de ||«|| y J|r||. 

8. Si dos curvas de ecuaciones cartesianas y = f(x) e y = g(x) son tangentes en el punto 
(a, b) y tienen la misma curvatura en este punto probar que |/"(a)| =|g"(a)|. 

9. Para ciertos valores de las constantes a y b, las dos curvas de ecuaciones cartesianas 
y = ax(b — x) y (x + 2)y = x se cortan solamente en un punto P, tienen una recta 
tangente común en P, y la misma curvatura en P. 

a) Hallar todos los a y b que satisfacen todas esas condiciones. 

b) Para cada elección posible de a y b què satisfagan las condiciones dadas, construir 
un gráfico de las dos curvas. Mostrar de qué manera se cortan en P. 

10. a) Demostrar que en el vértice de una parábola el radio de curvatura alcanza su valor 
mínimo. 

b) Dados dos vectores unitarios fijos A y B que forman un ángulo 9, siendo 0 < 9 <m. 
La curva con vector posición r(t) = tA + í 2 B es una parábola situada en el plano 
generado por A y B. Determinar (en función de A, B y 9) el vector posición del vértice 
de esa parábola. Puede utilizarse la propiedad de la parábola establecida en la parte a). 

11. Una partícula se mueve a lo largo de una curva plana con velocidad constante igual 

a 5. Sale del origen en el instante t = 0 con velocidad inicial 5 j, y nunca pasa a la 

izquierda del eje y. En todo momento la curvatura del camino es k(í) = 2 1. Designemos 
con a(t) el ángulo que forma el vector velocidad con el eje x positivo en el instante t. 

a) Determinar explícitamente a(t) como función de t. 

b) Determinar el vector velocidad v(t) en función de i y j. 

12. Una partícula se mueve a lo largo de una curva plana con velocidad constante igual 

a 2. E1 movimiento empieza en el origen cuando t = 0 y el vector velocidad inicial 

r(0) es 2 i. Se sabe que en cada instante la curvatura es k(í) = 4í. Hallar el vector velo- 
cidad cuando t = \\/f si la curva na está nunca debajo del eje x. 


14.16 Los vectores velocidad y aceleración en coordenadas polares 

A veces es más natural describir los puntos de una curva plana en coordena- 
das polares que en coordenadas rectangulares. Puesto que las coordenadas rectan- 
gulares (x, y) están ligadas a las polares r y 6 por las ecuaciones 
x = rcos6, y = r sen0, 
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Figura 14.15 Coordenadas polares. Figura 14.16 Los vectores unitarios u r y u 0 . 

el vector de posición r — xi + yj que une el origen con (x, y) viene dado por 

r = r cos 6 i + r sen 6j = r(cos 6 i + sen 6j), 

siendo r = ||r||. En la figura 14.15 se aprecia esa relación. 

E1 vector cos 6 i + sen 0 j es un vector de longitud unidad que tiene la 
misma dirección que r. Este vector unitario se designa corrientemente por u r y la 
ecuación anterior se escribe así: 

r = ru r , donde u r = cos 6 i + sen 6 j. 

Conviene también introducir un vector unitario u 9 , perpendicular a u r , que se 
define como sigue: 

Ug = — = —sen 6 i + cos 6 j. 
d6 

Observese que tenemos 

dug D . D . 

— 2 = —cos 6 i — sen 0j= —u T . 
dO 


En el estudio de las curvas planas, los dos vectores unitarios u r y u e desempenan 
el mismo papel en coordenadas polares que los vectores unitarios i y j en coorde- 
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nadas rectangulares. La fìgura 14.16 muestra los vectores unitarios u T y u e ligados 
a la curva, en alguno de sus puntos. 

Supongamos ahora que las coordenadas polares r y 6 son funciones de t, 
por ejemplo r — f(t), 0 = g(t). Deduciremos fórmulas para expresar los vectores 
velocidad y aceleración en función de u r y u e . Para el vector de posición, tenemos 

r — ru T = /(í)« r • 

Puesto que 6 depende del parámetro t, lo mismo le ocurre al vector unitario u r 
y hay que tenerlo en cuenta cuando se calcula el vector velocidad. Así pues te- 
nemos 


dr d(ru r ) dr du r 

v — — — - L — r - = — u r + r —-. 
dt dt dt dt 

Utilizando la regla de la cadena, podemos expresar du r Jdt en función de u e 
escribiendo 


du r _ dd du, _ (W 
dt dt dd ~ dt* 


(14.24) 

y la ecuación para el vector velocidad se convierte en 

(14.25) 


dr , dd 
= 7 u r + r — u g . 
dt dt 


Lòs factores escalares dr/dt y rdd/dt que multiplican a u r y u e se llaman, 
respectivamente, componentes radial y transversal del vector velocidad. 

Puesto que u r y u e son vectores unitarios ortogonales, encontramos que 

con lo que la velocidad v viene dada por la fórmula 


-M+íì 

nbros de (14.25), encontr 
riente 

(d 2 r dr du r \ ( d 2 0 dr dd dO d 

a — — ~u r + -1 + r T7“( + 77 l '« + r 7' 

\dt dt dt / \ dt 2 dt dt dt i 


Derivando ambos miembros de (14.25), encontramos que el vector acelera- 
ción tiene la expresión siguiente 
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La derivada dujdt puede expresarse en función de u g por medio (14.24). Análo- 
gamente podemos expresar la derivada de u e por la ecuación 

dup _ df[ dug _ _ 
dt ~ dt dO ~ dt " r ' 

Esto nos lleva a la siguiente fórmula que expresa a en función de sus componentes 
radial y transversal: 


(14.26) 




Cuando 6 = t, la curva puede describirse mediante la ecuación polar r = /(0). 
En este caso, las fórmulas para la velocidad, y los vectores velocidad y acelera- 
ción se simplifican considerablemente, y obtenemos 




(d 2 r \ . dr 

, {iï‘- r h + 2 7e“’ 


14.17 Movimiento plano con aceleración radial 

E1 vector aceleración se llama radial si el componente transversal en la igual- 
dad (14.26) es siempre cero. Este componente es igual a 

r ^l + 2 — — = - -[r 2 —) 
dt 2 dt dt r dt\ dtì 

Por consiguiente, el vector aceleración es radial si y sólo si r 2 d6/dt es constante. 

E1 movimiento plano con aceleración radial tiene una interpretación geomé- 
trica interesante en función del área. Designemos con A(t) el área de la región 
barrida por el vector posición entre un instante t = a y un instante posterior t. 
En la figura 14.17 la región sombreada es un ejemplo. Demostraremos que el coe- 
ficiente de variación instantáneo de esa área es exactamente igual a lr 2 dd/dt. 
Esto es, tenemos 

(14.27) A'(î) = ^ 2 f. 

De esto resulta que el vector aceleración es radial si y sólo si el vector posición 
barre el área, de manera que el área barrida sea proporcional al tiempo empleado 



664 


Cálculo con funciones vectoriales 


Para demostrar (14.27), suponemos que es posible eliminar t entre las dos 
ecuaciones r — f(t), 0 = g(t), y en consecuencia expresar r como función de 6, 
pongamos r = R(6). Esto significa que existe una función real R tal que 
f?[g(0] = f(t). Entonces Ia región sombreada de la figura 14.17 es el conjunto 
radial de R en el intervalo [g(a), g(<)]. Según el teorema 2.6, el área de esa re- 
gión viene dada por la integral 

-4(0 = l !™R\0) d0. 

Derivando esta integral, según el primer teorema fundamental del Cálculo y la 
regla de la cadena, encontramos que 

-4'(0 = f * 2 [g(0]g'(0 = |/ 2 (0g'(0 = jr 2 § , 

lo cual demuestra (14.27). 


14.18 Coordenadas cilíndrìcas 

Si las coordenadas x e y de un punto P(x, y, z) del espacio se sustituyen 
por las coordenadas polares r y 6, los tres números r,-ô, z se denominan coorde- 



área cím el coeficiente de variación 


dO 
~dt ' 
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nadas cilíndricas del punto P. E1 número no negativo r representa ahora la dis- 
tancia del punto P al eje z, tal como se indica en la figura 14.18. Los puntos 
del espacio para los que r es constante equidistan del eje z y por tanto pertenecen 
a un cilindro circular (de aquí el nombre de coordenadas cilíndricas). 

Para estudiar curvas alabeadas en coordenadas cilíndricas, la ecuación del 
radio vector r se ha de sustituir por una de la forma: 

r = ru T + z(t)k . 

Las fórmulas correspondientes para los vectores velocidad y aceleración se 
obtienen sin más que sumar los términos z'{t)k y z"(t)k, a los segundos miembros 
de las fórmulas bidimensionales en (14.25) y (14.26). 

14.19 Ejercicios 

1. Una partícula se mueve en el plano de manera que su posición en el instante t tiene 
coordenadas polares r = t, 0= t. Hallar las fórmulas para los vectores velocidad v y 
aceleración a, y la curvatura k en un instante t cualquiera. 

2. Una partícula se mueve en el espacio de manera que su posición en el instante í tiene 
coordenadas cilíndricas r = t, 6 = t, z = t. 

a) Probar que la curva está situada en un cono y hallar una ecuación cartesiana para 
este cono (la curva se denomina hélice cónica). 

b) Hallar las fórmulas para la velocidad v, la aceleración a y la curvatura k en el 
instante t. 

c) Hallar una fórmula para determinar el ángulo que forman la tange te a la curva y la 
generatriz del cono en cada punto de la .curva. 

3. Una partícula se mueve en el espacio de'manera que su posición en el instante t tiene 
coordenadas cilíndricas r = sen t, 6= t, z = log sec t, donde 0 <, t < ^it. 

a) Probar que la curva está situada en un cilindro de ecuación x 2 + (y — |) s = J. 

b) Hallar una fórmula (en función de t) para determinar el ángulo que forma el vector 
velocidad con k. 

4. Si una curva tiene la ecuación polar r = /(0),donde a<d<,b<,a + 2n, demostrar 
que la longitud de arco es 

5. La curva de ecuación polar r = a(l + cos 0), donde OOy 0 < 0 < 2 tt, se llama 
cardioide. Trazar la gráftca de la cardioide r = 4(1 + cos 0) y calcular la longitud de 

6. Una partícula se mueve siguiendo una curva plana cuya ecuación polar es r = e 1 ' 6 , donde 
c es una constante y 0 varía entre 0 y 2ir. 

a) Hacer un gráfico indicando la forma de la curva para cada uno de los siguientes 
valores de c: c = 0, c = 1, c = — 1. 

b) Designemos por L(c) la longitud del arco de curva y por a(c) el área de la región 
barrida por el vector de posición cuando 0 varía de 0 a 277. Calcular L(c) y a(c) en 
función de c. 
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7. Trazar la curva cuya ecuación polar es r — sen 2 0, 0 < 0 < 2n, y mostrar que consta 
de dos bucles. 

a) Hallar el área de la región limitada por un bucle de la curva. 

b) Calcular la longitud de un bucle de la curva. 

En cada uno de los ejercicios del 8 al 11, representar la curva plana cuya ecuación polar 
se da y calcular la longitud de su arco. 

8. r = 0, 0 < 6 < i t. 10. r = 1 + cos 6, 0 < 6 < n. 

9. r = e °, 0 < 0 < n. 11. r = 1 - cos 6, 0 < 0 < 2n. 

12. Si una curva tiene la ecuación polar r = /( 0), demostrar que su radio de curvatura p 
viene dado por la fórmula p = (r 2 + r' 2 ) 3/2 /|r 2 — rr" + 2r' 2 |, donde r'= f '{6) y r"=f"(6). 

13. Para cada una de las curvas de los ejercicios del 8 al 11, calcular el radío de turvatura 
para el valor indicado de 0. 

a) Cualquier 0 en el éjercicio 8. c) 0 = £ ir en el ejercicio 10. 

b) Cualquier 0 en el ejercicio 9. d) 0 = | 7r en el èjercicio 11. 

14. Designemos por <j> el ángulo, 0 £ <f> < *, formado por el vector de posición y el vector 

velocidad de una curva. Si la curva está expresada en coordenadas polares, demostrar 
que v sen <f> = r y v cos <f> = dr/dO, siendo v la velocidad. 

15. Un proyectil cohete está proyectado de manera que disparado se dirija directamente 
hacia el blanco. Debido a fallos técnicos, su dirección en el vuelo efectivo forma un 
ángulo fijo i / 0 con la dirección desde el proyectil al blanco. Determinar la trayec- 
toria cuando se dispara hacia un blanco fijo. Discutir la forma de la trayectoria al 
variar a, iAlcanzará el proyectil el blanco? (Suponer que el movimiento se realiza en 
un plano.) 

16. Debido a fallos mecánicos, los técnicos del lanzamiento han perdido el control de un 
proyectil cohete lanzado recientemente. Se sabe que el proyectil seguirá un curso recti- 
líneo con velocidad constante, de dirección desconocida. Cuando el proyectil está a 
4 millas de distancia se ha localizado un instante y se ha perdido de nuevo. Inmediata- 
mente se lanza un antiproyectil con velocidad constante triple que la del primero. iCuál 
ha de ser el curso del segundo proyectil para que alcance al primero? (Se supone que 
ambos proyectiles se mueven en el mismo plano.) 

17. Probar que si una ecuación diferencial homogénea de primer orden de la forma 
y' = /(*> y) se escribe en coordenadas polares, se reduce a una ecuación separable. 
Aplicar este método para resolver y' =(y — x)/(y + x). 

18. Una partícula (móvil en el espacio) tiene velocidad dada por v = u>k x r, donde co 
es una constante y r es el vector posición. Probar que la partícula se mueve sobre una 
circunferencia con velocidad angular constanteco. (La velocidad angular está definida por 
|cf0/dí|, donde 0 es el ángulo polar en el instante t.) 

19. Una partícula se mueve en un plano perpendicular al eje z. E1 movimiento tiene lugar 
a lo largo de una circunferencia con centro en este eje. 

a) Probar que existe un vector w(f) paralelo al eje z tal que: 

v(0 = io(0 x r(0 , 

donde r(0 y v(0 son los vectores posición y velocidad en el instante t. E1 vector w(í) 
se llama vector velocidad angular y su magnitud <o(t) = ||oi(f)|| es la velocidad angular. 

b) E1 vector a(t) = oi'(t) se llama vector aceleración angular. Demostrar que el vector 
aceleración a(t) [ = v'(t)] viene dado por la fórmula 


a(0 = [W(f) Kf)M0 - <°X0r(0 + «(0 * K0 . 
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c) Si la partícula está en el plano xy y si la velocidad angular a>(/) es constante, sea 
co(f)=co, demostrar que el vector aceleración a(t) es centrípeto y que, a(t) = —c o 2 r(t). 
20. Se dice que un cuerpo está sometido a un movimiento rígido si, para cada par de partícu- 
las p y q en el cuerpo. ia distancia ||r 7 ,(í) — r„(t)\\ es independiente de f, donde r v (t) y 
r Q (t) indican los vectores posición de p y q en el instante í. Probar que para un cuerpo 
rígido en el que cada partícula gira alrededor del eje z se tiene: v p (t) =co(f) x r v (t), 
donde c a(t) es la misma para cada partícula, y vjj) es la velocidad de la partícula p. 


14.20 Aplicaciones al movimiento planetario 

Después del análisis de gran número de datos sobre movimiento planetario 
acumulados hasta el ano 1600, el astrónomo alemán lohannes Kepler (1571-1630) 
se propuso descubrir las leyes matemáticas que rigen el movimiento de los pla- 
netas. Entonces se conocían seis planetas y según la teoría de Copérnico se 
suponía que sus órbitas estaban situadas en esferas concéntricas alrededor del 
Sol. Kepler intentó demostrar que los radios de estas esferas estaban relacio- 
nados con los cinco poliedros regulares de la Geometría. Se le ocurrió la idea 
ingeniosa de que el sistema solar estaba construido como un rompecabezas 
chino. En el centro del sistema situaba el Sol, y después en sucesión colocaba 
las seis esferas concéntricas que podían inscribirse y circunscribirse a los cinco 
poliedros regulares — octaedro, icosaedro, dodecaedro, tetraedro y cubo, en este 
orden (de dentro hacia fuera). La esfera más interna, inscrita en el octaedro 
regular, corresponde a la órbita de Mercurio. La que le seguía, circunscrita al 
octaedro e inscrita al icosaedro, corresponde a la órbita de Venus. La órbita 
de la Tierra estaba en la esfera circunscrita al icosaedro e inscrita al dodecaedro, 
y así sucesivamente; la esfera más externa, conteniendo la órbita de Júpiter, 
estaría circunscrita al cubo. A pesar de que esta teoría parecía correcta dentro 
de un 5 % de error, las observaciones astronómicas efectuadas en este período 
se hacían con un tanto por ciento de error mucho menor, y Kepler finalmente 
pensó en modificar esta teoría. Después de muchos estudios posteriores se le 
ocurrió que los datos observados relativos a órbitas correspondían más a tra- 
yectorias elípticas que a las trayectorias circulares del sistema de Copérnico. 
Finalmente, tras esfuerzo incesante, Kepler dio tres leyes famosas, descubiertas 
empíricamente, que explicaban todos los fenómenos astronómicos conocidos 
hasta entonces. Se pueden enunciar como sigue: 


Primera ley de Kepler. Los planetas describen órbitas elípticas en uno de 
cuyos focos está el Sol. 

Segunda ley de Kepler. Las áreas barridas por el radio vector desde el Sol 
a un planeta son proporcionales al tiempo. 
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Tercera ley de Kepler. E1 cuadrado del período de un planeta es propor- 
cional al cubo de su distancia media al Sol. 

Observación: Por período de un planeta se entiende el tiempo necesario para que 
recorra una vez la órbita elíptica. La distancia media al sol es la mitad de la longitud del 
eje mayor de la elipse. 

La formulación de estas leyes a partir del estudio de tablas astronómicas 
fue un hecho muy notable. Cerca de unos 50 anos más tarde, Newton probó 
que las tres leyes de Kepler eran consecuencia de su segunda ley del movi- 
miento y de la célebre ley de la gravitación universal. En esta sección, haciendo 
uso del método vectorial, se verá cómo se pueden deducir las leyes de Kepler de 
las de Newton. 



Supongamos que se tiene un Sol fijo de masa M y un planeta móvil de masa 
tn atraído por el Sol con una fuerza F. (Prescindimos de la influencia de otras fuer- 
zas.) La segunda ley del movimiento de Newton establece que 

(14.28) F=ma, 

donde a es el vector aceleración del movimiento del planeta. Designemos con r 
el vector posición desde el Sol al planeta (ver figura 14.19), sean r = j|rf| y u r un 
vector unitario con la misma dirección que r, así que r = ru r . La ley de la gravi- 
tación universal establece que 


donde G es una constante. Combinando ésta con (14.28), obtenemos 
GM 


(14.29) 
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lo que nos dice que la aceleración es radial. Demostraremos en seguida que la 
órbita está en un plano. Una vez sabido esto, se deduce inmediatamente de los 
resultados de la sección 14.17 que el área barrida por el vector posición es pro- 
porcional al tiempo. 

Para demostrar que el camino está en un plano udlizamos el hecho de que 
r y a son paralelos. Si introducimos el vector velocidad v = dr/dt, tenemos 


Puesto que r x a = O, eso signifìca que r X v es un vector constante, sea 
r x v = c. 

Si c = O, el vector posición r es paralelo al v y el movimiento es rectilíneo. 
Puesto que la trayectoria de un planeta no es rectilínea, debe ser c ^ O. La rela- 
ción r x v = c demuestra que r ■ c = 0, así que el vector posición está en un 
plano perpendicular a c. Puesto que la aceleración es radial, r barre el área en 
una razón constante es decir proporcionalmente al tiempo. Esto demuestra la 
segunda ley de Kepler. 

Es fácil probar que esa constante de proporcionalidad es exactamente la mi- 
tad del vector c. En efecto, si usamos còordenadas polares y expresamos la ve- 
locidad en función de u T y u g como en la ecuación (14.25), encontramos que 


, w (dr dO \ 

= U"' + r 5í“'j 


2 dd 
‘ dt “ 


y por tanto ||c|| = \r 2 dd/dt\. Según (14.27) esto es igual a 2|A'(í)|, donde A'(t) es 
la velocidad con la que el radio vector barre el área o velocidad areolar. 

En la fìgura 14.20 se representa la segunda ley de Kepler. Las dos regiones 
sombreadas, que son barridas por el vector posición en intervalos de tiempo 
iguales, tienen áreas iguales. 

Demostraremos ahora que el camino es una elipse. Ante todo, formemos el 
producto vectorial a x c, utilizando (14.29) y (14.30), y encontramos que 


/ GM \ í 2 d0 \ dO dÔ 

c=[-~u r Jx (r*-u T x u e j = -GM%u r x (u r x u e ) = GM f u .. 


ya que a = dvldt y u 9 = duJdO, la ecuación anterior relativa a a x c también 
puede escribirse como sigue: 


— (v x c) = — (GMu r ) . 
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Integrando obtenemos 

v X c = GMu r + b , 

donde b es otro vector constante. Podemos poner esta igualdad en la forma 

(14.31) v X c = GM(u r + e), 

siendo GMe = b. Combinaremos ésta con (14.30) para eliminar v y obtener una 
expresión para r. A tal fin multiplicamos escalarmente ambos miembros de (14.30) 
por c y ambos miembros de (14.31) por r. Igualando las dos expresiones del pro- 
ducto mixto r • v x c, llegamos a la ecuación 

(14.32) GMr(ì + e cos <f>) = c 2 , 

en la que e =||e||,’c = ||c||, y <f> representa el ángulo formado por el vector cons- 
tante e y el radio vector r. (Ver la figura 14.21.) Si ponemos d = c 2 /(GMe), la 
ecuación (14.32) se transforma en 

(14.33) r = - — - o r = e(d — r cos. <f >) . 

e cos <f> + 1 


órbita Directriz 



Figura 14.20 Segunda tey de Kepler. Las dos Figura 14.21 La razón r/(d~ r cos <p) es 
regiones sombreadas, barridas en intervalos la excentricidad de e = ||e||. 

iguales de tiempo, tienén la misma área. 


Según el teorema 13.18, ésta es la ecuación polar de una cónica con excentrici- 
dad e y un foco en el Sol. La figura 14.21 muestra la directriz trazada perpendicu- 
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larmente a e a una distancia d del Sol. La distancia desde el planeta a la directriz 
es d — r cos <j>, y la razón r/(d — r cos <j>) es la excentricidad e. La cónica es 
una elipse si e < 1, una parábola si e = 1, y una hipérbola si e > 1. Puesto 
que los planetas recorren caminos cerrados, la órbita que consideramos debe ser 
una elipse. Esto demuestra la primera ley de Kepler. 

Finalmente, deduzcamos la tercera ley de Kepler. Supongamos que la elipse 
tiene el eje mayor de longitud 2 a y el eje menor de longitud 26. E1 área de la elip- 
se será pues irab. Sea T el tiempo empleado por el planeta en dar una vuelta a 
su órbita elíptica. Puesto que el vector posición barre el área con la velocidad 
areolar \c, tenemos \cT = -nab, o bien T = 2nab/c. Queremos demostrar que 
T 2 es proporcional a a 3 . 

De la sección 13.22 deducimos 6 2 = a 2 (l — e 2 ), ed = a(l — e 2 ), así que 
c 2 = GMed = GMa(\ - e 2 ), 


y tenemos por tanto 

_ 47T 2 a 2 6 2 _ 47r 2 a 4 5 6 (l — e 2 ) _ 47 t 2 ^ 

~ c 2 ~ GAÍa(l - e 2 ) ~ CM 

Puesto que T 2 es el producto de una constante por a 3 , esto demuestra la tercera 
ley de Kepler. 


14.21 Ejercicios de repaso 


1. Sea r el vector que une el origen a un punto arbitrario de la parábola y 2 = x, sean a el 

ángulo que r forma con la recta tangente, 0 < a < n, y 6 el ángulo que forma r con 

el eje x positivo, 0 <, 6 < ir- Expresar a en función de d. 

2. Demostrar que el vector T = yi + lcj es tangente a la parábola y 2 = 4 cx en el punto 
(x,y), y que el vector N =2ci - yj es perpendicular a T. 

[ índicación: Escribir la ecuación vectorial de la parábola, empleando y como 
parámetro.] 

3. Demostrar que la ecuación de la recta de pendiente m que es tangente a la parábola 
y 2 = 4 cx puede escribirse en la forma y = mx + c/m. ^Cuáles son las coordenadas del 
punto de contacto? 

4. a) Resolver el ejercicio 3 para la parábola (y — y 0 ) 2 = 4 c(x — x 0 ). 

b) Resolver el ejercicio 3 para la parábola x 2 = 4cy, y, en general, para la parábola 

(x - x 0 ) 2 = 4c(y - y 0 ). 

5. Demostrar que la ecuación de una recta tangente a la parábola y 2 = 4cx en el punto 
(x t , y^) puede escribirse en Ia formayjy = 2c(x + x^). 

6. Resolver el ejercicio 5 para cada una de las parábolas citadas en el ejercicio 4. 
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7. a) Sea P un punto de Ia parábola y = x 2 . Sea Q el punto de intersección de Ia recta 

normal en P con el eje y. èCuál es la posición límite de Q cuando P tiende hacia el 

eje y? 

b) Resolver el mismo problema para la curva y = f(x), siendo /'(0) = 0. 

8. La recta y = c corta a la parábola y = x 2 en dos puntos. Hallar el radio de la circun- 

ferencia que pasa por esos dos puntos y por el vértice de la parábola. E1 radio de- 

pende de c. iQué le ocurre al radio cuando c —> 0? 

9. Demostrar que un punto (x 0 , y 0 ) está dentro, en o fuera de la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 
según que x\/a 2 + yj/b 2 sea menor, igual o mayor que 1. 

10. Dada una elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1. Demostrar que los vectores T y N dados por 



son, respectivamente, tangente y normal a la elipse cuando se aplican en el punto 
(x,y). Si el ángulo excéntrico de (x 0 ,y 0 ) es 8 0 , demostrar que la tangente en (x 0 ,y 0 ) 
tiene la ecuación cartesiana 

x y 

- cos 0 O + - sen d 0 = 1. 
a b 

11. Demostrar que la tangente a la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 en el punto (x 0 ,y 0 ) tiene 
por ecuación x 0 x/a 2 + y 0 y /b 2 = 1. 

12. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a una recta 
tangente cualquiera es constante, siendo esa constante el cuadrado de la longitud del 
semieje menor. 

13. Se trazan dos rectas tangentes a la elipse x 2 + 4y 2 = 8, paralelas a la recta x + 2y = 7. 
Hallar los puntos de contacto. 

14. Una circunferencia pasa por los dos focos de una elipse y es tangente a ella en dos 
puntos. Hallar la excentricidad de la elipse. 

15. Sea V uno de los dos vértices de una hipérbola cuyo eje transverso tiene longitud 2 a 

y cuya excentricidad es 2. Sea P un punto situado en la misma rama que V. Designe- 

mos con + el área de la región limitada por la hipérbola y por el segmento rectilíneo 
VP, y sea r la longitud de VP. 

a) Colocar los ejes coordenados en una posición conveniente y escribir la ecuación de 
la hipérbola. 

b) Expresar el área + como una integral y, sin intentar el cálculo de esa integral, de- 
mostrar que Ar~ 3 tiende a un límite cuando el punto P tiende a V. Hallar ese límite. 

16. Demostrar que los vectores T = (y/b 2 )i + (x/a 2 )j y N = (x/a 2 )i - (yjb 2 )j son, respec- 

tivamente, tangente y normal a la hipérbola x 2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1 si se aplican en el punto 

(x,y) de la curva. 

17. Demostrar que Ia recta tangente a la hipérbola x 2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1 en el punto (x 0 ,.y 0 ) 
tiene como ecuación x 0 x/u 2 — y 0 y/b 2 = 1. 

18. La recta normal en cada punto de una curva y la que une aquel punto con el origen 
forman un triángulo isósceles cuya base está en el eje x. Demostrar que la curva es 
una hipérbola. 

19. La normal en un punto P de una curva corta al eje x en X y al eje y en Y. Haltar la 
curva si cada punto P es el punto medio del correspondiente segmento rectilíneo XY 
y si el punto (4, 5) está en la curva. 

20. Demostrar que el producto de las distancias desde cualquier punto de una hipérbola 
a sus asíntotas es constante. 
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21. La ecuación polar de una curva es r = f(0). Hallar / si un arco cualquiera que una 
dos puntos distintos de la curva tiene longitud proporcional a: a) al ángulo formado 
por los dos radios vectores; b) la diferencia de las distancias del origen a los dos 
puntos; c) el área del sector formado por el arco y los dos radios vectores. 

22. Si una curva en el espacio de 3 dimensiones está representada por una función vecto- 
rial r definida en un intervalo paramétrico [a, b], demostrar que el producto mixto 
r'(t)-r(a) x r(b) es cero por lo menos para un valor de t en (a,b). Interpretar este 
resultado geométricamente. 
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ESPACIOS LINEALES 


15.1 Introducción 

A lo largo de este libro hemos encontrado muchos ejemplos de objetos mate- 
máticos que pueden sumarse unos con otros y multiplicarse por números reales. 
Ante todo, los números reales son objetos de tal naturaleza. Otros ejemplos son 
las funciones vectoriales, los números complejos, las series y los vectores en el 
espacio n-dimensionál. En este capítulo tratamos un concepto matemático general, 
llamado espacio lineal, que incluye todos esos ejemplos y muchos otros como 
casos particulares. 

Brevemente, un espacio lineal es un conjunto de elementos de naturaleza 
cualquiera sobre el que pueden realizarse ciertas operaciones llamadas adición y 
multiplicación por números. A1 definir un espacio lineal no especificamos la 
naturaleza de los elementos ni decimos cómo se realizan las operaciones entre 
ellos. En cambio, exigimos que las operaciones tengan ciertas propiedades que 
tomamos como axiomas de un espacio lineal. Vamos ahora a hacer con detalle una 
descripción de esos axiomas. 


15.2 Definición de espacio lineal 

Sea V un conjunto no vacío de objetos, llamados elementos. E1 conjunto V 
se llama espacio lineal si satisface los diez axiomas siguientes que se enuncian 
en tres grupos. 

Axiomas de clausura 

axioma 1. clausura respecto de la adición. A todo par de elementos 
x e y de V corresponde un elemento único de V llamado suma de x e y, designado 
por x + y. 
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AXIOMA 2. CLAUSURA RESPECTO DE LA MULTIPLICACIÓN POR NÚMEROS REA- 

les. A todo x deV y todo número real a corresponde un elemento de V llamado 
producto de a por x, designado por ax. 

Axiomas para la adición 

axioma 3. ley conmutativa. Para todo x y todo y de V, tenemos 
x + y = y + x. 

axioma 4. ley asociativa. Cualesquiera que sean x, y, z de V, tenemos 
(x + y) + z = x + (y + z). 

axioma 5. existencia de elemento cero. Existe un elemento en V, de- 
signado con el símbolo O, tal que 


x + O = x para todo x de V. 

axioma 6. existencia de opuestos. Para todo x de V, el elemento ( — l)x 
tiene la propiedad 


x + (-ì )x = 0. 

Axiomas para la multiplicación por números 

axioma 7. ley asociativa. Para todo x de V y todo par de nûmeros 
reales a y b, tenemos 


a(bx ) = (ab)x . 

AXIOMA 8. LEY DISTRIBUTIVA PARA LA ADICIÓN EN V. Para todo X y todo 
y de V y todo númèro real a, tenemos 

a(x + y) = ax + ay . 

AXIOMA 9. LEY DISTRIBUTIVA PARA LA ADICIÓN DE NÚMEROS. Para todo 
x deV y todo par de números reales a y b, tenemos 

(a + b)x = ax + bx . . 

axioma 10. existencia de elemento iDÉNTico. Para todo x de V, tene- 
mos íx = x. 
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Los espacios lineales así definidos, se llaman, a veces, espacios lineales reales 
para resaltar el hecho de que se multiplican los elementos de V por números 
reales. Si en los axiomas 2, 7, 8 y 9 se reemplaza número real por número com- 
plejo, la estructura que resulta se llama espacio lineal complejo. Algunas veces 
un espacio lineal se llama también espacio vectorial lineal o simplemente espacio 
vectoriai, los números utilizados como multiplicadores se llaman escalares. Un 
espacio lineal real tiene números reales como escalares; un espacio lineal com- 
plejo tiene como escalares números complejos. Si bien consideraremos principal- 
mente ejemplos de espacios lineales reales, todos los teoremas son válidos para 
espacios lineales complejos. Cuando digamos espacio lineal sin más, se sobrenten- 
derá que el espacio puede ser real o complejo. 


15.3 Ejemplos de espacios lineales 

Si precisamos el conjunto V y decimos cómo se suman sus elementos y cómo 
se multiplican por números, obtenemos un ejemplo concreto de espacio lineal. 
E1 lector fácilmente puede comprobar que cada uno de los ejemplos siguientes 
satisface todos los axiomas para un espacio lineal real. 

ejemplo 1. Sea V = R, el conjunto de todos los números reales, y sean 
x + y y ax la adición y la multiplicación ordinarias de números reales. 

ejemplo 2. Sea V = C el conjunto de todos los números complejos, defi- 
nimos x + y como la adición ordinaria de números complejos, y ax como la mul- 
tiplicación del número complejo x por el número real a. Aunque los elementos de 
V sean números complejos, éste es un espacio lineal real porque los escalares 
son reales. 

ejemplo 3. Sea V = V„, el espacio vectorial de todas las n-plas de núme- 
ros reales, con la adición y Ia multiplicación por escalares definidas en la forma 
ordinaria en función de los componentes. 

ejemplo 4. Sea V el conjunto de todos los vectores V„ ortogonales a un 
vector no nulo dado N. Si n = 2, este espacio lineal es una recta que pasa por O 

con N como vector normal. Si n = 3, es un plano que pasa por O con N como 

vector normal. 

Los siguientes ejemplos se llaman espacios funcionales. Los elementos de V 

son funciones vectoriales, con la suma de dos funciones / y g definidas en la 

forma ordinaria: 


(f+g)(x)=f(x) + g(x) 
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para todo real x en la intersección de los dominios de / y g. La multiplicación de 
una función / por un escalar real a se defìne así: af es aquella función cuyo valor 
en cada x del dominio de / es af(x). E1 elemento cero es la función cuyos valores 
son nulos para todo x. E1 lector puede comprobar fácilmente que cada uno de 
los conjuntos siguientes es un espacio funcional. 

ejemplo 5. E1 conjunto de todas las funciones definidas en un intervalo 
dado. 

ejemplo 6. E1 conjunto de todos los polinomios. 

ejemplo 7. E1 conjunto de todos los polinomios de grado < n, siendo n 
fijo. (Siempre que consideremos este conjunto, se sobrentenderá que siempre está 
incluido el polinomio nulo.) E1 conjunto de todos los polinomios de grado igual 
a n no es una espacio lineal porque no se satisfacen los axiomas de clausura. Por 
ejemplo, la suma de dos polinomios de grado n puede no ser de grado n. 

ejemplo 8. E1 conjunto.de todas las funciones continuas en un intervalo 
dado. Si el intervalo es [a, 6], designamos este espacio con C(a, b). 

ejemplo 9. E1 conjunto de todas las funciones derivables en un punto dado. 

ejemplo 10. E1 conjunto de todas las funciones integrables en un intervalo 
dado. 

ejemplo 11. E1 conjunto de todas las funciones / definiçlas en el punto 1 
siendo /(1) = 0. E1 número 0 es esencial en este ejemplo. Si reemplazamos 0 por 
un número no nulo c, violamos el axioma de clausura. 

ejemplo 12. E1 conjunto de todas las soluciones de una ecuación diferencial 
lineal homogénea y" + a/ + òy = 0, donde ay b son constantes dadas. También 
aquí es esencial el 0. E1 conjunto de soluciones de una ecuación diferencial no 
homogénea no satisface los axiomas de clausura. 

Estos ejemplos y muchos otros hacen patente cómo el concepto de espacio 
lineal está extendido por el Álgebra, la Geometría y el Análisis. Cuando se deduce 
un teorema de los axiomas de un espacio lineal, obtenemos un resultado válido 
para cada ejemplo concreto. Unificando varios ejemplos de este modo, consegui- 
mos un conocimiento más profundo en cada uno. En ocasiones el conocimiento 
de un determinado ejemplo ayuda para anticipar o interpretar resultados válidos 
para otros ejemplos y pone en evidencia relaciones que de otro modo podrían 
pasar inadvertidas. 
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15.4 Consecuencias elementales de los axiomas 

Los teoremas que siguen se deducen fácilmente de los axiomas de un espacio 
lineal. 

teorema 15.1. unicidad del elemento cero. En cualquier espacio Iineal 
existe un elemento cero y sólo uno. 

Demostración. E1 axioma 5 nos asegura que existe por lo menos un elemento 
cero. Supongamos que existan dos, sean O, y (? 2 . Haciendo x = O y y O = 0 2 en 
el axioma 5, obtenemos O, + 0 2 = O,. Análogamente, haciendo x = 0 2 y 
O = 0 lt encontramos 0 2 + O t = 0 2 . Pero O^ + 0 2 = 0 2 + Oi por la ley con- 
mutativa, así que Oi = 0 2 . 

teorema 15.2. unicidad de elementos opuestos. En cualquier espacio 
lineal todo elemento tiene exactamente un opuesto. Esto es, para todo x existe 
un y, y sólo uno tal que x + y = O. 

Demostración. E1 axioma 6 nos dice que cada x tiene por lo menos un 
opuesto, a saber ( —l)x. Supongamos que x tenga dos opuestos, sean y^ e y 2 . En- 
tonces x + y, = O y x + y 2 = O. Sumando y 2 a los dos miembros de la primera 
igualdad y aplicando los axiomas 5, 4 y 3, obtenemos que 

y 2 + (* + 7i) = Ja + O = y 2 , 

y 

y 2 + (X + /i) = (y 2 + x) + y t = O + y, = yi + O = y^. 

Por consiguiente y x = y 2 , con lo que x tiene exactamente un opuesto, el elemen- 
to ( 1 )x. 

Notación. E1 opuesto de x se designa por — x. La diferencia y — x se define 
como la suma y + (— x). 

E1 teorema siguiente muestra un conjunto de propiedades que rigen los 
cálculos algebraicos elementales en un espacio lineal. 

teorema 15.3. En un espacio lineal, designemos con x e y dos elementos 
cualesquiera y con a y b dos escalares cualesquiera. Tenemos entonces las pro- 
piedades siguientes : 

a) Ox = O. 

b) aO = O. 
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c) (— a)x = — (ax) = a(— x). 

d) Si ax = O, o bien a = 0 o x = O, o los dos. 

e) Si ax = ay y a # 0, entonces x = y. 

f) Si ax = bx y x ¥= O, entonces a = b. 

g) - (* + y) = ( - x) + ( - y) = - x - y. 

h) x + x = 2x, x+ x +x = 3x, y en general, i a: = nx. 

Demostraremos a), b) y c) y dejamos como ejercicios las demostraciones de las 
otras propiedades. 

Demostración de a). Sea z = Ox. Deseamos demostrar que z = O. Su- 
mando z a sí mismo y aplicando el axioma 9, encontramos que 

z + z = 0x + Ox = (0 + 0)x = Ox = z . 

Sumemos ahora — z a ambos miembros y obtenemos z = O. 

Demostración de b). Sea z = aO, sumar z a sí mismo, y aplicar el axioma 8. 

Demostración de c). Sea z = (— a)x. Sumando z a ax y aplicando el axio- 
ma 9, encontramos que 

z + ax = (—a)x + ax = (-a + a)x = Ox = O, 

así que z es el opuesto de ax, z = —(ax). Análogamente, si sumamos a(—x) a 
ax y aplicamos el axioma 8 y la propiedad b), encontramos que a(—x) = —(ax). 

15.5 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 28, determinar si cada uno de los conjuntos dados es un 
espacio lineal real, si la adición y multiplicación por escalares reales está defmida en 
la forma usual. Para aquellos en los que no es así, decir cuáles son los axiomas que no se 
cumplen. Las funciones de los ejercicios 1 al 17 son reales. En los ejercicios 3, 4 y 5, cada 
función tiene un dominio que contiene 0 y 1. En los ejercicios 7 al 12, cada dominio con- 
tiene todos los números reales. 

1. Todas las funciones racionales. 

2. Todas las funciones racionales f/g, con el grado de / < que el grado de g (incluyen- 
do / = 0). 

3. Todas las / con /(0) = /(1). 

4. Todas las / con 2/(0) =/ (1). 

5. Todas las / con /(1) = 1 + /(0). 

6. Todas las funciones escalonadas defmidas en [0, 1]. 

7. Todas las / en las que f(x)—* 0 cuando x —» + qo. 

8. Todas las funciones pares. 

9. Todas las funciones impares. 
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10. Todas las funciones acotadas. 

11. Todas las funciones crecientes. 

12. Todas las funciones con período 2 ir. 

13. Todas las f integrables en [0,1] con [J f(x)dx = 0. 

14. Todas las f integrables en [0,1] con JJ f(x)dx > 0. 

15. Todas las / que satisfacen f(x) = /(1 — a:) para todo x. 

16. Todos los polinomios de Taylor de grado < n para un n fijo (incluyendo el polino- 
mio cero). 

17. Todas las soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden 
y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, siendo P y Q funciones dadas, continuas para todo x. 

18. Todas las sucesiones reales acotadas. 

19. Todas las sucesiones reales convergentes. 

20. Todas las series reales convergentes. 

21. Todas las series reales absolutamente convergentes. 

22. Todos los vectores (x, y, z) de V 3 con z = 0. 

23. Todos los vectores (x,y , z) de V 3 con x = 0 o y = 0. 

24. Todos los vectores (x, y, z) de V„ con y = 5x. 

25. Todos los vectores (x,y,z) de V 3 con 3x + 4y = 1, z = 0. 

26. Todos los vectores (x, y, z) de V, que son productos de (1, 2, 3) por escalares. 

27. Todos los vectores (x,y,z) de V 3 cuyos componentes satisfacen un sistema de tres ecua- 
ciones lineales de la forma 

«11* + «12+ + «13 Z = 0 , a 2 i* + «22+ + «23 z = 0 , a 31 x + a 32 y. + a^z = 0 . 

28. Todos los vectores de V„ que son combinaciones lineales de dos vectores dados A y B. 

29. Sea V = R‘, el conjunto de los números reales positivos. Defìnamos la «suma» de dos 
elementos x e y de V como su producto x • y (en el sentido ordinario), y definamos la 
«multiplicación» de un elemento x de V por un escalar c poniendo x c . Demostrar que 
V es un espacio lineal real con el elemento cero. 

30. Demostrar que el axioma 10 no puede deducirse de los otros axiomas. 

[ Indicación: Dar un ejemplo de un conjunto V con operaciones que satisfagan 
los axiomas del 1 al 9 pero no el 10.] 

31. Sea S el conjunto de todos los pares ordenados (x, ,x ? ) de números reales. En cada caso 
determinar si S es o no un espacio lineal con las operaciones de adición y multiplica- 
ción por escalares definidas como se indica. Si el conjunto no es un espacio lineal, 
indicar cuáles son los axiomas que no se cumplen. 

a) (xì , x 2 ) + (+j, y 2 ) = ( Xl + , x 2 + y 2 ), a(x x , x 2 ) = (ax x , 0). 

b) (Xi, X 2 ) + (+J, + 2 ) = (*! + +!, 0), a( Xl , x 2 ) = (a Xl , ax 2 ). 

c) Ui, x 2 ) + (+j , y 2 ) = (*j , x 2 + y 2 ), a( Xl , x 2 ) = (ax 2 , ax 2 ). 

d) (*i, x 2 ) + ( yi ,y 2 ) = (|Xi + x 2 \, |+i + + 2 |), a( Xl , x 2 ) = (|o*il, |ox 2 |). 

32. Demostrar las partes de la d) a la h) del teorema 15.3. 


15.6 Subespacios de un espacio lineal 

Dado un espacio lineal V sea S un subconjunto no vacío de V. Si S es tam- 
bién un espacio lineal, entonces S se llama subespacio de V. E1 teorema que sigue 
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da un sencillo criterio para determinar si un subconjunto de un espacio lineal 
es o no un subespacio. 

teorema 15.4. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio lineal V. 
Tal subconjunto S es un subespacio si y sólo si satisface los axiomas de clausura. 

Demostración. Si S es un subespacio, satisface todos los axiomas de un 
espacio lineal, y por tanto, en particular, los axiomas de clausura. 

Demostremos ahora que si S satisface los axiomas de clausura, satisface 
también los otros. Las leyes conmutativa y asociativa para la adición (axiomas 
3 y 4) y los axiomas para la multiplicación por escalares (axiomas del 7 al 10) 
se satisfacen automáticamente en S porque son válidos para todos Ios elementos 
de V. Falta comprobar los axiomas 5 y 6, la existencia del elemento cero en S, 
y la existencia de un opuesto para cada elemento de S. 

Sea x un elemento cualquiera de S. (S tiene por lo menos un elemento ya que 
no es vacío.) Según el axioma 2, ax está en S para todo escalar a. Tomando a = 0, 
resulta que Ox está en S. Pero 0* = O, en virtud del teorema 15.3 a), con lo 
cual O e S, y se satisface el axioma 5. Tomando a = — 1, vemos que (— l)x 
está en S. Pero x + ( — l)x = O ya que x y ( — l)x están ambos en V, así que el 
axioma 6 se satisface en S. Por consiguiente S es un subespacio de V. 

definición. Sea S un subconjunto no vacío de un espacio lineal V. Un 
elemento x de V de la forma 

* 

* =2 C t Xi, 

i-i 

en donde x u ..., Xt pertenecen todos a S y c lt ..., Ck son escalares, se denomina 
combinación lineal de elementos de S. El conjunto de todas las combinaciones 
lineales finitas de elementos de S satisface los axiomas de clausura y por tanto 
es un subespacio de V. Decimos de ese subespacio que está generado por S, o 
también le llamamos la envolvente lineal de S, y lo designamos por L(S). Si S 
es vacío, definimos L(S) como {O }, el conjunto consta sólo del elemento cero. 

Conjuntos distintos pueden generar el mismo subespacio. Por ejemplo, el es- 
pacio V 2 está generado por cada uno de los siguientes conjuntos de vectores: 
{ì>j}> {i,j, i + jì. {O, i, —i,j, —j, i + y‘}-El espacio de todos los polinomios p(t) 
de grado ^ n está generado por el conjunto de n + 1 polinomios { 1, t, t 2 ,..., f*}. 

También está generado por el conjunto {1, f/2, A/3,.... í"/(n + 1)} y por 
{1,(1 + f),(l + f) 2 ,..., (1 + f)"}. E1 espacio de todos los polinomios está ge- 
nerado por el conjunto infinito de los polinomios {1, f, f 2 ,... }. 

A1 llegar aquí surgen de modo natural numerosas preguntas. Por ejemplo, 
i,qué espacios pueden generarse por un número finito deelementos òSi un espacio 
está generado por un número finito de elementos, cuál es el menor número de 
elementos necesarios? Para discutir estas cuestiones y otras con ellas relacionadas 
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introducimos los conceptos de dependencia, independencia, bases y dimensión. 
Ya en el capítulo 12 encontramos esas ideas al estudiar el espacio vectorial V„ 
Ahora vamos a extenderlas a espacios lineales de tipo general. 


15.7 Conjuntos dependientes e independientes en un espacio lineal 

definición. Un conjunto S de elementos de un espacio lineal V se Uama 
dependiente si existe un conjunto finito de elementos distintos de S, x u .... Xk, 
y un correspondiente conjunto de escalares c 1( ..., Ck, no todos cero, tales que 

2 c ì*ì = o . 

El conjunto S se llama independiente si no es dependiente. En tal caso, cuales- 
quiera que sean los elementos distintos x lt .... Xk de S y los escalares c lt ..., cu, 

2 c f x t = O implica e t = c 2 = • = c k = 0 . 

Si bien la dependencia y la independencia son propiedades de los conjuntos 
de elementos, podemos también aplicar esas denominaciones a los elementos 
mismos. Por ejemplo, los elementos de un conjunto independiente se llaman ele- 
mentos independientes. 

Si S es un conjunto finito, la definición anterior está de acuerdo con la dada 
en el capítulo 12 para el espacio V„. No obstante, la definición dada aquí no está 
restringida a conjuntos finitos. 

ejemplo 1. Si un subconjunto T de un conjunto S es dependiente, el mismo 
S es dependiente. Esto es lógicamente equivalente a la afirmación de que todo 
subconjunto de un conjunto independiente es independiente. 

ejemplo 2. Si un elemento de S es el producto de otro por un escalar, S 
es dependiente. 

ejemplo 3. Si O e S, entonces S es dependiente. 

ejemplo 4. E1 conjunto vacío es independiente . 

En el capítulo 12 fueron discutidos muchos ejemplos de conjuntos dependien- 
tes e independientes. Los ejemplos que a continuación se comentan, ilustran esos 
conceptos en espacios funcionales. En cada caso el espacio lineal fundamental V 
es el conjunto de todas las funciones reales defmidas en la recta real. 
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ejemplo 5. Sean u,(i) = cos 2 1 , u 2 {t) = sen 2 1 , u 3 (t) = 1 para todo núme- 
ro real t. La identidad pitagórica prueba que u t + u 2 — u 3 = O, así que las tres 
funciones u lt u 2 , u 3 son dependientes. 

ejemplo 6. Sea Uk(t) = t k para k = 0, 1, 2, ..., y t real. E1 conjunto 
S = {u 0 , Ui, u 2 , . . . } es independiente. Para demostrar esto, basta demostrar que 
para cada n los n + 1 polinomios u 0 , u u .... u„ son independientes. Una rela- 
ción de la forma c k u k = O signifìca que 


(15.1) 


lcS> 


para todo real t. Cuando t = 0, encontramos que c 0 = 0. Repitiendo el proceso, 
encontramos que cada coefìciente Ck es cero. 

ejemplo 7. Si a lt ..., a„ son números reales distintos, las n funciones 
exponenciales 


«iW = e a,x ,..., ujx) = e-»»* 

son independientes. Podemos demostrar esto por inducción sobre n. E1 resultado 
es trivial cuando n = 1. Por consiguiente, supongamos que es válida para n — 1 
funciones exponenciales y consideremos los escalares c lt .... c„ tales que 

(15.2) Ỳc k e a >* = °. 

Sea a M el mayor de los n números a ly Multiplicando ambos miembros de 

(15.2) por e~ a » x , obtenemos 

(15.3) 0. 

Si k M, el número a k — a M es negativo. Por consiguiente, cuando x -* + oo en 
la ecuación(15.3),cada término con k¥=M tiende a cero y encontramos que c M = 0. 
Suprimiendo el término M-ésimo de (15.2) y aplicando la hipótesis de inducción, 
encontramos que cada uno de los n — 1 restantes coefìcientes c k es cero. 

teorema 15.5. Sea S un conjunto independiente que consta de k elementos 
de un espacio lineal V y sea L(S) el subespacio generado 'por S. Èntonces todo 
conjunto de k + 1 elementos de L(S) es dependiente. 
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Demostración. Cuando V = V„, el teorema 15.5 se reduce al 12.8. Si exa 
minamos la demostración del 12.8 encontramos que únicamente se basa en el 
hecho de que V„ es un espacio lineal y no en otra propiedad particular de V„. 
Por consiguiente la demostración dada para el teorema 12.8 es válida para un 
espacio lineal V cualquiera. 


15.8 Bases y dimensión 

definición. Un conjunto finito S de elementos de un espacio lineal V se 
llama base finita de V si S es independiente y genera V. El espacio V es de 
dimensión finita si tiene una base finita. De otro modo, V es de infinitas dimen- 
siones. 

teorema 15.6. Sea V un espacio lineal de dimensión finita. Entonces toda 
base finita de V tiene el mismo número de elementos. 

Demostración. Sean S y T dos bases finitas de V. Supongamos que S y T 
constan respectivamente de k y m elementos. Puesto que S es independiente y en- 
gendra V, el teorema 15.5 nos dice que todo conjunto de k + 1 elementos de V 
es dependiente. Por consiguiente, todo conjunto de más de k elementos de V es 
dependiente. Ya que T es un conjunto independiente, debe ser m < k. El mismo 
razonamiento con S y T intercambiadas; prueba que k < m. Por lo tanto k = m. 

definición. Si un espacio lineal V tiene una base de n elementos, el en- 
tero n se llama dimensión de V. Escribimos n = dim V. 

ejemplo 1. E1 espacio V„ tiene dimensión n. Una base es el conjunto de 
los n vectores coordenados unitarios. 

ejemplo 2. E1 espacio de todos los polinomios p(t) de grado < n tiene 
dimensión n + 1. Una base es el conjunto de n + 1 polinomios {1, t, t 2 , . .., <"}. 
Todo polinomio de grado < n es una combinación lineal de esos n + 1 poli- 
nomios. 

ejemplo 3. E1 espacio de las soluciones de la ecuación diferencial 
y” — 2y' — 3y = 0 tiene dimensión 2. Una base está formada por las dos fun- 
ciones u,(x) = e~ x , u 2 (x) = e 3x . Toda solución es una combinación lineal de 
esas dos. 


ejemplo 4. E1 espacio de todos los polinomios p(t) es de infìnitas dimen- 
siones. E1 conjunto infinito (1, t, t 2 , ... } genera este espacio y ningún conjunto 
finito de polinomios genera el espacio. 



686 


Espacios lineales 


teorema 15.7. Sea V un espacio lineal de dimensión finita con dim V = n. 
Se tiene-. 

a) Cualquier conjunto de elementos independiente de V es un subconjunto 
de una cierta base para V. 

b) Cualquier conjunto de n elementos independientes es una base para V. 

Demostración. La demostración de a) es idéntica a la de la parte b) del 
teorema 12.10. La demostración de b) es idéntica a la de la parte c) del teorema 
12 . 10 . 

Sea V un espacio lineal de dimensión n y consideremos una base cuyos 
elementos e x , . . ., e n se toman en un cierto orden. Una tal base ordenada la con- 
sideramos como una n-pla (e u .... e n ). Si xe V, podemos expresar x como una 
combinación lineal de esos elementos base: 

(15.4) x = Ỳ c i e f 

Los coefìcientes en esta ecuación determinan una n-pla de riúmeros (Cj, .... c„) 
que está unívocamente determinada por x. En efecto, si tenemos otra represen- 
tación de x como combinación lineal de e u ..., e„, por ejemplc x =X"=i ^i e %> 
restando de (15,4) encontramos que 2"=-i( c < ~ dù e i = O. Pero ya que los ele- 
mentos base son independientes, eso implica que Ci = d x para cada i, con lo cual 
(Ci, .... c„) = (d u ... ,d„). 

Los componentes de la n-pla ordenada (c,. c„) determinada por (15.4) 

se llaman componentes de x respecto a la base ordenada (e u .... e„). 


15.9 Ejercicios 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, S es el conjunto de todos los vectores 
(x,y , z) de V, cuyos componentes satisfacen la condición que se da. Determinar si S es 


un subespacio de V 3 . Si lo es, calcular dit 

1. X = 0. 

2. x+y= 0. 

3. x + y + z = 0. 

4. jc =y. 

5. x=y=z. 


6. x = y or x = z. 

7. x 2 - / = 0. 

8 . x+y = 1. 

9. y =2x y z = 3x. 

10. x+y+z=0 y x-y-z= 0. 


Sea P„ el espacio lineal de todos los polinomios de grado < n, siendo n fijo. En cada 
ejercicio del 11 al 20, sea S el conjunto de todos los polinomios / de P„ que satisfacen la 
condición dada. Determinar si S es un subespacio de P„. Si lo es, calcuiar dim S. 

11. /(0) = 0. 

12. /'(0) = 0. 
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13. /"(0) = 0. 

14. /(0) +/'(0) = 0. 

15. /(0) = /(l). 

16. /(0) = /(2). 

17. / es par. 

18. / es impar. 

19. / es de grado <, k, siendo k < n, o / = 0. 

20. / es de grado k, siendo k < n, o f = 0. 

21. En el espacio lineal de todos los polinomios reales p(t), describir el subespacio engen- 

drado por cada uno de los siguientes conjuntos de polinomios y determinar su dimensión. 
(a) {1, /*, í*}; (b) {/, t>, /»}; (c) {/, /*}; (d) {1 + /, (1 + /)*}. 

22. En este ejercicio, L(S) es el subespacio generado por un subconjunto S de un espacio 
lineal V. Demostrar las proposiciones de la a) a la f). 

a) SÇ L(S). 

b) Si5£ Vy si T es un subespacio de V, entonces L(S) Ç T. Esta propiedad se 
expresa diciendo que L(S) es el menor subespacio de V que contiene S. 

c) Un subconjunto S de V es un subespacio de V si y sóio si L(S) = S. 

d) Si Sç V, entonces L{S) £ IXT). 

e) Si S y T son subespacios de V, también lo es S O T. 

f) Si S y T son subconjuntos de V, entonces L(S r\ T) £ L(S) n L(T). 

g) Dar un ejemplo en el que L(S O T)& L(S) O L(T). 

23. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales defmidas en la recta real. Deter- 
minar si cada uno de los siguientes subconjuntos de V es dependiente o independiente. 
Calcular la dimensión del subespacio generado por cada conjunto. 

(a) {1, e“, e'’*}, a * b. (0 {«* x, senx}. 

(b) {e“, xé^). (g) {cos* x,sen* x}. 


(c) {1, e", xe**}. (h) {1, cos 2x,sen* *}. 

(d) {e“, xe“, jc*e“}. (i) {sen*,sen 2x}. 

(e) {e*, e - *, cosh x}. (j) {e* cosx, e _x senx}. 

24. Sean V un espacio lineal de dimensión finita, y S un subespacio de V. Demostrar cada 
una de las proposiciones siguientes. 

a) S es de dimensión 6nita y dim S <, dim V. 

b) dim S = dim V si y sólo si S = V. 

c) Toda base de S es parte de una base de V. 

d) Una base de V no contiene necesariamente una base de S. 


15.10 Productos interiores. espacios euclídeos. Nonnas 


En la Geometría euclídea ordinaria, aquellas propiedades que cuentan con 
la posibilidad de medir longitudes de segmentos rectilíneos y ángulos formados por 
rectas se Uaman propiedades métricas. En nuestro estudio de V„, definimos las 
longitudes y los ángulos en función del producto escalar. Queremos ahora exten- 
der esas ideas a espacios lineales más generales. Primero introduciremos una ge- 
neralización del producto escalar, que llamaremos producto interior, y luego 
definiremos la longitud y el ángulo ín función de este producto interior. 
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E1 producto escalar x • y de dos vectores x = (x 1; ..., x«) e y = (y u ... y„) 
de V n se definió en el capítulo 12 por la fórmula 

( 15 -5) x y = ^ x t y t . 

En un espacio lineal general, escribimos (x, y ) en lugar de x • y para los productos 
interiores, y definimos el producto axiomáticamente y no mediante una fórmula. 
Esto es, establecemos unas ciertas propiedades que queremos que satisfagan los 
productos interiores y las consideramos como axiomas. 

definición. Un espacio lineal real V tiene un producto interior si a cada 
par de elementos x e y de V corresponde un número real único {x, y) que satis- 
face los siguientes axiomas cualesquiera que sean x, y, z de V y para todos los 
escalares reales c. 

1) (x,y) = (y, x) (conmutatividad, o simetria). 

2) (x,y + z) = (x, j) + (x, z) (distributividad, o linealidad). 

3) c(x, y) = (cx, y) (asociatividad, u homogeneidad). 

4) (x, x) > 0 si x ŷ* O (positividad). 

Un espacio lineal con un producto interior se llama espacio real euclídeo. 

Observación: Haciendo c = 0 en (3), encontramos que (O, y) = 0 para todo y. 

En un espacio lineal complejo, un producto interior (x, y) es un número 
complejo que satisface los mismos axiomas que los del producto interior real, 
excepto el de la simetría que se reemplaza por la relación 

(l') yx,y) = (ÏTx), 

siendo (y, x) el complejo conjugado de (y, x). En el axioma de homogeneidad, el 
multiplicador escalar c puede ser cualquier número complejo. Del axioma de la 
homogeneidad y (l'), llegamos a la relación 

(x, cý) = (cy, x) = c(y, x) = c(x, y). 

Un espacio lineal complejo con un producto interior se llama espacio euclídeo 
complejo. (A veces se usa también la denominación de espacio unitario.) Un 
ejemplo es el espacio vectorial complejo V»(C) brevemente discutido en la sec- 
ción 12.16. 

Aunque nos interesan principalmente los ejemplos de espacios euclídeos rea- 
les, los teoremas de este capítulo son válidos para espacios euclídeos complejos. 
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Cuando decimos espacio euclídeo sin más, entenderemos que puede ser real o 
complejo. 

E1 lector debiera comprobar que cada ejemplo que sigue satisface todos los 
axiomas del producto interior. 

ejemplo 1. En V„ sea (x, y) = x y, el producto escalar ordinario de x e y. 

ejemplo 2. Si x = (Xi ,x 2 ) e y = (y t , y 2 ) son dos vectores de V 2 , defini- 
mos ( x, y) mediante la fórmula 

(x,y) = 2x iyi + Xl y 2 + x 2 y x + x 2 y 2 . 

Este ejemplo pone de manifiesto que pueden existir más de un producto interior 
en un espacio lineal dado. 

ejemplo 3. Sea C(a, b) el espacio lineal de todas las funciones reales con- 
tinuas en un intervalo [a,í>]. Definamos un producto interior de dos funciones 
f y g con'la fórmula 


(/> g) =£f(t)g(t) dt. 

Esta fórmula es análoga a la ecuación (15.5) que define el producto escalar de dos 
vectores en V„. Los valores de las funciones f(t) y g(f) desempenan el papel de 
los componentes x t e y< y la integración el de la suma. 

ejemplo 4. En el espacio C(a, b), definimos 

(/> g) =£ w(0f(0g(0 dt. 


donde w es una función positiva fija de C(a, b). Tal función se llama función peso. 
En el ejemplo 3 tenemos w(t) = 1 para todo t. 

ejemplo 5. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos 


(/. g) ={ # e ‘/( 0 g(t)dt. 

Debido al factor exponencial, esta integral impropia converge para todo par de 
polinomios / y g. 
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teorema 15.8. En un espacio euclídeo V, todo producto interior satisface 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

\(x, y)\ 2 < (x, x)(y, y) para todo x y todoyenV. 

Además, el signo de igualdad es válido si y sólo si x e y son dependientes. 

Demostración. Cuando se demostró el resultado análogo para los vectores 
en V» (teorema 12.3), se hizo resaltar que la demostración era una consecuencia 
de las propiedades del producto escalar citadas en el teorema 12.2 y no se hizo 
depender de la defmición particular utilizada para deducir esas propiedades. Por lo 
tanto, la misma demostración es válida en cualquier espacio euclídeo real. Cuando 
aplicamos esa demostración en un espacio euclídeo complejo, obtenemos la desi- 
gualdad (x, y)(y, x) < (x, x)(y, y), que coincide con la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz ya que 


(x,ý)(y, x) = (x,_y)(x,_r) = |(x, _y)| 2 . 

ejemplo. Aplicando el teorema 15.8 al espacio C(a,b) con el producto 
interior (/, g) = f(t)g(t) dt, encontramos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz 
se transforma en 


(JV(0g(0 dtf< (jj\t) *)(/) g 2 (í) dt). 

E1 producto interior puede utilizarse para introducir el concepto métrico de 
longitud en cualquier espacio euclídeo. 

definición. En un espacio euclídeo V, el número no negativo ||x|| d'efinido 
por la ecuación 


11*11 = (*, *) 1/2 

se denomina norma del elemento x. 

Cuando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa en función de las nor- 
mas, toma la forma 


< 11*11 llvll . 


Puesto que es posible definir un producto interior de muchas maneras, la 
norma de un elemento dependerá del producto interior elegido. Esta falta de uni- 
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cidad era de esperar. Este hecho es análogo al de que podemos asignar números 
distintos a la medida de la longitud de un segmento rectilíneo dado, según la 
elección de escala o unidad de medida. E1 teorema que sigue da las propiedades 
fundamentales de las normas que no dependen de la elección de producto interior. 

teorema 15.9. En un espacio euclídeo, toda norma tiene las propiedades 
siguientes para todos los elementos x e y, y todos los escalares c: 

a) || x || =0 si x = O. 

b) ||jc|| >0 si x jí O ( positividad). 

c) ||cx|| = |c| ||x|| ( homogeneidad ). 

d) II x + _y|| < ||x|| + ||_y || ( desigualdad triangular). 

El signo de igualdad es válido en la desigualdad triangular si y sólo si x e y son 
dependientes. 


Demostración. Las propiedades a), b) y c) se deducen inmediatamente de 
los axiomas del producto interior. Para demostrar d) observemos que 

II* + yll 2 = (x + y, x + 7) = (x, x) + {y,y) + (x,j) + (7, x) = 

= 11*11* + llj'll* + ( x,y) + ( x,y). 

La suma (*, y) + (x,y) es real. La desigualdad de Cauchy-Schwarz prueba que 
|(*,y)l ^ 11*11 llyll y que |(Z7)| ^11*11 IMI, así que tenemos 

II* + yV <, 11*11* + llj'll* + 21|*II ||ji = (11*11 + llj’ID* • 

Esto demuestra d). E1 signo de igualdad en d) es válido siempre que lo sea en la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz. 


definición. En un espacio euclídeo real V, el ángulo formado por dos ele- 
mentos no nulos x e y se define como el número 6 del intervalo 0 < 6 < v que 
satisface la ecuación 


(15.6) 


11*11 llyll 


Observación: La desigualdad de Cauchy-Schwarz prueba que el cociente del se- 
gundo miembro de (15.6) está en el intervalo [ — 1,1], así que existe sólo un B en 
[0, ir) cuyo coseno es igual al de este cociente. 


15.11 Ortogonalidad en un espacio euclídeo 


definición. En un espacio euclídeo V, dos elementos x e y se llaman orto- 
gonales si su producto interior es cero. Un subconjunto S de V es un conjunto 
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ortogonal si (x, y) = 0 para todo par de elementos distintos x e y de S. Un con- 
junto ortogonal se llama ortonormal si cada uno de sus elementos tiene norma 1. 

E1 elemento cero es ortogonal a todo elemento de V; es el único elemento 
ortogonal a sí mismo. E1 siguiente teorema demuestra una relación entre ortogona- 
lidad y dependencia. 

teorema 15.10. En un espacio euclídeo V, todo conjunto ortogonal de 
elementos no nulos es independiente. En particular, en un espacio euclídeo de 
dimensión finita con dim V = n, todo conjunto ortogonal que conste de n ele- 
mentos no nulos es una base para V. 

Demostración. Sea S un conjunto ortogonal de elementos no nulos de V, 
y supongamos que una cierta combinación lineal finita de elementos de S es cero, 
sea 


ìc^O, 

donde cada x t eS. Formando el producto escalar de cada miembro por x, y 
teniendo en cuenta que ,Xi) = 0 si i ¥= 1, encontramos que c,(x, , x,) = 0. 
Pero (^! , x,) ¥ 0 ya que x,¥= O con lo cual c, = 0. Repitiendo el razonamiento 
cambiando x, por x it encontramos que cada c,- = 0. Esto prueba que S es indepen- 
diente. Si dim V = n y si S consta de n elementos, el teorema 15.7 b) demuestra 
que S es una base para V. 

ejemplo. En el espacio lineal real C(0, 2v) con el producto interior 
(/, g) = P 0 *f(x)g(x) dx, sea S el conjunto de las funciones trigonométricas {m 0 , 
U], Ua, ... } dadas por 


u 0 (x) = 1, M 2 „-i(a:) = cos nx, u 2n (x) =sen nx, para »=1,2. 

S/ m¥= n, tenemos las relaciones de ortogonalidad 
jT’u n (.x)u m (jc) dx = 0, 

así que S es un conjunto ortogonal. Puesto que ningún elemento de S es el ele- 
mento cero, S es independiente. La norma de cada elemento de S se calcula fácil- 
mente. Tenemos ~(m 0 , m 0 ) = dx = 27r y, para n ^ 1, tenemos 

(«27.-1 > «2n—ì) = j # c °s 2 nxdx = 77 , (m 8b , m 2 „) = J^sen 2 nxdx = tt. 
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Por consiguiente, ||m„|| = V2n y ||«„|| = Vïr para n > 1 . Dividiendo cada u„ por 
su norma, obtenemos un conjunto ortonormal {rp 0 , 9 ?,,y 2 , ... } donde <p n = u„/\\u„\\. 
Así pues, tenemos 

. , 1 , . cos nx , . sen nx . 

<Po(x) = ^ 7 = , <p 2 »_i(x) = -^pr-, <p 2n (x) - —^=-, para n > 1. 

En la sección 15.15 demostraremos que todo espacio euclídeo de dimensión 
finita tiene una base ortogonal. E1 teorema que sigue muestra cómo se calculan 
los componentes de un elemento relativos a una tal base. 

teorema 15.11. Sea V un espacio euclídeo de dimensión finita n, y supon- 
gamos que S — {e,, ..., e„} es una base ortogonal para V. Si un elemento x está 
expresado como una combinación lineal de los elementos de la base, sea ésta 

(15.7) x = f CjCj, 

entonces sus componentes relativos a la base ordenada (e u .... e„) vienen dados 
por las fórmulas 

(15.8) Cj = Para j = 1, 2. n. 

En particular, si S es una base ortonormal, cada c,- viene dada por 

(15.9) c s = (x,ej). 

Demostración. Formando el producto interior de cada miembro de (15,7) 
con e,, obtenemos 


(x, e,) =J,Cj(ej, e s ) = 


Cj) 


puesto que (e,, ej) = 0 si i¥= j. Esto implica (15.8), y cuando (e,-, ej) = 1, obte- 
nemos (15.9). 

Si {e u .. ., e„} es una base ortonormal, la ecuación (15.7) puede escribirse 
en la forma 


( 15 . 10 ) 


= 2(x,e i )e i . 
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E1 siguiente teorema prueba que en un espacio euclídeo real de dimensión 
finita con una base ortonormal el producto interior de dos elementos es igual a la 
suma de los productos de sus componentes. 

teorema 15.12. Sea V un espacio euclídeo real de dimensión finita n, 
y supongamos que {<?,, . . ., e„} es una base ortonormal para V. Para todo par de 
elementos x e y de V, tenemos 

(15.11) (x, y) = jf(x, e t )(y, ef) (Fórmula de Parseval). 


En particular, cuando x = y, tenemos 


(15.12) lkf = Ì(x, ei ) 2 . 

Demostración. Formando el producto interior de ambos miembros de la 
ecuación (15.10) con y, y aplicando la propiedad de linealidad del producto inte- 
rior, obtenemos (15.11). Cuando x = y, la ecuación (15.11) se reduce a (15.12). 

Observación: La ecuación (15.11) se denomina como se indica en honor de 
M. A. Parseval (1776-1836 aproximadamente), que obtuvo este tipo de fórmula en un 
espacio funcional especial. 


15.12 Ejercicios 


1. Sean x = (x,,..., x„) e y = (y,.y„) vectores arbitrarios de V„. Determinar en cada 

caso si (x,y) es un producto interior en V„, si (x, y) está defmido por la fórmula que se 
da. En el caso en que (x, y) no sea un producto interior, decir cuáles son los axiomas 
que no se satisfacen. 


(a) (x,y) = 2x, |_y,|. 

(b) (x, v) =| 1. 

(c) (x,y) - JxíJy, . 


(d) (x, y) = xfyíj 

(e) (x, y) = | (x 2 - + y,f - Ì xf - . 


2. Supongamos que mantenemos los tres primeros axiomas del producto interior real 
(simetría, linealidad y homogeneidad) pero reemplazamos el cuarto axioma por uno nue- 
vo (4'): (x,x) = 0 si y sólo si x = O. Demostrar que o (x, x) > 0 para todo x ^ O 
o bien (x,x) < 0 para todo x/O. 
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[Indicación: Suponer (x, x) > 0 para un cierto x * O y (y,'y) < 0 para un cierto 
y îí O. En el espacio generado por {x, y}, hallar un elemento z yt O con (z, z) = 0.] 

Demostrar que en los ejercicios del 3 al 7 cada una de las proposiciones es válida para 
todo par de elementos x e y de un espacio euclídeo real. 

3. (x,y) = 0 si y sólo si ||x + v|| = ||* - yi- 

4. ( x,y ) =0 si y sólo si ||x + >'|| 2 = M 2 + ||>'ll 2 . 

5. (x, y) =0 si y sólo si ||x + cy|| > M para todo c real 

6. (x + y, x - y) = 0 si y sólo si ||x|| = ||y||. 

7. Si x e y son elementos no nulos que forman un ángulo 8, entonces 

||x - y|| 2 = IH 2 + lljll 2 - 2 l|x|| llyll cos 8 . 

8. En el espacio lineal real C(l,e), definimos un producto interior por 

(f,g) -J* dog x)f(x)g(x) dx . 

a) Si f(x) =Vx, calcular ||/||. 

b) Hallar un polinomio de primer grado g(x) = a + bx que sea ortogonal a la función 
constante f(x) =1. 

9. En el espacio lineal real C(—1, 1), sea (f,g) =JLj f(t)g(t)dt. Considerar las tres fun- 
ciones u,, u 2 u a dadas por 

«i(0 = 1, «*(0 = t , U 3 (t) = l + 1. 

Demostrar que dos de ellas son ortogonales, dos forman entre sí un ángulo ir/3, y dos 
forman entre sí un ángulo nr/6. 

10. En el espacio lineal P„ de todos los polinomios reales de grado < n, defmimos 

a) Demostrar que (/, g) es un producto interior para P„. 

b) Calcular (/, g) cuando f(t) = t y g(t) = at + b. 

c) Si /(/) = t, hallar todos los polinomios g ortogonales a /. 

11. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos (/, g) = e~‘f(t)g(t) dt. 

a) Demostrar que esa integral impropia converge absolutamente para todos los polino- 
mios / y g. 

b) Si x n (t) = t" para n = 0, 1, 2.demostrar que (x„ x m ) = (m + n)! . 

c) Calcular (/, g) cuando f(t) = (t + l) 2 y g(t) = t 2 + 1. 

d) Hallar todos los polinomios de primer grado g(t) = a + bt ortogonales a /(/) = l+í. 

12. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, determinar si (/, g) es o no un 
producto interior cuando se define (/, g) con la fórmula que se da. En el caso en que 
(f,g) no es un producto interior, indicar qué axiomas no son respetados. En c), /' y 
g' indican derivadas. 
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a) ( f , g ) = /(1 )<?(!)■ c) (/ ><? ) = J # VW« dt - 

b) (/<?) = | J o V(%« * |- d) (/,^) = (J o V« *)(J 0 Vw *)• 

13. V está formado con todas las sucesiones indefinidas de números reales {x„} para los 
cuales las series Tx 2 convergen. Si x = {x„} e y = {y,,} son dos elementos de V, 
definimos 

( X , ý ) = • 

a) Demostrar que esta serie converge absolutamente. 

[ Indicación: Usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para aproximar la suma 
k»7nl-] 

b) Demostrar que V es un espacio lineal con (x,y) como producto interior. 

c) Calcular (x, y) si x„ = 1 /n e y n = l/(n + 1) para n > 1. 

d) Calcular (x,y) si = 2" e y„ =1 /n! para n > 1. 

14. Sea V el conjunto de todas las funciones reales / continuas en [0, +=) y tales que la 
integral j£° e~ , j 2 (t)dt converge. Defìnamosf/,g) = J/ e~'f(t)g(t)dt. 

a) Demostrar que la integral que da (f,g) converge absolutamente para cada par de 
funciones / y g de V. 

[ Indicación: Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para aproximar la inte- 
gral J" e~*|/(/)g(í)|d/.] 

b) Demostrar que V es un espacio lineal con (f,g) como producto interior. 

c) Calcular (/, g) si /(/) = e~' y g(t) =t", donde n = 0, 1, 2. 

15. En un espacio euclídeo complejo, demostrar que el producto interior tiene las siguientes 
propiedades para todos los elementos x,y,z y todos los complejos a y b. 

(a) (ax, by) = ah(x, y). (b) (x, ay + bz) = à(x, y) + b(x, z). 

16. Demostrar que en todo espacio euclídeo son válidas las identidades siguientes. 

(a) ||* +y II 2 = l|*l| 2 + lljll 2 + (x,y) + (y,x). 

(b) ||* + j|| 2 - ||* -y || 2 = 2 (x,y) + 2 (y,x). 

(c) ||* +y || 2 + ||* - j|| 2 = 2 ||*|| 2 + 2 II^H 2 . 

17. Demostrar que el espacio de todas las funciones complejas continuas en un intervalo 
[ a, b ] se transforma en un espacio unitario si definimos un producto interior por la 
fórmula 

(fg) =\ b »(t)f(t)J(t)dt, 

donde w es una función positiva fija, continua en [a, 6]. 


15.13 Construcción de conjuntos ortogonales. Método de Gram-Schmidt 

Todo espacio lineal de dimensión finita tiene una base finita. Si el espacio es 
euclídeo, podemos construir siempre una base ortogonal. Este resultado se dedu- 
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cirá como consecuencia de un teorema cuya demostración ensena a cùnstruir 
conjuntos ortogonales en cualquier espacio euclídeo, de dimensión fìnita o de 
infinitas dimensiones. La construcción se llama método de Gram-Schmidt, en me- 
moria de J. P. Gram (1850-1916) y E. Schmidt (1845-1921). 

TEOREMA 15.13. TEOREMA DE ORTOGONALIZACIÓN. Sea X lf X 2 , , Una SU- 

cesión finita o indefinida de elementos de un espacio euclídeo V, y designemos 

con L(x, . Xk) el subespacio generado por los k primeros de esos elementos. 

Existe una sucesión correspondiente de elementos y lt y 2 , ..., de V que tiene las 
siguientes propiedades para cada entero k: 

a) El elemento y*+i es ortogonal a todo elemento del subespacio L (y,,. .. y*). 

b) El subespacio generado por y lt ... , y* es el mismo que el generado 
por x lt . . ., Xk : 


Uyi,... ,.y*) = , • • •, x k ). 

c) La sucesión y,, y 2 . es única, salvo factores escalares. Esto es, si 

yl , yí ,..., es otra sucesión de elementos de V que satisfacen las propiedades a) 
y b), entonces por cada k existe un escalar Ck tal que y' k = c k y k . 

Demostración. Construyamos los elementos y,, y 2 , ..., por inducción. Para 
iniciar el proceso, tomamos y, = Supongamos ahora que hemos construido 
y„ ..., y, de modo que a) y b) se satisfacen cuando k = r. Defìnamos y r +, me- 
diante la ecuación 

( 15 . 13 ) yr+i = x r+1 - 2 «,.^, 

donde los escalares ..., a r tienen que determinarse. Para j < r, el producto 
interior de y r +, con y, viene dado por 


Ov+1, yì) = (*r+i , J >i) ~ X ûíO'f, y s ) = (*r+i , yi) - a^y, , y f ) , 


puesto que (y, ,y,) = 0 si i¥=j. Si y, ¥= O, podemos hacer y r+1 ortogonal a y,- 
tomando 

(15.14) = (^ r+i.y,) 

O'f.y,) 

Si y, = O, entonces y r+1 es ortogonal a y,- para cualquier a, que se elija, en este 
caso elegimos a,- = 0. Así pues, el elemento y r+1 está bien definido y es ortogonal 
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a cada uno de los anteriores elementos y lf ..., y r Por consiguiente, es ortogonal 
a todo elemento del subespacio 


L{ yi ,...,y r ). 

Esto demuestra a) cuando k = r + 1. 

Para demostrar b) cuando k = r + 1 , tenemos que probar que 
L(y t y r+1 ) = L(x x ,..., x r+1 ), dado que L( yi ,.. .,y r ) = L(x x ,. . ., x r ). 
Los r primeros elementos y lt ... ,y r pertenecen a 

L(x^,..., x r ) 

y por tanto están en el subespacio más amplio L(x^,..., x r+1 ). E1 nuevo elemen- 

to y r +1 dado por (15.13) es una diferencia de dos elementos de L(x x .x r+1 ) 

así que también está en L(x t ,..., x r+1 ). Esto demuestra que 

L(y x ...., y r+1 ) £ L(x y ,..., x r+1 ). 

La ecuación (15.13) prueba que x r+1 es la suma de dos elementos d eL( yi . y r+1 ) 

con lo que un razonamiento análogo da la inclusión en el otro sentido: 

L(Xi,..., x r+1 ) £ L( yi ,... ,y r+1 ). 

Esto demuestra b) cuando k = r + 1. Por lo tanto a) y b) han sido demostrados 
por inducción respecto de k. 

Finalmente demostramos c) por inducción respecto de k. E1 cajo k = 1 es 
trivial. Por consiguiente, supongamos que c) es cierto para k = r y consideremos 
el elemento y ' r+1 . En virtud de b), este elemento pertenece a 


L( yi ,...,y r+1 ), 


así que podemos escribir 


>v+i = 2^ = + + c r+1 y T+1 - 


donde z t e L( yi . y r ). Queremos demostrar que z r = O. Por la propiedad 

a), yr+1 y c r+1 y r+1 son ambos ortogonales a z r . Por consiguiente, su diferencia, z r , 
es ortogonal a z r . Dicho de otro modo, z r es ortogonal a sí mismo, así que 
z r = O. Esto completa la demostración del teorema de ortogonalidad. 

En la construcción anterior, puede suceder que j'm = O para algún r. Enton- 
ces (15.13) prueba que x r+1 es una combinación lineal de y 1( ..., y r , y por tanto 
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de , x r , así que los elementos x ls .... x r +i son dependientes. En otras pa- 

labras, si los k primeros elementos x lt ..., xt son independientes, los elementos 
correspondientes y lt ..., y k son no nulos. En este caso los coeficientes a, de (15.13) 
vienen dados por (15.14), y las fórmulas que definen y lt .. . , y k se convierten çn 

(15.15) yi = x lf = para r=l,2,...,k-l. 

Estas fórmulas constituyen el método de Gram-Schmidt para construir un conjunto 
ortogonal de elementos no nulos y u ..., y* que generan el mismo subespacio que 
el conjunto independiente dado ... xt. En particular, si x lt . . ., xt es una 
base para un espacio euclídeo de dimensión finita, entonces y lt ... ,yt es una base 
ortogonal para el mismo espacio. También podemos convertir ésta en una base 
ortonormal normalizando cada uno de los elementos y„ esto es, dividiéndolo por 
su norma. Por consiguiente, como corolario del teorema 15.13 tenemos el si- 
guiente. 

teorema 15.14. Todo conjunto euclídeo de dimensión finita tiene una base 
ortonormal. 

Si x e y son elementos en un espacio'euclídeo, con y ¥= O, el elemento 

(íUOy 

ív. y) 



Figura 15.1 El método de Gram-Schmidt eti V v Un conjunto ortogonal {y^, y„, y 3 } 
se construye a partir de un conjunto independiente {*,, x 2 , x 3 }. 
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se llama la proyección d'e x sobre y. En el método de Gram-Schmidt (15.15), 
construimos el elemento y r+l restando de x T+í la proyección de jc r+1 sobre cada 
uno de los anteriores elementos y„ . . . , y r . La figura 15.1 representa la construc- 
ción geométrica en el espacio vectorial V 3 . 

ejemplo 1. En V t , hallar una base ortonormal para el subespacio generado 
por los tres vectores Xl — (1, —1, 1, —1), x 2 = (5, 1, 1, 1,), y x 3 — (—3, —3, 
1, -3). 

Solución. Aplicando el método de Gram-Schmidt, encontramos 

y 1 = Xl = (1,-1, 1,-1), 

= Xa - ^ 2 - 1 " J'i = * 2 - J'i = (4, 2, 0, 2), 

y» = x 3 - ỳnyù -teu2ày tSSXl -y l + y 2 = ( 0 , 0 , 0 , 0 ). 

(l'i.J'i) (J'a-J’a) 


Puesto que y 3 = O, los tres vectores x lt x 2 , x 3 deben ser dependientes. Pero ya 
que y, e y 2 son no nulos, los vectores x, y x 2 son independientes. Por consiguiente 
L(x u x 2 , x 3 ) es un subespacio de dimensión 2. E1 conjunto {y,, y 2 } es una base 
ortogonal para ese subespacio. Dividiendo y x e y 2 cada uno por su norma llegamos 
a una base ortonormal que consta de dos vectores 


= 4(1,- 1 , 1 ,- 1 ) 


= -t=(2, 1,0, 1). 

II J'alt V6 V 


ejemplo 2. Polinomios de Legendre. En el espacio lineal de todos los po- 
linomios, con el producto interior (x, y) =Jl lX (/) y(t) dt, consideramos la sucesión 
indefinida x n , x„ x 2 , ..., donde x„(t) = t n . Cuando se aplica a esa sucesión el 
teorema de ortogonalización se transforma en otra sucesión de polinomios 
J'o, y„ y 2 , .... que el matemático francés A. M. Legendre (1752-1833) fue el 
primero en encontrar en su trabajo sobre la teoría del potencial. Los primeros de 
esos polinomios se calculan fácilmente con el método de Gram-Schmidt. Ante 
todo, tenemos y 0 (í) = x„(t) = 1. Puesto que 

(j'o, J'o) =/^ dt = 2 y (x x , y 0 ) = J 1 J dt = 0 , 


encontramos que 


J'i (0 = *i (0 - - lv J'o(í) = *i(t) = t. 
(J'o, J'o) 
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A continuación, utilizamos las relaciones 

(x 2 , >o) = J j t 2 dt = j , (x 2 , y \) = J ^ í 3 dt = 0 , (j?, , j,) = j ^t 2 dt = ^ 


para obtener 


>^(0 =-v 2 (o - r^\’ 0 (o - 

(>’o , >’o) 


(X,, >’l) 


>’i (0 = í 2 


Del mismo modo, encontramos que 

,. 3 3 

> 3 (0 = t ~ ~ 


y M -, 


En el Volumen II encontraremos de nuevo esos polinomios en el estudio de las 
ecuaciones diferenciales, y probaremos que 


y " (<) (2n)! dt n (< 


Los polinomios P„ dados por 


P„( 0 


(2w)! 

~ ,2"(n !) 2 


y„(t) = — — (í 2 - 1)" 
,wW 2 n ,i\dt nK ' 


se conocen con el nombre de polinomios de Legendre. Los polinomios de la su- 
cesión ortonormal correspondiente cp„, <p ìt <f 2 , ■ ■ ■, dados por (p„ = y„/||y„| se 
llaman polinomios de Legendre normalizados. De las fórmulas para y„, .... 
dadas antes, encontramos que 


<Po(Û = 


Vl 


<p i(0 


=J\- 


<PÁt) ■■ 


-lJi ( 35ti - 3 


iJlvt'-l), <p 3 (t) = \JÏ(5t 3 -3t), 

<PÁt) = ^ - 70í 3 + 15í). 


15.14 Complementos ortogonales. Proyecciones 

Sean V un espacio euclídeo y S un subespacio de dimensión finita. Vamos 
a considerar el siguiente problema de aproximación: Dado un elemento x de 
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V, determinar un elemento en S cuya distancia a x sea lo más pequena posible. 
La distancia entre dos elementos x e y se define como la norma ||* — y||. 

Antes de discutir este problema en su forma general, consideremos un caso 
particular, representado en la figura 15.2. Aquí V es el espacio vectorial V 3 y S es 
un subespacio de dimensión dos, un plano que pasa por el origen. Dado x de V, 
el problema consiste en encontrar, en el plano S, el punto s más próximo a x. 

Si x e S, evidentemente la solución es s = x. Si x no pertenece a S, el punto 
más próximo s se obtiene trazando una perpendicular desde x al plano. Este sen- 
cillo ejemplo sugiere una introducción al problema general de aproximación y da 
origen a la discusión que sigue. 

definición. Sea S un subconjunto de un espacio euclídeo V. Se dice que un 
elemento de V es ortogonal a S si es ortogonal a todo elemento de S. El conjunto 
de todos los elementos ortogonales a S se designa con S 1 y es el «perpendicular 
a S». 


Es un ejercicio sencillo comprobar que S 1 es un subespacio de V, tanto, 
si S lo es como si no lo es. En el caso en que S sea un subespacio, entonces se 
llama complemento ortogonal de S. 

ejemplo. Si S es un plano que pasa por el origen, como se ve en la figu- 
ra 15.2, entonces S 1 es una recta por el origen perpendicular a ese plano. Este 
ejemplo da también una interpretación geométrica para el teorema siguiente. 



Figura 15.2 Interpretación geométrica del teorema de' descomposición ortogonal en V 3 . 
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TEOREMA 15.15. TEOREMA DE LA DESCOMPOSICION ORTOGONAL. Sean V Un 
espacio euclídeo y S un subespacio de V de dimensión finita. Todo elemento x 
de V puede representarse en forma única como una suma de dos elementos, uno 
de S y otro de S 1 . Esto es, tenemos 

(15.16) x = s + j - 1 , donde seS y s x eS L . 

Además, la norma de x viene dada por la fórmula pitagórica 

(15.17) M 2 = lkll 2 + l|J x ll 2 . 

Demostración. Demostremos primero que existe en realidad una descom- 
posición ortogonal (15.16). Puesto .que S es de dimensión fìnita, tiene una base 
ortonormal finita, sea ésta {e,, ..., e„}. Dado x, defmimos los elementos s y s 1 
así: 


(15.18) s = Ì(x, efa , s 1 = x - s . 

Observemos que cada término (x, e,)e, es la proyección de x sobre eu E1 elemen- 
to s es la suma de las proyeccciones de x sobre cada elemento de la base. Puesto 
que s es una combinación lineal de los elementos de la base, s está en S. La defi- 
nición de s x prueba que la ecuación (15.16) es válida. Para demostrar que s L 
está en S 1 , consideremos el producto interior de s J y cualquier elemento e, de la 
base. Tenemos 


(s- 1 , e,) = (x - s, e } ) = (x, e,) - (s, e,) . 

Pero de (15.18), encontramos que (s, e) = (x, ej), así que s ' es ortogonal a e,-. 
Por consiguiente s 1 es ortogonal a todo elemento de S, lo cual significa que 

s 1 e S 1 . 

Probamos a continuación que la descomposición ortogonal (15.16) es única. 
Supongamos que x tuviera dos descomposiciones, sean éstas 

(15.19) x = s + s-L y x^t + t 1 , 

donde s y t están en S, y s- 1 - y t 1 - están en S- 1 -. Queremos demostrar que s = t y 
^ 1 = f± - D e (15.19), tenemos s — t = t 1 — 5 - 1 -, así que sólo necesitamos demos- 
trar que s — t = O. Pero s — t e S y í- L -s 1 eS 1 con lo que s — t es orto- 
gonal a t 1 — s x e igual a t 1 — s 1 . Puesto que el elemento cero es el único ele- 
mento ortogonal a sí mismo, debe ser s — t = O. Esto demuestra que la descom- 
posición es única. 
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Finalmente, demostremos que la norma de x viene dada por la fórmula pita- 
górica. Tenemos 

ll-vll 2 = (x, x) = (í + í- 1 -, 5 + 5- 1 -) = (S, s) + (s-L, .V-L-) , 

siendo nulos los restantes términos ya que s y s x son ortogonales. Esto demues- 
tra (15.17). 

definición. Sea S un subespacio de dimensión finita de un espacio euclídeo 
V, y sea {e„ ..., e„} una base ortonormal para S. Si x e V, el elemento s defi- 
nido por la ecuación 

s = 2 (+ e ì) e i 

se denomina proyección de x sobre el subespacio S. 

Demostramos seguidamente que la proyección de * sobre S es la solución 
del problema de aproximación establecido al comienzo de esta sección. 


15.15 Aproximación óptima de elementos de un espacio euclídeo por elementos 
de un subespacio de dimensión finita 

teorema 15.16. teorema de aproximación. Sea S un subespacio de di- 
mensión finita de un espacio euclídeo V, y sea x un elemento de V. La proyección 
de x sobre S es más próxima a x que cualquier otro elemento de S. Esto es, si s 
es la proyección de x sobre-S, tenemos 

II* - íll < II* - 'II 

para todo t de S; es válido el signo de igualdad si y sólo si t = s. 

Demostración. En virtud del teorema 15.15 podemos escribir x = s + s-L, 
donde íe5 y s-L e 5+ Entonces, para cualquier t de S, tenemos 

x-t = (x -s) + (s-t). 

Puesto que s — t e S y x — s — s 1 e S , ésta es una descomposición ortogonal 
de x — t, así que su norma viene dada por la fórmula pitagórica 

ll-v — /|| 2 = |! - s|| 2 '+ ||s- /|| 2 . 
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Pero ||s — <|| 2 > 0, con lo que ||x — f|| 2 > ||* — s|| 2 , valiendo el signo igual si 
y sólo si s — t: Esto completa la demostración. 

ejemplo 1. Aproximación de funciones continuas en [0, 2n],por polino- 
mios trigonométricos. Sea V — C(0, 2n), el espacio lineal de todas las funciones 
reales continuas en el intervalo [0, 277 ], y definamos un producto interior mediante 
la ecuación (/, g) = J' ( f f(x)g(x) dx. En la sección 15.11 vimos un conjunto orto- 
normal de funciones trigonométricas <P„, <P U <P 2 , ..., donde 

1 , . cos kx , . sen kx , _ . 

(15.20) <Po(x) = , <p 2k -i(x) = -çp=~, <p 2k (x) =-^=-, para k> 1. 

Los 2 n + 1 elementos <p 0 , <p„ . ■., <p 2n generan un subespacio S de dimensión 
2n + \. Los elementos de S se llaman polinomios trigonométricos. 

Si / e C(0, 2tt), sea /„ la proyección de / sobre el sûbespacio S. Tenemos 
entonces 

( 15 - 21 ) fn = 5X/, <p k )<Pk . donde (f, <p k ) =\^f(x)<p k (x) dx . 

Los números (/, <p k ) se llaman coeficientes de Fourier de /. Aplicando las fórmu- 
las (15.20), podemos poner (15.21) en la forma 


( 15 - 22 ) fÂ x ) = i« 0 + 2 ( a k cos kx + b k sen kx), 

donde 

a k = ^ J f(x) cos kxdx , b k = ^ J / (x) sen kx dx 

para k = 0, 1, 2, . .., n. E1 teorema de aproximación nos dice que el polinomio 
trigonométrico (15.22) aproxima / mejor que cualquier otro polinomio trigono- 
métrico de S, en el sentido de que la norma ||/ — /„|| es la más pequena posible. 

ejemplo 2. Aproximación de funciones continuas en [ — 1, 1] por polino- 
mios de grado < n. Sea V = C( —1, 1), el espacio de las funciones reales con- 
tinuas en [ — 1, 1], y sea (/, g) = fL^fM g(x) dx. Los n + 1 polinomios de Le- 
gendre normalizados <p„, <p„ .... <p n , introducidos en la sección 15.13, generan un 
subespacio S de dimensión n + 1 que consta de todos los polinomios de grado 
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< n. Si / e C(—1, 1), designemos con /„ la proyección de / sobre S. Tenemos 
entonces 


■fn < Pk) ( Pk , donde (/, q> k ) = J f(t)q> k (t) dt. 

Este es el polinomio de grado < n para el que la norma ||/ — f„\\ es la menor. 
Por ejemplo, cuando f(x) = sen nx, los coeficientes (/, q\) vienen dados por 

(/, <Pk) = J ^ sen t rt <p k (t) dt. 

En particular, tenemos (/,T 0 ) = 0 y 

(/, <Pi) = J_ t J\ t sen ttí dt = J\\. 

Por consiguiente el polinomio de primer grado /,(/) más próximo a sen7rí en 
[-1, 1] es 


Ui) = J\\q , 1 (t) = ^t . 

Puesto que (/, %) = 0, este es también la mejor aproximación cuadrática. 


15.16 Ejercicios 


1. En cada caso, hallar una base ortonormal para el subespacio de V 3 generado por los 
vectores dados. 

(a) *!= (1,1,1), x,-(1,0,1), x a = (3, 2, 3). 

(b) Xl = (1, 1, 1), * 2 = (-1, 1, -1), x,-(1,0,1). 

2. En cada caso, hallar una base ortonormal para el subespacio de V 4 generado por los 
vectores dados. 

(a) x,=(I 1,0,0), x 2 = (0, 1, 1, 0), * 3 =(0,0, 1,1), x 4 = (1 , 0,0,1). 

(b) ^=(1,1,0, 1), x g = (1,0,2, 1), jr 3 = (1,2, -2, 1). 

3. En el espacio lineal real C(0, ir) con producto interior (x, y) = j'- x(t)y(t)dt, sea 

x„(t) = cos nt para n = 0, 1, 2.Demostrar que las funciones y , y , y .... dadas 

por 



forman un conjunto ortonormaí que genera el mismo subespacio que x 0 , x x , x 2 , ... 
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4. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, con producto interior (x, y) = 

JJ x(t)y(í)dt, sea x„(t) = t n para n = 0, 1, 2.Demostrar que las funciones 

y n (t) = 1 , }\(0 = Vì (2/ - 1) , y 2 (t) = V5 (6/ 2 - 6/ + 1) 

forman un conjunto ortonormal que genera el mismo subespacio que {x 0 , * , x 2 }. 

5. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales / continuas en [0, + oc) y tales 

que la integral J 0 X e 'f 2 (t)dt converge. Defmamos (/, g) = j j' e~*f(t)g(t)dt, y sea y 0 , y lt 

y 2 , .... el conjunto obtenido aplicando el método de Gram-Schmidt a x 0 , x,, x 2 . 

donde *„(/) = t" para n > 0. Demostrar que y o (0 = 1, y^t) = t — 1, y (/) = t 2 — 4í + 2, 
y,(0 = O - 90 + 18t — 6. 

6. Èn el espacio lineal real C(l, 3) con producto interior (/, g) =Jf f(x)g(x)dx, sea 

f(x) = 1/x y demostrar que el polinomio constante g más próximo a / es g=-Jlog3. 
Calcular i|g — /j) 2 para este g. 

7. En el espacio lineal real C(0, 2) con producto interior (/, g) = Jjj f(x)g(x)dx, sea 

f(x) = e ' y demostrar que el polinomio constante g más próximo a / es g = J(e 2 — 1). 
Calcular ||g — /|| 2 para este g. 

8. En el espacio lineal real C( —1, 1) con producto interior (/, g) ^JL^/Í.YjgMdx, sea 

f(x) = e' y hallar el polinomio g más próximo a /. Calcular ||g — /jí 2 para este g. 

9. En el espacio lineal real C(0, 2^) con producto interior (/, g) = Jjj" f(x)g(x)dx, sea 

f(x) = x. En el subespacio generado por u fí (x) = 1, u^(x) = cosx, u 2 (x) = senx, hallar 

el polinomio trigonométrico más próximo a /. 

10. En el espacio lineal V del ejercicio 5, poner f(x) = e~ x y hallar el polinomio de primer 
grado más próximo a /. 
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TRANSFORMACIONES 
LINEALES Y MATRICES 


16.1 Transformaciones lineales 

Uno de los modernos objetivos del Análisis es un estudio amplio de funcio- 
nes cuyos dominios y recorridos son subconjuntos de espacios lineales. Tales fun- 
ciones se llaman transformaciones, aplicaciones, u operadores. Este capítulo trata 
de los ejemplos más sencillos. llamados transformaciones lineales, que se presen- 
tan en todas las ramas de Ia Matemática. Las propiedades de transformaciones 
más generales se obtienen a menudo aproximándolas mediante transformacio- 
nes lineales. 

Introducimos primero la notación y la terminología más corriente relativa a 
funciones cualesquiera. Sean V y W dos conjuntos. E1 símbolo 

T:V^W 

se usará para indicar que T es una función cuyo dominio es V y cuyos valores 
están en W. Para cada x de V, el elemento T(x) de W se llama imagen de x 
a través de T, y decimos que T aplica x en T(x). Si A es un subconjunto cual- 
quiera de V, el conjunto de todas las imágenes T(x) para x de A se llama la ima- 
gen de A a través de T y se representa por T(A). La imagen del dominio V, T(V), 
es el recorrido de T. 

Supongamos ahora que V y W son espacios lineales que tienen el mismo con- 
junto de escalares, y definamos una transformación lineal como sigue. 

definición. Si V y W son dos espacios lineales, una función T:V -* W se 
llama transformación lineal de V en W, si tiene las propiedades siguientes: 

a) T(x + y) = T(x) + T.(y) cualesquiera que sean x e y de V, 

b) T(cx) = cT(x) para todo x de V y cualquier escalar c. 
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Esto significa que T conserva la adición y la multiplicación por escalares. 
Las dos propiedades pueden combinarse en una fórmula que establece que 

T(ax + by) = aT(x) + bT(y) 

para todo x y todo y de V y todos los escalares a y b. Por inducción, tenemos 
también la relación más general 

' r (|>i*.) = 5>,T(x,) 

para n elementos cualesquiera x lt ..., x„ de V y n escalares cualesquiera 
tì lt , u n . 

E1 lector puede comprobar fácilmente que los ejemplos siguientes son trans- 
formaciones lineales. 

ejemplo 1. Transformación idéntica. La transformación T: V •* V, donde 
T(x) = x para todo x de V, se denomina transformación idéntica y se designa 
por / o por l v . 

ejemplo 2. Transformación cero. La transformación T:V -* V que aplica 
cada elemento de V en O se llama transformación cero y se designa por O. 

ejemplo 3. Multiplicación por un escalar fijo c. Tenemos aquí T:V V, 
donde T(x) = cx para todo x de V. Cuando c = 1, se trata de la transformación 
idéntica. Cuando c = 0, es la transformación cero. 

ejemplo 4. Ecuaciones lineales. Sean V = V„ y W = V m . Dados mn 
números reales aik, con / = 1, 2, ..., m y k = 1,2,...,«, definamos T:V n ~* V m 
como sigue: T aplica cada vector x = (x t ,... ,x„) de V„ en el vector y = (y,, 
... ,y m ) de V m de acuerdo con las ecuaciones 

yi=Ỳa ik x k para i = l,2,...,m. 

ejemplo 5. Producto interior con un elemento fijo. Sea V un espacio 
euclídeo. Para un elemento fijo z de V, definamos T: V -* R así: Si x e V, 
T(x) = (x, z), el producto interior de x por z. 

ejemplo 6. Proyección sobre un subespacio. Sean V un espacio euclídeo 
y S un subespacio de V de dimensión finita. Definamos T:V -* S así: Si x g V, 
T(x) es la proyección de x sobre S. 
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ejemplo 7. El operador derivación. Sea V el espacio lineal de todas las 
funciones reales / derivables en un intervalo abierto (a, b). La transformación 
lineal que aplica cada función / de V en su derivada /' se llama operador deriva- 
ción y se designa por D. Así pues, tenemos D: V -* V, donde D(f) = f' para 
cada / de V. 

eiemplo 8. El operador integración. Sea V el espacio lineal de todas las 
funciones reales continuas en un intervalo [a, &]. Si / e V, definamos g = T(f) 
como la función V dada por 

g(x) =J/ (Í ) dt si a < x b . 

Esta transformación T se llama operador integración. 


16.2 Núcleo y recorrido 

En esta sección, T representa una transformación lineal de un espacio lineal 
V en un espacio lineal W. 

teorema 16.1. El conjunto T(V) (recorrido de T) es un subespacio de W. 
Además, T aplica el elemento cero de V en el elemento cero de W. 

Demostración. Para demostrar que T(V) es un subespacio de W, tan sólo 
necesitamos comprobar los axiomas de clausura. Tomemos dos elementos cuales- 
quiera de T(V), sean T(x) y T(y). Entonces T(x) + T(y) = T(x + y), así que 
T(x) + T(y) pertenece a T(V). Asimismo, para cualquier escalar c tenemos 
cT(x) = T(cx), con lo que cT(x) pertenece a T(V). Por consiguiente, T(V) es un 
subespacio de W. Tomando c = 0 en la relación T(cx) = cT(x), encontramos que 
T(O) = O. 

definición. El conjunto de todos los elementos de V que T aplica en O se 
llama núcleo de T y se designa por N(T). Así pues, tenemos 

N(T)={x\xeV y T(x) = O). 


teorema 16.2. El núcleo de T es un subespacio de V. 

Demostración. Si x e y están en N(T), lo mismo les ocurre a x + y y a cx 
para todos los escalares c, ya que 

T(x + ý) = T(x) + T(y) = 0 y T(cx) = cT(x ) - O. 
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Los ejemplos que siguen describen los núcleos de las transformaciones linea- 
les dadas en la sección 16.1. 

ejemplo 1. Transformación idéntica. E1 núcleo es {O}, el subespacio 
constituido tan sólo por el elemento cero. 

ejemplo 2. Transformación cero. Puesto que todo elemento de V se aplica 
en cero, el núcleo es el mismo V. 

ejemplo 3. Multiplicación por un escalar fijo c. Si c # 0, el núcleo sólo 
contiene el elemento O. Si c = 0, el núcleo es V. 

ejemplo 4. Ecuaciones lineales. E1 núcleo está constituido por todos los 
vectores (x,,..., x„) de V„ para los cuales 

'%,a ik x k = 0 para í = 1, 2,. . ., m . 

ejemplo 5. Producto interior por un elemento fijo z. E1 núcleo consta 
de todos los elementos de V ortogonales a z. 

ejemplo 6. Proyección sobre un subespacio S. Si x e V, tenemos la 
única descomposición ortogonal x = s + s-L (según el teorema 15.15). Puesto que 
T{x) = s, tenemos T(x) = O si y sólo si x = s-L. Por consiguiente, el núcleo 'es 
S-L, el complemento ortogonal de S. 

ejemplo 7. Operador derivación. E1 núcleo está formado por todas las 
funciones constantes en el intervalo dado. 

ejemplo 8. Operador integración. E1 núcleo contiene solamente la fun- 
ción cero. 


16.3 Dimensión del núcleo y rango de la transformación 


También en esta sección T representa una transformación de un espacio lineal 
V en un espacio lineal W. Nos interesa la relación entre las dimensiones de V, del 
núcleo N(T) y del recorrido T(V). Si V es de dimensión finita, el núcleo también 
lo será por ser un subespacio de V. En el teorema que sigue, demostramos que 
el recorrido T(V) también es de dimensión finita; su dimensión se llama rango 
de T. 
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teorema 16.3. Si V es de dimensión finita, también lo es T(V), y tenemos 

(16.1) dim N(T) + dim T{V) = dim V. 

Dicho de otro modo, la dimensión del núcleo más el rango de una transformación 
lineal es igual a la dimensión de su dominio. 

Demostración. Sean n = dim V y una base para N(T), donde 

k = dim N(T) < n. Según el teorema 15.7, esos elementos forman parte de una 
cierta base de V, por ejemplo de la base 

(16.2) ei ,...,e k ,e kn ,...,e k+r , 

donde k + r = n. Demostraremos que los r elementos 

(16.3) T(e kil ),...,T(e tu .) 


forman una base de T(V), demostrando así que dim T(V) = r. Puesto que k+r=n, 
también eso demuestra (16.1). 

Demostramos primero que los r elementos de (16.3) generan T(V). Si 
y e T(V), es y = T(x) para un cierto x de V, y podemos escribir x = ei e x + 
+ . . . + Ck +r ek+r. Luego, tenemos 

y = =JV(^) =í cjieò +lc iT (eò = lcjieò 

puesto que T(eJ = ... =T(ek)= O. Esto demuestra que los elementos (16.3) 
generan T(V). 

Demostremos ahora que esos elementos son independientes. Supongamos que 
existieran escalares c* +1 ,.... c k+r tales que 

*Z c t T(eò = O. 


T \Jò 


= O 


Esto implicaría que 
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por lo que el elemento x = c* +1 e* + 1 + ... 4- c* + rC* + r sería del núcleo N(T). Sig- 
nifica esto que existirían escalares c lr ..., c* tales que x = c^e t + ... + c*c*, con 
lo que tendríamos 




Pero como los elementos (16.2) son independientes, todos los escalares c, han de 
ser cero. Por consiguiente, los elementos (16.3) son independientes. 


Nota: Si V es de dimensión infinita por lo menos uno de los dos N(T) o T(V) es 
de dimensión infînita. En el ejercicio 30 de la Sección 16.4 se esboza una demostración 
de este hecho. 


16.4 Ejercicios 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, se defîne una transformación T: V 2 —» V 2 
mediante la fórmula dada para T(x,y), donde (x,y) es un punto cualquiera de V 2 . Deter- 
minar en cada caso si T es lineal. Si T es lineal, decir cuáles son el núcleo y el recorrido, y 
calcular sus dimensiones 


1. T(x,y)=(y,x). 

2. T(x,y) = (x, -y). 

3. T(x,y)=(x, 0). 

4. T(x,y) = (x, x). 

5. T(x, y) = (x\y*). 


6. T(x,y)=(e*,e«). 

7. T(x,y) = (x, I). 

8. T(x,y)=(x + 1,4 + 1). 

9. T(x,y)=(x -y,x + y). 

10. T(x,y)=(2x -y,x+y). 


Hacer lo mismo en cada uno de los ejercicios del 11 al 15. Si la transformación 
T:V 2 —» V 2 es la que se indica. 

11. T hace girar cualquier punto el mismo ángulo <f> alrededor del origen. Esto es, T aplica 
un punto de coordenadas polares (r,0) en el punto de coordenadas polares (r,0+ </>), 
donde <f> es fijo. Además, T aplica O en sí mismo. 

12. T aplica cada punto en su simétrico respecto a una recta fija que pasa por el origen. 

13. T aplica todo punto en el punto (1, 1). 

14. T aplica cada punto de coordenadas polares (r, ) en el punto de coordenadas (2 r,0). 
Además, T aplica O en sí mismo. 

15. T aplica cada punto de coordenadas polares (r, 0) en el punto de coordenadas (r, 20). 
Además, T aplica O en sí mismo. 


Hacer lo mismo en cada uno de los ejercicios 16 al 23 si la transformación T: V 3 —» V ;) 
está defìnida por la fórmula que se da para T(x, y, z), donde (x, y, z) es un punto arbitrario' 
de V 3 . 


16. T(x,y,z)=(z,y,x). 

17. T(x,y,z) = (x, y, 0). 

18. T(x, y, z) = (x, 2y, 3z). 

19. T(x, y,z) =(x,y, 1). 


20. T(x,y, z) =(x + í,y + l,z - 1). 

21. T(x, y, z) = (x + 1,4 + 2, z + 3). 

22. T(x, y,z) =(x,y 2 ,z 3 ). 

23. T(x, y, z) = (x + z, 0, x + y). 
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En cada uno de los ejercicios del 24 al 27, la transformación T: V —> V es la que se 
indica. Determinar, en cada caso, si T es lineal. Si lo es, decir cuáles son el núcleo y el 
recorrido y calcular sus dimensiones cuando sean finitas. 

24. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x) de grado < n. Si p é V, 
q = T(p) signifxca que q(x) = p(x + 1) para todo real de x. 

25. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales derivables en el intervalo abierto 
(-1,1). Si /e V, g = T(f) significa que g(x) = xf'(x) para todo x de (—1,1). 

26. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales continuas en [a, b]. Si fsV, 
g = T(f) significa que 


g(x) =J*/(/) s en(x - /) dt para a <, x < b . 


27. Sea V el espacio de todas las funciones reales derivables dos veces en un intervalo 
abierto (a, b). Si y e V, defiiiir T(y) = y" + Py' + Qy siendo P y Q dos constantes. 

28. Sea V el espacio lineal de todas las sucesiones reales convergentes {*„}. Defmimos una 
transformación T:V —*V así: Si x = {*„} es una sucesión convergente con límite a, 
ponemos T(x) = {y„}, donde y„ = a — x„ para n > 1. Demostrar que T es lineal y decir 
cuáles son el núcleo y el recorrido de T. 

29. Sea V el espacio Iineal de todas Ias funciones continuas en el intervalo [ — tt, -n}. Sea S 
el’ subconjunto de V que consta de todas Ias funciones / que satisfacen las tres ecuaciones 


J_\/(0 dt = 0, J\ /(/) cos t dt = 0, [\ /(/) sen t dt = 0 . 

a) Demostrar que S es un subespacio de V. 

b) Demostrar que S contiene las funciones f(x) = cos nx y f(x) = sen nx para cada 
n = 2, 3, ... 

c) Demostrar que S es de dimensión infinita. 

Sea T: V => V Ia transformación lineal definida así: Si / e V, g = T(f) significa que 

g(x) = {1 + cos (x - /)}/(/) dt. 


d) Demostrar que T(V), el recorrido de T, es de dimensión finita y hallar una base 
para T(V). 

e) Determinar el núcleo de T. 

f) Hallar todos los números reales c ^ 0 y todas las funciones / no nulas de V tales que 
T(f) = cf. (Obsérvese que una tal / pertenece al recorrido de T.) 

3 °' w a Una tran , sformación Iineal de un espacio lineal V en un espacio lineal 

W. Si V es de dimensión infìnita, demostrar que por lo menos uno de los dos T(V) 
o N(T ) es de dimensión infìnita. 

[Indicación: Supóngase dim N(T) = k, dim T(V) = r, sea e v .... « una base 
para N(T) y sean ei, .... e t , e í¥ \, ... e k elementos 'independientes de V, siendo 

n > r. Los elementos T(e k+ 1). T(e k ,„) son dependientes ya que n > r. Utilizar 

este hecho para obtener una contradicción.] 
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16.5 Operaciones algebraicas con transformaciones lineales 

Las funciones cuyos valores pertenecen a un espacio lineal dado W pueden 
sumarse unas con otras y pueden multiplicarse por escalares de W de acuerdo 
con la definición siguiente. 

definición. Sean S:V W y T:V ~* W dos funciones con un dominio 
común V y con valores pertenecientes a un espacio lineal W. Si c es un escalar 
cualquiera de W, definimos la suma S + T y el producto cT por las ecuaciones 

(16.4) (S + T)(x) = S(x) + T(x), (cT)(x) = cT(x) 

para todo x de V. 

Nos interesa especialmente el caso en el que V es también un espacio lineal 
con los mismos escalares que W. En este caso designamos con J£(V, W) el con- 
junto de todas las transformaciones lineales de V en W. 

Si S y T son dos transformaciones lineales de £f( V, W), es un sencillo ejerci- 
cio comprobar que S + T y cT también son transformaciones lineales de S£(V, W). 
Aún más. Con las operaciones que acabamos de definir, el mismo conjunto 
T£( V, W) se transforma en un nuevo espacio lineal. La transformación cero sirve 
de elemento cero en ese espacio, y la transformación (— 1 )T es la opuesta de T. 
Se comprueba que se satisfacen los diez axiomas de un espacio lineal. Por con- 
siguiente, tenemos el siguiente. 

teorema 16.4. El conjunto £f(V, W) de todas las transformaciones linea- 
les de V en W es un espacio lineal con las operaciones de adición y multiplica- 
ción por escalares definidas en (16.4). 

Una operación algebraica más interesante que se efectúa con las transfor- 
maciones lineales es la composición o multiplicación de transformaciones. Esta 
operación no utiliza la estructura algebraica de un espacio lineal y puede definirse 
con entera generalidad del siguiente modo: 

definición. Dados los conjuntos U, V, W. Sean T:U ~* V una función con 
dominio U y valores en V, y S:V ~* W otra función con dominio V y valores en 
W. La composición ST es la función ST:U -*■ W definida por 

(ST)(x) = 5[T(.x:)] para todo xenU. 

Así pues, para aplicar x mediante la composición ST, aplicamos primero x 
mediante T y luege aplicamos T(x) por medio de S. Esto se representa en la figu- 
ra 16.1. 



Operaciones algebraicas con transformaciones lineales 


717 



Figura 16.1 Gráfico de la composición de dos transformaciones. 


La composición de funciones reales se ha encontrado repetidas veces en 
nuestro estudio del Cálculo, y hemos visto que la operación, en general, no es 
conmutativa. No obstante, como en el caso de las funciones reales, la composi- 
ción satisface la ley asociativa. 

TEOREMA 16.5. Si T:U -* V, S:V W, y R:W X son tres funciones, te- 
nemos 

R(ST ) = (RS)T 

Demostración. Las funciones R(ST) y (RS)T tienen ambas dominio U y 
valores en X. Para cada x de U, tenemos 

(R(ST)](x) = R[(ST)(x)] = R[S(T(x)]] y ((RS)T)(x) = (/ÎS)[r(x)] = /?[S[r(x)]], 
lo que demuestra que R(ST) = (RS)T. 

definición. Sea T:V V una función que aplica V en sí mismo. Defini- 
mos inductivamente las potencias enteras de T como sigue: 

T° = I, T n = TT n l para n> 1 . 

Aquí / representa la transïormación idéntica. E1 lector puede comprobar que 
la ley asociativa implica la ley de exponentes T m T n — T m ' n para todos los ente- 
ros no negativos m y n. 

E1 teorema que sigue prueba que la composición de transformaciones lineales 
es lineal. 
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teorema 16.6. Si U, V, W son espacios lineales con los mismos escalares, 
y si T-.U-+V y S:V~>W son transformaciones lineales, la composición ST:U^W 
es lineal. 

Demostración. Para todo x y todo y de U y todos los escalares a y b, te- 
nemos 

(ST)(ax + by) = S[T(ax + by)\ = S[aT(x) + bT(y)\ = aST(x) + bST(y). 

La composición puede combinarse con las operaciones algebraicas de adición 
y multiplicación por escalares en Í£(V, W) llegando al siguiente 

teorema 16.7. Sean U, V, W espacios lineales con los mismos escalares, 
supongamos que S y T pertenecen a Sf(V, W), y sea c un escalar cualquiera. 

a) Para cualquier función R con valores en V, tenemos 

(S + T)R = SR+ TR y (cS)R = c(SR). 

b) Para cualquier transformación lineal R:W -* U, tenemos 

R(S +T)=RS+ RT y R(cS) = c(RS). 

La demostración es una consecuencia inmediata de la definición de compo- 
sición y se deja como ejercicio. 


16.6 Inversas 

A1 estudiar las funciones reales aprendimos cómo construir nuevas funciones 
mediante la inversión de funciones monótonas. Queremos ahora extender el mé- 
todo de inversión a una clase más general de funciones. 

Dada una función T, nuestro objetivo es encontrar, si es posible, otra función 
S cuya composición con T sea la transformación idéntica. Puesto que la compo- 
sición, en general, no es conmutativa, tenemos que distinguir ST de TS. Por lo 
tanto introducimos dos tipos de inversas que llamamos mversa por la derecha e 
inversa por la izquierda. 

definición. Dados dos conjuntos V y W y una función T:V W. Se dice 
que una función S:T(V) -* V es inversa de T por la izquierda si S[T(x)] = * 
para todo x de V, esto es, si 

ST = I v , 
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donde I v es la transjormación ìdéntica sobre V. Una función R:T(V) *■> V se 
llama inversa de T por la derecha si T[/?(y)] = y para todo y de T(V), esto es, si 

TR = Itiv) > 

donde h(v ) es la transformación idéntica sobre T(V). 

ejemplo. Una función sin inversa por la izquierda pero con dos inversas 
por la derecha. Sean V = {l,2}y W = (0}. Definimos T:V -> W como sigue: 
T(í) = T( 2) = 0. Esta función tiene dos inversas por la derecha R:W -> V y 
jR': W -> V dadas por 


/?(0) = 1 , R'( 0) = 2 . 

No puede tener inversa por la izquierda S ya que ello exigiría 

1 = S[J(1)] = 5(0) y. 2 = S[T(2)] = 5(0). 

Este sencillo ejemplo pone de manifiesto que no tiene que existir necesariamente 
inversa por la izquierda y que la inversa por la derecha no tiene que ser necesa- 
riamente única. 

Toda función T:V -> W tiene por lo menos una inversa a la derecha. En efec- 
to, cada y de T(V) tiene la forma y = T(x) para al menos un x de V. Si elegimos 
uno de esos valores x y deftnimos R(y) = x, entonces T[R(y)] = T(x) = y para 
cada y de T(V), así que R es una inversa por la derecha. La no unicidad puede pre- 
sentarse debido a que puede haber más de un x de V que se aplique en un y de 
T(V). Dentro de poco demostraremos (teorema 16.9) que si cada y de T(V) es 
la imagen de un sólo x de V, la inversa por la derecha es única . 

Antes demostraremos que si existe inversa por la izquierda es única y, al mismo 
tiempo, es inversa a la derecha. 

teorema 16.8. Una T:V W puede tener a lo más una inversa por la 
izquierda. Si T tiene inversa por la izquierda S, entonces S es también inversa 
por la derecha. 


Demostración. Supongamos que T tenga dos inversas por la izquierda, 
S:T(V) -> V y S':T(V) -> V. Elijamos cualquier y en T(V). Demostraremos que 
S(y) = S'(y). Como y = T(x) para un cierto x de V, tenemos 


5[T(x)] = x y 


5'[T(x)] = x, 
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puesto que S y S' son ambas inversas por la izquierda. Por consiguiente S(y) = x 
y S'(y) = x, con lo que S(>) = S'(y ) para todo y de T(V). Por lo tanto S = S' 
lo que demuestra que las inversas por la izquierda coinciden. 

Demostremos ahora que toda inversa por la izquierda S es también inversa 
por la derecha. Elijamos un elemento cualquiera y en T(V). Demostraremos que 
T[S(y)] = y. Puesto que y e T(V), tenemos y = T(x) para un cierto x de V. Pero 
S es inversa por la izquierda, así que 

x = S[7Xx)] = S(y). 

Aplicando T, llegamos a T(x) = T[S(y)]. Pero y = T(x), con lo que y = T[S(y)], 
lo cual completa la demostración. 

E1 teorema que sigue caracteriza todas las funciones que tienen inversa por 
la izquièrda, 

teorema 16.9. Una función T-.V -* W tiene inversa por la izquierda si y 
sólo si T aplica elementos distintos de V en elementos distintos de W; esto es, 
si y sólo si, para cualesquiera x e y de V, 

(16.5) Xŷty implica T(x) ^ T(y). 

Nota: La condición (16.5) es equivalente a la afirmación 

(16.6) T(x) = T(y) implica x = y. 

Una función T que satisface (16.5) o (16.6) para cualesquiera x e y de V se denomina uno 

Demostración. Supongamos que S es la inversa por la izquierda de T, y que 
T(x)=T(y). Queremos demostrar que x=y. Aplicando S, encontramos S[T(x)] = 
S[T(y)]. Puesto que S[7’(x)] = x y S[T(y)] = y, esto implica x = y. Con ello 
queda demostrado que una función con inversa por la izquierda es uno a uno en 
su dorninio. 

Demostremos ahora el recíproco. Supongamos que T es uno a uno en V'. 
Encontraremos una función S:T(V) -* V que es inversa de T por la izquierda. 
Si y £ T(V), entonces y = T(x) para un cierto x de V. En virtud de (16.6), exis- 
te exactamente un x en V para el cual y = T(x). Definamos S(y) como ese x. Esto, 
es, defmamos S en T(V) como sigue: 

S(y) = .v implica que T(x) = y . 

Tenemos entonces S[T(x)] = x para cada x de V, así que ST = Iv. Por consi- 
guiente, la función S así definida es inversa de T por la izquierda. 
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definición. Sea T:V -* W uno a uno en V. La única inversa de T por la 
izquierda (la cual sabemos que también es inversa por la derecha) se designa 
por T \ Decimos que T es invertible, y llamamos a T ' la inversa de T. 

Los resultados de esta sección se refìeren a funciones cualesquiera. Seguida- 
mente aplicamos esas ideas a las transformaciones lineales. 


16.7 Transformaciones lineales uno a uno 

En esta sección, V y W representan espacios lineales con los mismos esca- 
lares, y T:V ■* W es una transformación lineal de £?(y, W). La linealidad de T 
nos permite expresar de varias maneras la propiedad de que una transformación 
lineal sea uno a uno. 

teorema 16.10. Sea T:V W una transformación lineal de £f{V, W). 
Son equivalentes las siguientes proposiciones. 

a) T es uno a uno en V. 

b) T es invertible y su inversa T ':T(V) -* V es lineal. 

c) Para todo x de V, T(x) = O implica x = O. Esto es, el núcleo N(T) con- 
tiene solamente el elemento cero de V. 

Demostración. Demostraremos que a) implica b), b) implica c), y c) impli- 
ca a). Supongamos primero que a) es cierta. T tiene entonces inversa (según el 
teorema 16.9), y tenemos que demostrar que T" 1 es lineal. Tomemos dos elemen- 
tos cualesquiera u y v de T(V). Entonces u = T(x) y v = T(y) para algún x y 
algún y de V. Para dos escalares cualesquiera a y b, tenemos 

au + bv = aT(x) + bT(y) = T(ax + by), 
ya que T es lineal. Luego, aplicando T l , tenemos 

T~\au + bv) = ax + by = aT l (u) + bT~\v), 

así que T _1 es lineal. Por consiguiente a) implica b). 

Supongamos seguidamente que b) es cierta. Tomemos un x cualquiera de V 
para el cual T(x) = O. Aplicando T~\ encontramos que x = T~\0) = O, puesto 
que T _1 es lineal. Por consiguiente, b) implica c). 

Por último, supongamos cierta c). Tomemos dos elementos cualesquiera u 
y v de V siendo T(u) — T(v). Por la linealidad, tenemos T(u — v) = T(u) — T(v) = 
= O, así que u — v = O. Por consiguiente, T es uno a uno en V, y queda comple- 
tada la demostración del teorema. 



722 


Transformaciones lineales y matrices 


Cuando V es de dimensión finita, la propiedad de ser uno a uno puede for- 
mularse en función de la dependencia y de la dimensionalidad, como se indica 
en el teorema que sigue. 

teorema 16.11. Sea T:V-*W una transformación lineal de V. W) y 
supongamos que V es de dimensión finita, dim V = n. Entonces son equivalentes 
las proposiciones siguientes. 

a) T es uno a uno en V. 

b) Si e, ,. . ., e p son elementos independientes de V, T(e,),. . ., T{e p ) son 
elementos independientes de T(V). 

c) dim T(V) = n. 

d) Si {e, ,..., e„} es una base para V, {T(e,),..., T(e„)} es una base 
para T(V). 

Demostración. Probaremos que a) implica b), b) implica c), c) implica d), 
y d) implica a). Supongamos que a) es cierta. Sean e r ,... ,e p elementos indepen- 
dientes de V y consideremos los elementos T(e x ),..., T(e p ) de T(V). Suponga- 
mos que 

ZcJie,) = 0 

para ciertos escalares c^,... ,c„. En virtud de la linealidad, obtenemos 
= 0 > y por tanto = 0 

ya que T es uno a uno. Pero e lt ...,e, son independientes, así que c, = . . . = 
c p = 0. Por consiguiente a) implica b). 

Supongamos ahora que es cierta b). Sea {e t .... ,e n } una base para V. Según 
b), los n elementos Tfa),... , T(e„) de T(V) son independientes. Por consiguien- 
te, dim T(V) > n. Pero, según el teorema 16.3, tenemos dim T(V) < n. Luegc 
dim T(V) — n, con lo cual b) implica c). 

Supongamos, seguidamente, que es cierta c) y sea {e u ... ,e„} una base para 
V. Tomemos un elemento cualquiera y en T(V). Entonces y = T(x) para algún 
x en V, así que tenemos 

x = cfii, y por tanto y = T(x) = 2 c iT(e t ). 

Por consiguiente {T(c,),..., T(e„)} genera T(V). Pero hemos supuesto que 
dim T(V) = n, así que {T^eJ ,... ,T(e„)} es una base para T(V). Por consi- 
guiente c) implica d). 
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Por último, supongamos cierta d). Demostraremos que T(x) = O implica 
x = O. Sea {e, ,. .., e„) una base para V. Si x e V, podemos escribir 

x = 2 cfii, y por tanto T(x) = c.Tjgj) . 


Si T(x) = O, entonces c,=.. ,= c„ = 0, puesto que los elementos T(e,),. . . , T(e„) 
son independientes. Por lo tanto x = O, con.lo cual T es uno a uno en V. Así 
pues, d) implica a) y el teorema queda demostrado. 

16.8 Ejercicios 


1. Sea V = {0,1}. Describir todas las funciones T:V->V. En total son cuatro. Desíg- 
nense con T v T 2 , T 3 , T 4 y construir una tabla de multiplicación que muestre la com- 
posición de cada par. Indicar cuáles son uno a uno en V y dar sus inversas. 

2. Sea V = {0, 1, 2). Describir todas las funciones T:V-> V para las cuales T(V) = V. 
En total son seis. Desígnensecon T v T 2 , ..., T s y construir una tabla de multiplicación 
que muestre la composición de cada par. Indicar cuáles son uno a uno en V, y dar sus 
inversas. 

En cada uno de los ejercicios del 3 al 12, una función T:V 2 —>V 2 se defme con la 
fórmula que se da para T(x, y), siendo (x,y) un punto cualquiera de V 2 . Determinar en 
cada caso si T es uno a uno en V 2 . Si es así, describir su recorrido T(V 2 ); para cada punto 
(u,v) de T(V 2 ); poner (x,y) = T^(u,v) y dar fórmulas para determinar x e y en función 
de u y v. 


3. T(x,y)=(y,x). 

4. T(x, y) = (x, -y). 

5. T(x,y) = (x, 0). 

6. T(x,y)=(x,x). 

7. T(x,y) = (x 2 ,/). 


8. T(x, y) = (e x , e’ J ). 

9. T(x,y)=(x, 1). 

10. T(x, v) =(x + 1 ,y + 1). 

11. T(x,y) =(x -y,x + >■). 

12. T(x,y) =(2x -y,x + y). 


En cada uno de los ejercicios del 13 al 20, se define una función T: V, —» V, con la 
fórmula que se da para T(x, y, z), siendo (x,y,z) un punto cualquiera de V 3 . En cada caso, 
determinar si T es uno a uno en V 3 . Si es así, describir su recorrido T(V 3 ); para cada punto 
(u,v,w) de T(V 3 ), póngase (x, y, z) = T'(u, v, w) y dar fórmulas para ía determinación de 
'X, y, z en función de u, v, y w. 


13. T(x,y,z) =(z,y,x). 

14. T(x,y,z) =(x,y, 0). 

15. T(x,y, z) =(x,2y,3z). 

16. T(x, y, z) = (x, y, x + y + z). 


17. T(x,y,z) = (x + í,y + 1, z — 1). 

18. T(x,y, z) = (x + 1, y + 2, z + 3). 

19. T(x,y,z) = (x, x + y,x + y + z). 

20. T(x,y, z) = (x + y,y + z, x + z). 


21. Sea T: V —> V una función que aplica V en sí mismo. Por inducción se definen las 
potencias con las fórmulas T" = 1, T n = TT" _1 para n > 1. Demostrar que la ley 
asociativa para la composición implica la ley de exponente T m T” = T m ' n . Si T es in- 
vertible, demostrar que T” también es invertible y que (T'T 1 = (T ’)". 
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En los ejercicios del 22 al 25, S y T representan funciones con dominio V y valores 
en V. En general ST ^ TS. Si ST = TS, decimos que S y T conmutan. 

22. Si S y T conmutan, demostrar que (ST) n = S n T n para cualquier entero n > 0. 

23. Si S y T son invertibles, demostrar que ST también lo es y que (ST) 1 = T _1 S _1 . Dicho 

de otro modo, la inversa de ST es la composición de las inversas, tomadas en orden 
inverso. 

24. Si S y T son invertibles y conmutan, demostrar que sus inversas también conmutan. 

25. Sea V un espacio lineal. Si S y T conmutan, demostrar que 

(S + T)" = S 2 + 2 ST + T 2 y (S + Tf = S 3 + 3 S 2 T + 3ST 2 + T 3 . 

Indicar cómo deben modificarse esas fórmulas si ST ^ TS. 

26. Sean S y T las transformaciones lineales de V 3 en V a definidas por las fórmulas 

S(x, y, z) = (z, y, x) y T(x, y, z) = (x,x + y, x + y + z), siendo (x, y, z) un punto cual- 

quiera de V, 

a) Determinár la imagen de (x, y, z) a través de cada una de las transformaciones si- 

guientes: ST, TS, ST - TS, S 2 , T 2 , (ST) S , <TS) 2 , (ST - TS) 2 . 

b) Demostrar que S y T son uno a uno en V 3 y hallar la imagen de (u, v, w) a través 

de cada una de las transformaciones: S -1 , T , (ST) -1 , (TS)~ l . 

c) Hallar la imagen de (x, y, z) a través de (T — /) n para cada n > 1. 

27. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x). Sean D el operador deriva- 
ción y T el operador integración que aplica cada polinomio p en un polinomio q dado 
por q(x) = J'g p(t)dt. Demostrar que DT = I pero que TD & I. Describir el núcleo y 
el recorrido de TD. 

28. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios realcs p(x). Sean D el operador deri- 

vación y T ìa transformación lineal que aplica p(x) en xp'(x). 

a) Poner p(x) = 2 + 3x — x 2 + 4x 3 y determinar la imagen de p a través de cada una 

, de las transformaciones siguientes: D, T, DT, TD. DT - TD, T 2 D 2 - D 2 T 2 . 

b) Determinar los polinomios p de V para los cuales T(p) = p. 

c) Determinar los polinomios p de V para los cuales (DT — 2D)(p) = O. 

d) Determinar los polinomios p de V para los cuales (DT — TD) n (p) = D n (p). 

29. Sean V y D como en el ejercicio 28 pero T es la transformación lineal que aplica p(x) en 
xp(x). Demostrar que DT — TD = I y que DT n — T n D = /tT"' 1 para todo n > 2. 

30. Sean S y T dos transformaciones lineales de ST(V, V) y supongamos que ST — TS = I. 
Demostrar que ST” - T n S = nT"' 1 para todo n > 1. 

31. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios p(x). Sean R, S, T funciones que apli- 
can un polinomio cualquiera p(x) = c 0 + c^x + ... + c„x" de V en los polinomios r(x), 
s(x) y t(x) respectivamente, siendo 

r(x) = p( 0) , s(x) = ±c k x^ , t(x) = (JC fc+1 . 

a) Poner p(x) = 2 + 3x — x 2 + x 3 y determinar la imagen de p a través de cada una 
de las transformaciones siguientes: R, S, T, ST, TS, (TS) 2 , T 2 S 2 , S 2 T 2 , TRS, RST. 

b) Demostrar que R, S y T son lineales y determinar el núcleo y el recorrido de cada 

c) Demostrar que T es uno a uno en V y determinar su inversa. 

d) S/ n > 1, expresar (TS) n y S n T n en función de / y R. 

32. En relación con el ejercicio 28 de la Sección 16.4. Determinar si T es uno a uno en V. 
Si lo es, decir cuál es la inversa. 
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16.9 Transformaciones lineales con valores asignados 

Si V es de dimensión finita, siempre podemos construir una transformación 
lineal T:V -* W con valores asignados a los elementos base de V, como se explica 
en el teorema siguiente. 

teorema 16.12. Sea e 1 ,...,e„ una base para un espacio lineal n-dimen- 


sional V. Sean «, ,... ,u„, n elementos arbitrarios de un espacio lineal W. Existe 
entonces una y sólo una transformación T:V -> W tal que 

(16.7) T(e k ) = u k para k = 1,2,...,«. 

Esta transformación T aplica un elemento cualquiera x de V del modo siguiente: 

(16.8) Si x = 2 x k e k , entonces T(x) = ^x k u k . 

Demostración. Todo x de V puede expresarse en forma única como combi- 
nación lineal de e x ,... ,e n , siendo los multiplicadores x k ,... ,x„ los componen- 


tes de x respecto a la base ordenada (e, ,..., e„). Si defìnimos T mediante (16.8), 
conviene comprobar que T es lineal. Si x = e* para un cierto k, entonces todos 
los componentes de x son 0 excepto el fc-ésimo, que es f, con lo que (16.8) da 
T(ek) = Uk, como queríamos. 

Para demostrar que sólo existe una transformación lineal que satisface (16.7), 
sea T' otra y calculemos T'(x). Encontramos que 

n*) = r (|x A ) =ïy(e k ) =Zx k u k = T(x). 


Puesto que T'(x) = T(x) para todo x de V, tenemos T' = T, lo cual completa la 
demostración. 

ejemplo. Determinar la transformación lineal T:V 2 -* V 2 que aplique los 
elementos base i = (1,0) y j = (0, 1) del modo siguiente 

T(i) = i + j, T(j) = 2i - j. 

Solución. Si x = x x i + x.J es un elemento arbitrario de V 2 , entonces T(x) 
viene dado por 

7( v ) = x í T( ì ) + x 2 T (j) = x x (i + j) + x 2 (2 i - j) = (x x + 2 x 2 )i + (x x - x 2 )j . 
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16.10 Representación matricial de las transformaciones lineales 

E1 teorema 16.12 demuestra que una transformación lineal T:V -*■ W de un 
espacio lineal de dímensión fìnita V está determinada por su acción sobre un 
conjunto dado de elementos base e r ,, e„. Supongamos ahora que el espacio W 

también es de dimensión finita, por ejemplo dim W = m, y sea iv, . w n una 

base para W. (Las dimensiones n y m pueden ser o no iguales.) Puesto que T 
tiene los valores en W, cada elemento T(ek) puede expresarse, con unicidad, como 
una combinación lineal de los elementos de la base w, ,. .., w m , por ejemplo 


T (e k ) = | t lk w ( , 

donde t lk ,..., t mk son los componentes de T(e k ) respecto a la base ordenada 

(tVi,..., w m ). Dispondremos verticalmente la m-pla (t ìk . t mk ), como a con- 

tinuación se indica: 


(16.9) 


Esto se llama vector columna o matriz columna. Tenemos una tal columna para 
cada uno de los n elementos T(e,),..., T(e„). Colocándolas una junto a otra y 
encerrándolas en un par de corchetes obtenemos la disposición rectangular si- 
guiente: 


~hi hì • ■ • t ln 
hi t 22 • • • í 2 „ 


U-x ••• 

Este cuadro se llama matriz y consta de m filas y n columnas. La llamamos matriz 
m X n . La primera fda es la matriz 1 X n (t tl , t 12 ,... , f,„). La matriz m X 1 
(16.9) es la fc-ésima columna. Los escalares t ik van afectados con dos índices, el 
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primero i indica la fila y el segundo k indica la columna en las cuales aparece tik. 
A tik le llamamos el elemento ik de la matriz. También se utiliza Ia notación abre- 
viada 


(í.fc), O Uik)"kll , 

para designar la matriz cuyo elemento ik es ta. 

Así pues, toda transformación lineal T de un espacio n-dimensional V en un 
espacio «i-dimensional W da origen a una matriz m X n (tn) cuyas columnas son 

los componentes de T(e,),..., T(e„) relativos a la base (iv,. w m ). La lla- 

mamos representación matricial de T relativa a unas bases ordenadas (e, . e„) 

de V y (iv, ,. . ., w m ) para W. Una vez conocida la matriz (/,*), los componentes 
de un elemento cualquiera T(x) con relación a la base (iv, ,. . ., w m ) pueden deter- 
minarse como se explica en el teorema que sigue. 

teorema 16.13. Sea T una transformación lineal perteneciente a 3?(V, W), 

donde dim V = n y dim W = m. Sean (e, ,, e„) y . . .. w,„) bases orde- 

nadas de V y W, respectivamente, y (tu) la matriz m X n cuyos elementos están 
determinados por las ecuaciones 


(16.10) 


T(e k ) = ft ikWi , 


para k = 1, 2. n . 


Entonces un elemento cualquiera 


(16.11) 


K = 2 X lc e k 


de V con componentes (*,,..., x„) relativo a (e, ,..., e„) es aplicado por T 
en el elemento 


(16.12) T(x) = Zy iWi 

en W con componentes (y, ,..., y m ) relativos a (w, ,. . . , w m ). Los y, están 
ligados a los componentes de x mediante las ecuaciones lineales 


(16.13) 


yi=2hkX k para i = 1 , 2 ,..., 
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Demostración. Aplicando T a cada uno de los miembros de (16.11) y uti- 
lizando (16.10), obtenemos 

T(x) =lx k T(e k )-ìxbîtM = t {ìy) W ' 

en donde cada y, viene dada por (16.13). Esto completa la demostración. 

Habiendo elegido un par de bases (e, ,... ,e„) y (w, ,..., w m ) para V y W, 
respectivamente, toda transformación lineal T:V -* W tiene una representación 
matricial (t,k). Recíprocamente, si disponemos de mn escalares colocados formando 
una matriz rectangular (t,k) y elegimos un par de bases ordenadas para V y W, 
es fácil demostrar que existe exactamente una transformación lineal T:V W 
que tiene esa representación matricial. Defìnimos T simplemente con los elementos 
base de V por medio de las ecuaciones (16.10). Entonces, según el teorema 16.12, 
existe una y sólo una transformación T:V W con esos valores asignados. La ima- 
gen T(x) de un punto x de V viene entonces dada por las ecuaciones (16.12) y 
(16.13). 

eiemplo 1. Construcción de una transformación lineal a partir de una ma- 
triz dada. Supongamos que disponemos de la matriz 2x3. 



Elijamos las bases usuales de vectores coordenados unitarios para V a y V 2 . En- 
tonces la matrjz dada representa una transformación lineal T: V 3 -» V 2 que aplica 
un vector cualquiera (x,, x 2 , x 3 ) de V s en el vector (y„y 2 ) de V 2 de acuerdo con 
las ecuaciones lineales 


Ji = 3* + — 2x a 

yz= *i + 0-^2 + 4x„. 

ejemplo 2. Construcción de una representación matricial de una transfor- 
mación lineal dada. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x) 
de grado <3. Este espacio tiene dimensión 4, y elegimos la base (l, x, x 2 , x x ). 
Sea D el operador derivación que aplica cada polinomio p(x) de V en su deri- 
vada p’(x). Podemos considerar D como una transformación lineal de V en W, 
donde W es el espacio tri dimensional de todos los polinomios reales de grado < 2. 
En IV elegimos la base (\,x, x 2 ). Para encontrar la representación matricial de D 
relativa a esa elección de bases, transformamos (derivamos) cada elemento base 
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de V y lo expresamos como una combinación lineal de los elementos base de W. 
Así pues, encontramos que 

D( 1) = 0 = 0 + Ojc + Ojc 2 , D(x ) = 1 = 1 + Ox + Ox 2 , 

D(x 2 ) = 2x = 0 + 2jc + Ox 2 , D(x 3 ) = 3x 2 = 0 + Ox + 3x 2 . 

Los coefìcientes de esos polinomios determinan las columnas de la representación 
matricial de D. Por consiguiente, la representación pedida viene dada por la si- 
guiente matriz 3X4. 


"0 1 0 0' 

0 0 2 0. 

_0 0 0 3_ 

Para hacer notar el hecho de que la representación matricial depende no sola- 
mente de los elementos base sino también de su orden, invirtamos el orden de los 
elementos base en W y utilicemos, en su lugar, la base ordenada (x 2 , x, 1). Enton- 
ces los elementos base de V se transforman en los mismos polinomios obtenidos 
antes, pero los componentes de éstos relativos a la nueva base (x 2 , x, 1) aparecen 
en orden inverso. Por consiguiente, la representación matricial de D ahora es 

'0 0 0 3' 

0 0 2 0 . 

0 1 0 0_ 

Calculemos una tercera representación matricial de D, usando la base 
(1, 1 + x, 1 + x + x 2 , 1 + x + x 2 + x :i ) para V, y la base (1, x, x 2 ) para W. 
Los elementos base de V se transforman así: 

D(l) = 0, D(1 + x) = 1, D( 1 + x + x 2 ) = 1 + 2x , 

D(1 + x + x 2 + x 3 ) = 1 + 2x + 3x 2 , 
con lo que la representación matricial en este caso es 
'0 1 1 1‘ 

0 0 2 2 
0 0 0 3_ 
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16.11 Construcción de una representación matricial en forma diagonai 

Ya que es posible obtener distintas representaciones matriciales de una trans- 
formación lineal dada mediante la elección de bases distintas, parece natural 
intentar elegir bases de modo que la matriz resultante tenga una forma lo más 
sencilla posible. E1 teorema que sigue prueba que podemos hacer todos los ele- 
mentos 0 excepto los de la diagonal que va desde el vértice superior izquierdo al 
inferior derecho. A lo largo de esa diagonal habrá una hilera de unos seguidos 
de ceros, siendo el número de unos igual al rango de la transformación. Una 
matriz (í,*) con todos los elementos = 0 cuando i ¥= k se llama matriz dia- 
gonal. 

teorema 16.14. Sean V y W espacios lineales de dimensión finita, con 
dim V = n y dim W = m. Supongamos que T e 3? ( V, W) y que r = dim T(V) 
represente el rango de T. Existen entonces una base (e ,,..., e„) para V y otra 
(wi ,, w„) para W tales que 


(16.14) 

T(e,) = para 

i= 1,2,... 


(16.15) 

T(e t ) = 0 para 

/ = r + 1,.. 

., n 


Por consiguiente, la matriz (í.t) de T relativa a esas bases tiene todos los elementos 
cero excepto los r elementos de la diagonal que valen 

ín = t 2i = • • ■ = t„ = 1. 

Demostración. Construimos primero una base para W. Puesto que T(V) 
es un subespacio de W con dim T(V) = r, el espacio T(V) tiene una base de r 
elementos en VV, sean éstos w, ,... ,w,. Según el teorema 15.7, esos elementos 
forman un subconjunto de una cierta base para W. Por consiguiente podemos ad- 
juntar unos elementos w r+1 ,... ,w m de modo que 

(16.16) (w 1 ,... ) w r> w r+1 ,...,wj 

sea una base para VV. 

Seguidamente construimos una base para V. Cada uno de los r primeros 
elementos n\ de (16.16) es la imagen por lo menos de un elemento de V. Elijamos 
uno de tales elementos de V y llamémosle Entonces T(e t ) = w, para i = 1, 
2,..., r así que (16.14) se satisface. Sea ahora k la dimensión del núcleo N(T). 
Según el teorema 16.3 tenemos n = k + r. Puesto que.N(T) = k, el espacio N(T) 
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tiene una base que consta de k elementos de V que designamos por e r+í ,, e/+k. 
Para cada uno de esos elementos, la ecuación (16.15) se satisface. Por lo tanto, 
para completar la demostración, tenemos que demostrar que el conjunto ordenado 

( 16 - 17 ) (<?i. e T , ,..., <?,+*) 

es una base para V. Ya que dim V = n = r + k, sólo tenemos que demostrar 
que esos elementos son independientes. Supongamos que una cierta combinación 
lineal de ellos sea cero, por ejemplo 

i-1 

Aplicando T y haciendo uso dè las ecuaciones (16.14) y (16.15), encontramos que 

r+fc r 

2 ^)= 2 ^ = 0 . 

Pero W\ . Wr son independientes, y por tanto C\ = ... = c r = 0. Por consi- 

guiente, los r primeros términos de (16.18) son cero, por lo cual (16.18) se re- 
duce a 


2 cfi = O. 

i—r+l 

Pero e,+\, e r +k son independientes puesto que forman una base para N(T), 
y por tanto..c r+1 =... =c,+i= 0. Por consiguiente, todos los c, de (16.18) soti 
cero, luego los elementos de (16.17) forman una base para V. Esto completa la 
demostración. 

ejemplo. Nos referimos al ejemplo 2 de la sección 16.10, donde D es el 
operador derivación que aplica el espacio V de los polinomios de grado < 3 
en el espacio W de los polinomios de grado <, 2. En este ejemplo, el recorrido 
T(V) = W, así que T tiene rango 3. Aplicando el método seguido en el teorema 
16.14, elegimos cualquier base para W, por ejemplo la base (l.x,x 2 ). Un con- 
junto de polinomios de V que se aplica sobre esos elementos es ( v, fv 2 , ỳ.x 3 ). 
Ampliamos este conjunto para lograr una base para V adjuntando el polinomio 
constante 1, que es una base para el núcleo de D. Por consiguiente, si empleamos 
la base (x, ỳx 2 , ^x 3 , 1) para V y la base (1, x, x 2 ) para W, la correspondiente 
representación matricial para D tiene la forma diagonal 

'1 0 0 0' 

0 10 0 . 

0 0 1 0 
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16.12 Ejercicios 

En todos los ejercicios en los que se considere el espacio vectorial V„, la base que se 
utilizará será la de los vectores coordenados unitarios si no se dice lo contrario. En los ejer- 
cicios relativos a la matriz de una transformación lineal T:V —>W siendo V = W, si no se 
indica lo contrario tomaremos la misma base en V y en W. 

1. Determinar la matriz de cada una de las siguientes transformaciones lineales de V„ en V„: 

a) la transformación idéntica, 

b) la transformación cero, 

c) multiplicación por un escalar fijo c. 

2. Determinar la matriz para cada una de las siguientes proyecciones. 

(a) T: V 3 — V 2 . donde 7'(x 1 , x 3 , x 3 ) = (x t , x 2 ). 

(b) T: V 3 -*V 2 , donde T(x x , x 2 , x 3 ) = (x 2 , x 3 ). 

(c) T: V 3 -*V 3 , donde T(x x ,x 2 ,x 3 ,x 4 , x 3 ) = (x 2 , x 3 , x 4 ). 

3. Una transformación lineal T: V 2 -> V 2 aplica los vectores base i y j como sigue: 

T(i) = i+j, T(j) = 2i — j . 

a) Calcular T(3i - 4j)y T z (3/ - 4j) en función de » y j. 

b) Determinar la matriz de T y de T 2 . 

c) Resolver la parte b) si la base (i,j) se reemplaza por (e v e 2 ), siendo e t = » - j, e 2 

= 3 i+j. 

4. Una transformación lineal T:V 2 ~*V 2 se define así: Cada vector (x,y) se transforma en 
su simétrico respecto al eje y y luego se duplica su longitud para obtener T(x, y). De- 
terminar la matriz de T y la de T 2 . 

5. Sea T:V S ~>V 2 una transformación lineal tal que 

T(k) = 2» + 3j + 5k , T(j+k)=i, T(i + j+k)=j — k. 

a) Calcular T(i + 2j + 3k)y determinar la dimensión del núcleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

6. Para la transformación lineal del ejercicio 5, se consideran las dos bases coincidentes 
con (e 2 , e 2 , e 3 ), siendo e\ = (2, 3, 5), e 2 = (1, 0, 0), e 3 = (0, 1, — 1) y determinar la 
matriz T relativa a las nuevas bases. 

7. Una transformación lineal T: V 3 -> V 2 aplica los vectores base como sigue: T(i) = (0, 0), 
T(j) = (1, 1), T(k) = (1, -1). 

a) Calcular T(4i — j + k)y determinar la dimensión del núcleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

c) Utilizando la base (i,j,k) en V 3 y la (w ìt w 2 ) en V 2 , siendo vvi = (1, 1), w 2 = (1,2), 
determinar la matriz de T relativa a esas bases. 

d) Hallar las bases (e 2 , e 2 , e 3 ) para V 3 y (tvi, w 2 ) para V 2 para las cuales la matriz de 
T tenga la forma diagonal. 

8. Una transformación lineal T:V —> V 3 aplica los vectores base como sigue: T(i) = 
(1, 0, 1), T(j)= (-1, 0, 1). 

a) Calcular T(2/ — 3j)y determinar la dimensión del núcleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

c) Hallar bases (e, ,e 2 ) para V 2 y (w r . w. z , wi 3 ) para V 3 para las cuales la matriz de T 
tiene forma diagonal. 

9. Resolver el ejercicio 8 si T(i) =(1, 0, 1) y T(j) = (1, 1, 1). 
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10. Sean V y W dos espacios lineales, ambos de dimensión 2 y con la misma base (e x , e 2 ). 
Sea T:V —*W una transformación lineai tal que 

T(e x + e 2 ) = 3e x + 9e 2 , T( 3e x + 2e 2 ) = le x + 23e 2 . 

a) Calcular T(e 2 — e^) y determinar la dimensión del núcleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T relativa a )a base dada. 

c) Utilizar para V la base (e 2 , e 2 ) y hallar una nueva base de la forma (e, + ae 2 , 
2e t + be 2 ) para IV, para la que la matriz de T tenga la forma diagonal. 

En el espacio lineal de todas las funciones reales, cada uno de los siguientes conjuntos 
es independiente y genera un subespacio V de dimensión finita. Utilizar el conjunto dado 
como base para V y sea D:V—* V el operador derivación. En cada caso, hallar la matriz 
de D y la de D 2 relativa a la base que se elige. 

11. (senjr, cos x). 15. ( — cos *, sen *). 

12. (1,jc, <?*)• 16. (sen jc, cos x, x sen x, x cos x). 

13. (1,1 +x,l + * + e®). 17. (e'senx, e* cos x). 

14. (e*, xe+). 18. (e 2 * sen 3 jc, e 2 * cos 3x). 

19. Elegir la base (1, x, x 2 , x 3 ) en el espacio lineal V de todos los polinomios reales de 
grado < 3. Sean D el operador derivación y T:V -* V la transformación lineal que 
aplica p(x) en xp'(x). Con relación a la base dada, determinar la matriz de cada una 
de las transformaciones siguientes: a) T; b) DT; c) TD; d) TD — DT; e) T 2 , - 
f) T 2 D* - D 2 T 2 . 

20. Con respecto al ejercicio 19. Sea W la imagen de V a través de TD. Hallar bases para 
V y W para las que la matriz TD tenga forma diagonal. 


16.13 Espacios lineales de matrices 

Hemos visto cómo las matrices se presentan espontáneamente como represen- 
taciones de las transformaciones lineaies. También se pueden considerar las ma- 
trices como elementos existentes con independencia de las transformaciones linea- 
les. Como tales elementos, forman otra clase de objetos matemáticos que pueden 
defìnirse por medio de las operaciones algebraicas que pueden realizarse con 
ellos. La relación con las transformaciones lineales da origen a esas defìniciones, 
pero tal relación será por el momento ignorada. 

Sean m y n dos enteros positivos y sea I m * el conjunto de todos los pares de 
enteros (i, j) tales que 1 < i < m, l < j < n: Cualquier función A cuyo dominio 
sea l m „ se denomina matriz m X n. E1 valor de la función A(i, j) se llama elemen- 
to ij de la matriz y se designará también por a,-,-. Ordinariamente se disponen 
todos los valores de la función en un rectángulo que consta de m filas y n co- 
lumnas, del modo siguiente 

r«n «xz ••• 

Û2X • • • a 2n 


- a ml a m2 ■ • • a mn- 
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Los elementos a,, pueden ser objetos arbitrarios de naturaleza cualquiera. Normal- 
mente serán números reales o complejos, pero a veces conviene considerar matrices 
cuyos elementos son otros objetos, por ejemplo, funciones. También designaremos 
las matrices mediante la notación abreviada 

A = ( a u)™jh o A = (a a ) . 

Si m = n, la matriz se llama cuadrada. Una matriz 1 X n se llama matriz fila ; 
una matriz m X 1 es una matriz cplumrta. 

Dos funciones son iguales si y sólp si tienen el mismo dominio y toman los 
mismos valores en cada elemento del dominio. Puesto que las matrices son fun- 
ciones, dos matrices A = (a >7 ) y B = (6„) son iguales si y sólo si tienen el mismo 
número de filas, el mismo número de columnas, e iguales elementos ûì/ = 6,,- para 
cada par (i', /). 

Supongamos ahora que los elementos son números (reales o complejos) y 
definamos la adición de matrices y la multiplicación por escalares siguiendo el 
mismo método que para funciones reales o complejas cualesquiera. 

definición. Si A = (íz,/) y B = ( bn) son dos matrices m X n y si c es un 
escalar cualquiera, definimos las matrices A + B y cA del modo siguiente 

A + B = (oy + b fj ), cA = (ca i; ). 

La suma sólo se define cuando A y B tienen el mismo tamafío m X n. 

ejemplo. Si 



Definimos la matriz O coiho la matriz m X n cuyos elementos son todos 0. 
Con esas defmiciones, es inmediato el ejercicio de comprobar que el conjunto de 
todas las matrices «Xnesun espacio lineal. Lo designamos con M m ,„. Si los ele- 
mentos son números reales, el espacio M m ,„ es un espacio lineal real. Si son nú- 
meros complejos, M m „ es un espacio lineal complejo. Es también fácil demostrar 
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que este espacio es de dimensión m X n. En efecto, una base para M m ,„ consta 
de mn matrices que tienen un elemento igual a 1 y todos los demás iguales a 0. 
Por ejemplo, las seis matrices 


"1 0 0" 

'0 1 0" 

ro o n 

o 

o 

o 

'0 0 0' 

‘0 0 0' 

_o o oj’ 

_0 0 oj’ 

O 

o 

o 

U 0 oj’ 

.0 i oj ’ 

0 0 1_ 


forman una base para el conjunto de todas las matrices 2X3. 


16.14 Isomorfismo entre transformaciones lineales y matrices 

Volvamos ahora a la relación entre matrices y transformaciones lineales. 
Sean V y W dos espacios lineales de dimensión finita con dim V=n y dimW=m. 

Elijamos una base (e t ,..., e„) para V y otra (w\ . w m ) para W. En esta 

discusión esas bases se mantienen fìjas. Designemoscon JíVV, W) el espacio lineal 
de todas las transformaciones lineales de V en W. Si T e J?(V, W), sea m(T) la 
matriz de T relativa a las bases dadas. Recordemos que m(T) se define como sigue. 

La imagen de cada elemento base e^ se expresa como una combinación lineal 
de los elementos base de W: 

(16.19) T(e k ) = ft ikWi para k = 1, 2,. . ., „ . 

Los multiplicadores escalares son los elementos ik de m(T). Así pues, tenemos 

(1Ô.20) m(T) = (t ik )” k Zi ■ 

La ecuación (16.20) define una nueva función m cuyo dominio es ~£(V, W) y 
cuyos valores son matrices de M m ,„. Puesto que toda matriz m X n es la matriz 
m(T) para una cierta T de V?(V, W), el recorrido de m es M m ,„. E1 teorema si- 
guiente prueba que la transformación m: J£(V, W) -*■ M m ,„ es lineal y uno a uno 
en ^(V, W). 


teorema 16.15. teorema de isomorfismo. Para cualesquiera S y T de 
W(V, W)y todos los escalares c, tenemos 

m(S +T) = m(S) + m(T) y m(cT) = cm(T) . 

Además, 

m(S) = m(T) implica S=T, 
así que m es uno a uno en J?(V, W). 
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Demostración. La matriz m(T) está formada con los factores t* de (16.19). 
Del mismo modo, la matriz m(S) está constituida con los factores s,k de las ecua- 
ciones 

(16.21) S(e k ) = fs ik w { para k = 1, 2,. . ., n . 

Puesto que tenemos 

(S -(- T)(e fc ) = ^ (s<* + y (cT)(e*.) = ^ ( c hk) w t » 

obtenemos m(S + T) = (s,* + /,*) = m(S) + m(T) y m(cT) = (cf,*) = cm(T). 
Esto demuestra que m es lineal. 

Para demostrar que m es uno a uno, supongamos que m(S) = m(T), siendo 
S = (s,*) y T = (fi*). Las ecuaciones (16.19) y (16.21) demuestran que S(e*) = 
= T(e*) para cada elemento base e*, así que S(x) = T(x) para todo x: de V, y por 
tanto S = T. 

Observación: La función m es un isomorfismo. Elegidas unas bases, m establece 
una correspòndencia uno a uno entre el conjunto de las transformaciones ïf (V, W) y 
el conjunto M m ,„ de las matrices m X n. Las operaciones de adición y multiplicación por 
escalares se conservan a través de esa correspondencia. Los espacios lineales Sf (V, W) 
y M m ,„ se dice que son isomorfos. Incidentalmente, el teorema 16.11 demuestra que el 
dominio de una transformación lineal uno a uno tiene la ditn'“''' : *n igual a su recorrido. 
Por consiguiente, dim Sf (V, W) = dim M m n = mn. 

Si V = W y elegimos la misma base para ambos, la matriz m(I) correspon- 
diente a la transformación idéntica I:V -* V es una matriz diagonal con los ele- 
mentos de la diagonal iguales a 1 y todos los demás iguales a 0. Esta se llama 
identidad o matriz unidad y se designa con I o con I„. 


16.15 Multiplicación de matrices 

Algunas transformaciones lineales pueden multiplicarse por medio de la com- 
posición. Definiremos ahora la multiplicación de matrices de manera que el pro- 
ducto de dos matrices corresponda a la composición de las transformaciones linea- 
les que ellos representan. 

Recordemos que si T:U -» + y S'-V -* W son transformaciones lineales, su 
composición ST:U W es una transformación lineal dada por 

ST(x) = S[T(jf)] para todo x de U. 

Supongamos que U, V, y W son de dimensión finita, por ejemplo 
dim U = n, dim V = p, dim W=m. 
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Elijamos bases para U, V, y W. Con relación a esas bases m(S) es una matriz 
mX p, T es una matriz p X n t y ST es una matriz m X n . La si- 
guiente definición de multiplicación de matrices nos permite deducir la relación 
m(ST) — m(S)m(T). Esto extiende a los productos la propiedad de isomorfismo. 

definición. Sean A una matriz m X p cualquiera, y B una matriz p X n 
cualquiera, tales como 

A = (a u )™ =í y B = (b tj %?_ % . 

El producto AB se define como la matriz m X n C = (cq) cuyo elemento ij viene 
dado por 

(16.22) c tj =Ỳ a ikbki • 


Observación: E1 producto AB sólo está definido si el número de columnas de 
A es igual al de filas de B. 


Si escribimos At para expresar la fila / de A y B 1 para la columna 
j de B, y las imaginamos como vectores de dimensión p, la suma (16.22) es sim- 
píemente el producto escalar At • B’. Es decir, el elemento.i/ de AB es el producto 
escalar de la fila i de A por la columna j de B: 

AB = (A t • BXjh ■ 

Así pues, la multiplicación de matrices puede considerarse como una generaliza- 
ción del producto escalar. 


EJEMPLO 1. 


Sean A = 



'4 6" 

5 -1 

P 2 


Puesto que A es 2 X 3 


y B es 3 X 2, el producto AB es la matriz 2X2 



T Aj 

• B 1 A x • B 2_ | 

rn 2H 


AB = 

= 

1 


A s 

• B 1 A 2 • B z \ 

Ll -7J 

Los elementos de AB se calculan así 


A, • B 1 = 

3-4 + 1 • 5 + 2 • 0 = 

= 17, A v - B 2 = 

3-6+ 1(- 

A 2 • B‘ = 

(_1). 4+ 1-5 + 0 

•0=1, a 2 - b 2 = 

(—1) • 6 + i 
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ejemplo 2. Sea 



Aquí A es 2 X 3 y B es 3 X 1, con lo que AB es la matriz 2x1 dada por 



Puesto que A x ■ B 1 = 2 • (-2) + 1 • 1 + (-3) • 2 = -9 y A g • B 1 = 1 • (-2) + 
+ 2 • 1 + 4 • 2 = 8. 

ejemplo 3. Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo tamano, enton- 
ces AB y BA están definidas. Por ejemplo, si 


r i 2i 

f3 41 

"-U J 

y J 

rn 8i 

r-i ìoi 

AB = 

BA = 

L 2 -2j 

L 3 12j 


Este ejemplo prueba que en general AB BA. Si AB = BA, decimos que A y B 
so n permutables o que conmutan. 


ejemplo 4. Si Ip es la matriz identidad p X p.entonces I P A = A para toda 
matriz A, p X n, y BI P = B para toda matriz B, m X p. Por ejemplo. 


'i o o“i r2" 

0 10 3 

_0 0 lj 4_ 


' 2 ' 

3 

_4_ 



"1 0 0 " 

0 1 0 
0 0 1 



Demostramos seguidamente que la matriz de una composición ST es el pro- 
ducto de las matrices m(S) y m(T). 
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teorema 16.16. Sean T:U -* V y S:V W dos transformaciones lineales, 
donde U, V, W son espacios lineales de dimensión finita. Entonces, elegidas unas 
bases fijas, las matrices de S, T y ST están relacionadas por la ecuación 

m(ST) = m(S)m(T) . 

Demostración. Supongamos que dim U = n, dim V = p, dim W = m. Sean 
(u x ,... ,u„) una base para U, (vi,, v p ) una base para V, y (w t .... , w m ) una 
base para W. Con relación a esas bases tenemos 

m(S) = ( s u)Ti -1 » donde S(v k ) = 2 s ik Wf para k = 1,2,.... p, 

t-i 

y 

m ( T ) = (tiùl’ih, donde T( Uj ) = £ t ki v k par a 7 = 1,2. n. 

*-i 

Por consiguiente, tenemos 

ST( Uj ) = S(T( Uj )] =Ìt kj S(v k )=Ìt ki îs ikWi = f (b ik t»)wi, 
con ello encontramos que 

m(ST) = ( ’ = m(S)m(T). 

\*-i /«,í-i 

Ya hemos observado que la multiplicación de matrices no siempre satisface 
la ley conmutativa. E1 teorema siguiente prueba que satisface las leyes asociativa 
y distributiva. 

TEOREMA 16.17. LEYES ASOCIATIVA Y DISTRIBUTIVA PARA LA MULTIPLICA- 

ción de matrices. Dadas las matrices A,B,C. 

a) Si los productos A(BC) y (AB)C tienen sentido, tenemos 

A(BC) = (AB)C (ley asociativa). 

b) Supongamos que A y B sean del mismo tamano. Si AC y BC tienen sen- 
tido, tenemos 

(A + B)C = AC + BC (ley distributiva por la derecha), 
en tanto que si CA y CB tienen sehtido, tenemos 

C(A + B) = CA + CB (ley distributiva por la izquierda). 
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Demostración. Esas propiedades pueden deducirse directamente a partir de 
la defìnición de multiplicación de matrices, pero preferimos razonar del siguiente 
modo. Introduzcamos los espacios lineales de dimensión fìnita U, V, W, X y las 
transformaciones lineales T:U V, S:V -> W, R:W X tales que fijadas unas 
bases, tenemos 


A = m(R), B = m(S), C = m(T). 

Según el teorema 16.16, es m(RS) = AB y m(ST) = BC. De la ley asociativa 
para la composición, encontramos que R(ST) = (RS)T. Aplicando el teorema 
16.16 una vez más a esa ecuación, obtenemos m(R)m(ST) = m(RS)m(T) o 
A(BC) = (AB)C, que demuestra a). La demostración de b) puede hacerse con 
un razonamiento parecido. 

definición. Si A es una matriz cuadrada, definimos la potencia entera de 
A por inducción como sigue: 

A° = I, A n = AA”- 1 para n > 1. 


16.16 Ejercicios 



BA, AC, CA, A(2B - 3C). 




, calcular B + C, AB, 


r° n 

. Sea A = I \. Hallar todas las matrices B, 2 X 2, tales que a) AB = O: b) BA = O. 


3. Hallar en cada caso a, b, c, d para que se satisfaga la ecuación dada. 


‘0 0 1 0' 

10 0 0 

b 


'1' 

9 

fa b c dl 

p o 2 o- 
0 0 11 

0 10 0 

c 

- 

6 

■ 4 4 J 

0 1 

0 0 

0 0 0 1_ 

d_ 


5. 


0 0 

1 °. 
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Calcular en cada caso AB — BA. 


'1 2 2' 
(a) A = 2 1 2 


I_1 2 3J 
r 2 o o- 

(b) A = 1 1 2 


5= -4 2 0 

1 2 lj 


ï = 3-2 4 . 

-3 5 11 


6. Sea A = . Comprobar que A 2 


rcos 0 -sen 61 
L sen e cos e\ 


Comprobar que A 2 = 


)S26 -sen20J 
n 26 cos 20J ' 



[-! 1 .1 


‘1 2 3' 

8. Sea A = 

0 1 1 

. Comprobar que A 2 = 

0 1 2 


_o 0 i_ 


0 0 1 


a fórmula general para A n y demostrarla por inducción. 


. Demostrar que A 2 = 2A — I y calcuiar A 100 . 


10. Hallar todas Ias matrices A, 2x2, tales que A 2 = O. 

11. a) Probar que una matriz A, 2x2, conmuta' con cualquier matriz 2 X 2 si y sóio 
A conmuta con cada una de las cuatro matrices 


u n 


n- p 


b) Hallar todas esas matrices A. 

12. La ecuación A 2 = / se satisface para cada una de las matrices 2x2 


‘1 0' 
.0 1 _ 
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donde b y c son números reales arbitrarios. Hallar todas las matrices A, 2 X 2, tales 
que A 2 = I. 


-ca 


, hallar matrices C y D, 2 X 2, tales que 


13. Si A = r 2 1 

L—2 3. 

AC =B y DA = B. 

14. a) Comprobar que las identidades algebraicas 

(A + B) 2 = A 2 + 2AB +B 2 y (y4 + B)(/4 — B) = A 2 — h 


o son ciertas 


T 1 -11 H °“1 

:iertas para las matrices 2x2, + = yB= 

Lo 2 ] Li 2J 


b) Modificar el segundo miembro de esas identidades para obtener fórmulas válidas 
para todas las matrices cuadradas A y B. 

c) iPara qué matrices A y B son válidas las identidades establecidas en a)? 


16.17 Sistemas de ecuaciones lineales 

Sea + = (an) una matriz «Xnde números dada, y sean c^ ,... ,c m otros 
m números. Un conjunto de m ecuaciones de la forma 

(16.23) ^,a ik x k = Ct para i'= 1, 2, ...,m, 

se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. Consideramos 
Xj ,..., x n como incógnitas. Una solución del sistema es una n-pla cualquiera de 
número (x, ,..., x„) para los que se satisfacen todas las ecuaciones. La matriz A 
se llama matriz de los coeficientes del sistema. 

Los sistemas lineales pueden estudiarse por medio de las transformaciones 
lineales. Elegimos las bases usuales de vectores coordenados unitarios en V„ y V m . 
La matriz de los coeficientes + determina una tr'ansformación lineal, T:V„ V m , 
que aplica un vector arbitrario x = (x, , ..., x„) de V„ en el vector y = (y t , 
y m ) de V m dado por las ecuaciones lineales 


yi = ^ a ik x k para i = 1, 2 ,..., m . 
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Sea c = (c t ,, c m ) el vector de V m cuyos componentes son los números que 
aparecen en el sistema (16.23). Este sistema puede escribirse más sencillamente 
poniendo 


T(x) = c . 

E1 sistema tiene una solución si y sólo si c está en el recorrido de T. Si un solo 
x de V„ se aplica en c, el sistema tiene una sola solución. Si más de un x se 
aplica en c, el sistema admite más de una solución. 

ejemplo 1. Un sistema sin solución. E1 sistema x + y = 1, x + y = 2 
no tiene solución. La suma de dos números no puede ser a la vez 1 y 2. 

eiemplo 2. Un sistema con solución única. E1 sistema x + y= 1, 
x — y = 0 tiene exactamente una solución: (x,y) = (i, i). 

ejemplo 3. Un sistema con más de una solución. E1 sistema x + y = 1, 
que consta de una ecuación con dos incógnitas, tiene más de una solución. Dos 
números cualesquiera cuya suma sea 1 dan una solución. 

A cada sistema lineal (16.23), podemos asociar otro sistema 


2 ^«** = 0 para i = 1,2,.. ., m , 


obtenido reemplazando cada c, en (16.23) por 0. Êste se llama el sistema homo- 
géneo correspondiente al (16.23). Si c O. el sistema (16.23) sc llama no ho- 
mogéneo. Un vector x de V„ satisfará el sistema homogéneo si y sólo si 

T(x)=0, 

donde T es la transformación lineal determinada por la matriz de los coeficientes. 
E1 sistema homogéneo tiene siempre la solución x = O, pero puede tener otras. 
E1 conjunto de soluciones del sistema homogéneo es el núcleo de T. E1 teorema 
siguiente expone la relación entre las soluciones del sistema homogéneo y las del 
sistema no homogéneo. 

teorema 16.18. Supongamos que el sistema no homogéneo (16.23) tenga 
una solución, por ejemplo b. 

a) Si un vector x es una solución del sistema no homogéneo, entonces el 
vector v = x — b es una solución del correspondiente sistema homo- 
géneo. 
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b) Si un vector v es una solución del sistema homogéneo, el vector x = v + b 
es una solución del sistema no homogéneo. 

Demostración. Sea T: V w —> V m la transformación lineal determinada por la 
matriz de los coeficientes, como antes se ha dicho. Puesto que b es una solución 
del sistema no homogéneo tenemos T(b) — c. Sean jc y v dos vectores de V„ tales 
que v = x — b. Entonces tenemos 


T(v) = T(x ~b) = T(x) - T(b) = T(x) - c. 

Por consiguiente T(x) = c si y sólo si T(v) = 'O. Esto demuestra a la vez a) y b). 


Este teorema prueba que el problema de hallar todas las soluciones de ur 
sistema no homogéneo se escinde en dos partes: 1) Hallar todas las soluciones 
v del sistema homogéneo, esto es, determinando el núcleo de T; y 2) hallar una 
solución particular b del sistema no homogéneo. Sumando b a cada uno de los 
vectores v del núcleo T, se obtienen todas las soluciones x = v + b del sistema 
no homogéneo. 


Sea k la dimensión de N(T). Si podemos encontrar k soluciones independien- 
tes t', n del sistema homogéneo, ellas formarán una base para N(T), y po- 
demos obtener cualquier v de N(T) formando todas las combinaciones lineales 


donde t x ,... ,ty. son escalares arbitrarios. Esta combinación lineal se llama solu- 
ción general del sistema homogéneo. Si b es una solución particular del sistema no 
homogéneo, entonces todas las soluciones x vienen dadas por 

x = b + t k v x + • • • + t k v k . 

Esta combinación lineál se llama solución general del sistema no homogénco. 
E1 teorema 16.18 puede ponerse en esta otra forma: 


teorema 16.19. Sea T-.V n ~* V m la transformación lineal tal què T(x) = y, 
donde x = (x, ,..., x„), y = (y^ ..... y m ), e 


y< = Ỳa ik x k para i = 1, 2,.. ., m . 
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Sea k la dimensión del núcleo de T. Si v t ,... ,vk son k soluciones independien- 
tes del sistema homogéneo T(x) = O, y si b es una solución particular del sistema 
no homogéneo T(x) = c, entonces la solución general del sistema no homogéneo es 
x = b + tiPi + • • • + t k v k , 


Este teorema no nos dice cómo encontrar una solución particular b del sis- 
tema no homogéneo, ni las soluciones v lt ...,vk del sistema homogéneo. Nos dice 
tan sólo lo que puede obtenerse cuando el sistema no homogéneo tenga una so- 
lución. E1 siguiente ejemplo, aunque muy sencillo, ilustra el teorema. 

ejemplo. E1 sistema x + y = 2 tiene como sistema homogéneo asociado la 
ecuación x + y = 0. Por consiguiente, el núcleo consta de todos los vectores de 
V 2 de la forma (t, —t), siendo t arbitrario. Puesto que ( t, —t) = /(1, — 1), éste es 
un subespacio uni dimensional de V 2 con base (1,-1). Una solución particular 
del sistema no homogéneo es (0,2). Por tanto, la solución general del sistema no 
homogéneo viene dada por 

(x, y) = (0, 2) + f(l, — 1 ) ó x = t, y = 2 — t, 
siendo t arbítrario. 


16.18 Técnicas de cálculo 

Volvamos al problema del cálculo efectivo de las soluciones de un sistema 
lineal no homogéneo. Aunque se han desarrollado muchos métodos para atacar 
este problema, todos exigen cálculos considerables si el sistema es de gran tama- 
no. Por ejemplo, para resolver un sistema de diez ecuaciones con el mismo número 
de incógnitas pueden ser necesarias varias horas de cálculos, incluso con la ayuda 
de un calculador manual. 

Vamos a comentar un método muy utilizado, que se llama método de elimi- 
nación de Gauss-Jordan, que es relativamente sencillo y puede programarse fácil- 
mente para calculadores electrónicos de alta velocidad. E1 método consiste en la 
aplicación de tres operaciones fundamentales a las ecuaciones lineales del sistema: 

1) Intercambio de dos ecuaciones. 

2) Multiplicación de todos los términos de una ecuación por un escalar no 
nulo. 

3) Suma de una ecuación a otra multiplicada por un escalar. 
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Cada vez que efectuamos una de esas operaciones en el sistema obtenemos un 
nuevo sistema con las mismas soluciones. Dos sistemas con las mismas soluciones 
se llaman equivalentes. Efectuando esas operaciones una tras otra de modo siste- 
mático llegamos por fin a un sistema equivalente que puede resolverse a simple 
vista. 

Ilustraremos el método con algunos ejemplos particulares. Se verá entonces 
cómo se aplica el método en general. 

ejemplo 1. Sistema con solución única. Consideremos el sistema 


2x — 5y + 4z = —3 
x — 2y + z — 5 
x — 4y + 6z = 10. 


Este sistema tiene solución única, x=124,y=75, z = 31, que obtendremos por el 
método de eliminación de Gauss-Jordan. Para evitar trabajo no copiamos las le- 
tras x, y, z ni los signos de igualdad, sino que trabajaremos con la matriz ampliada 


(16.24) 

'2 -5 4 

1 -2 1 

-3' 

5 


1 -4 6 

10 . 


obtenida por la adjunción de los segundos miembros del sistema a la matriz de 
los coeficientes. Las tres operaciones básicas antes mencionadas se efectúan con 
las filas de la matriz ampliada y se llaman operaciones fila. En cualquier fase del 
proceso podemos poner las letras x, y, z e intercalar los signos de igualdad en las 
verticales correspondientes obteniendo ecuaciones. Nuestro obietivo es llegar a 



'10 0 

124' 

(16.25) 

0 1 0 

0 0 1 

75 

31 


la matriz ampliada después de una sucesión de operaciones fila. E1 correspondiente 
sistema de ecuaciones es x = 124, y = 75, z = 31, que nos da la solución 
deseada. 
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E1 primer paso es obtener un 1 en el vértice superior izquierdo de la matriz 
Podemos hacerlo i ntercambiando la primera fila de la matriz dada (16.24) 
con la segunda o con la tercera. O bien, podemos multiplicar la primera fila por 
i- Intercambiando las filas primera y segunda, obtenemos 


1 -2 1 
2-5 4 
1 -4 6 


E1 paso siguiente consiste en convertir todos los restantes elementos de la 
primera columna en ceros, dejando el primero intacto. Basta para ello multiplicar 
la primera fila por — 2 y sumar el resultado a la segunda fila. Luego multiplica- 
mos la primera fila por — 1 y sumamos el resultado a la tercera. Después de esas 
dos operaciones, obtenemos 


(16.26) 


-2 1 
-1 2 
-2 5 



Repetimos ahora el proceso en la matriz reducida 5 j 5J c l ue 

aparece junto a los dos ceros. Podemos obtener 1 en su vértice superior izquierdo 
multiplicando la segunda fila de (16.26) por —1. Esto nos da la matriz 

‘1 -2 1 5" 

0 1 -2 13 . 

.0 -2 5 5 

Multiplicando la segunda fila por 2 y sumando el resultado a la tercera, conse- 
guimos 


(16.27) 


A1 llegar aquí, el correspondiente sistema de ecuaciones viene dado por 
x-2y+ z = 5 
y - 2z = 13 
z = 31 . 
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Estas ecuaciones pueden resolverse sucesivamente partiendo de la tercera y tra- 
bajando hacia atrás, dándonos 

z = 31, y = 13 + 2z = 13 + 62 = 75, * = 5 + 2y - z = 5 + 150 - 31 = 124. 

O bien, podemos continuar el proceso de Gauss-Jordan convirtiendo en ceros 
todos los elementos situados por encima de la diagonal de unos en la segunda 
y en la tercera columnas. Multiplicando la segunda fila de (16.27) por 2 y su- 
mando el resultado a la primera, obtenemos 

'l 0 -3 31 

0 1-2 13 • 

0 0 1 31_ 

Por último, multiplicamos la tercera fila por 3 y sumamos el resultado a la primera 
fila, y luego multiplicamos la tercera fila por 2 y sumamos el resultado a la se- 
gunda con lo que llegamos a la matriz (16.25). 

ejemplo 2. Sistema con más de una solución. Consideremos el siguiente 
sistema de 3 ecuaciones con 5 incógnitas: 

2x - 5y + 4z + u - v = -3 
(16.28) x — 2y + z - u + v= 5 

x — 4y + 6z + 2u — v = 10. 

La correspondiente matriz ampliada es 

'2-5 4 1 -1 -3' 

1-2 1-1 1 5 • 

1 -4 6 2 -1 10 

Los coeficientes de x,y , z y los segundos miembros son los mismos que los del 
ejemplo 1. Si efectuamos las mismas operaciones fila que en el ejemplo 1, llega- 
mos a la matriz ampliada 

'l 0 0 -16 19 124' 

0 10 -9 11 75 . 

0 0 1 -3 4 31_ 
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E1 correspondiente sistema de ecuaciones puede resolverse respecto a x, y, z en 
función de u y v dándonos 

x=l24+ 16 u - I9v 
y= 75+ 9 u- 11» 
z = 31 + 3 u — 4v . 

Si hacemos u = t, y v = t 2 , siendo /, y t 2 números reales arbitrarios, y determi- 
minamos x, y, z mediante esas ecuaciones, el vector (x, y, z, u, v) de V-, dado por 

(x, y, z,u,v) = ( 124 + 16í! - 19r 2 ,75 + 9^ - 1 lt 2 , 31 + 3^ - 4 í 2 , t x , í 2 ) 
es una solución particular del sistema no homogéneo (16.28). Los dos vectores 
(x,y, z, u, v ) = (124, 75, 31, 0, 0) + ^(16, 9, 3, 1, 0) + t 2 (- 19, -11, -4, 0, 1). 

Esta ecuación nos da la solución general del sistema. E1 vector (124, 75, 31, 0, 0) 
ss una solución particular del sistema no homogéneo (16.28). Los dos vectores 
(16, 9, 3, 1, 0) y ( — 19, —11, —4, 0, 1) son soluciones del correspondiente sis- 
tema homogéneo. Puesto que son independientes, constituyen una base para el 
espacio de todas las soluciones del sistema homogéneo. 

ejemplo 3. Sistema sin solución. Consideremos el sistema 

2x — 5y + 4z = —3 
(16.29) x-2y+ z= 5 

x-4y + Sz= 10. 

Es idéntico al del ejemplo 1 excepto que en el coefìciente de z en la tercera ecuación 
ha sido cambiado el 6 por un 5. l» matm ampliada correspondiente es 

2 -5 4 -3' 

1-21 5 . 

1 -4 5 10 

Aplicando las mismas operaciones fila usadas en el ejemplo 1 para transformar 
(16.24) en (16.27), llegamos a la matriz ampliada 


(16.30) 


"l -2 1 

0 1 -2 
0 0 0 


13 

31 
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Cuando la última fila se expresa como ecuación, llegamos a 0 = 31. Por consi- 
guiente el sistema original no tiene solución puesto que los dos sistemas (16.29) 
y (16.30) son equivalentes. 

En cada uno de los ejemplos anteriores, el número de ecuaciones no excedía 
al de incógnitas. Si hay más ecuaciones que incógnitas, el proceso de Gauss- 
Jordan puede aún aplicarse. Por ejemplo, consideremos el sistema del ejemplo 1, 
que tiene la solución x — 124, y = 75, z = 31. Si adjuntamos una nueva ecua- 
ción a este sistema que sea satisfecha por la misma terna, por ejemplo, la ecua- 
ción 2x — 3y + z = 54, entonces el proceso de eliminación nos lleva a la matriz 
ampliada 

’l 0 0 124" 

0 10 75 

0 0 1 31 

0 0 0 0 _ 

con una fila de ceros en la parte inferior. Pero si adjuntamos una nueva ecuación 
que no se satisfaga por la terna (124, 75, 31), por ejemplo la ecuación 
x + y + z = 1, entonces el proceso de eliminación nos conduce a lá matriz 
ampliada de la forma 


’l 

0 

0 

124’ 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

0 

0 

0 

a_ 


donde a # 0. La última fila nos da una ecuación contradictoria 0 = a lo que 
prueba que el sistema no tiene solución. 


16.19 Inversas de matrices cuadradas 


Sea A = (aij) una matriz cuadrada n X n, tal que BA — I, siendo / la ma- 
triz identidad n X n, entonces A se llama no singular y B la inversa de A por 
la izquierda. 

Elegida la base usual de los vectores coordenados unitarios de V„, sea 
T\Vn “*• V„ la transformación lineal con matriz m(T) — A. Tenemos entonces el 
siguiente 
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teorema 16.20. La matriz A es no singular si y sólo si T es invertible. Si 
BA = I, entonces B = m{T r ). 

Demostración. Supongamos que A es no singular y que BA = /. Demostra- 
remos que T(x) = O implica x = O. Dado x tal que T(x) — O, sea X la matriz 
columna n X 1 formada a partir de los componentes de x. Puesto que T(x) = O, 
la matriz producto AX es una matriz columna n X 1 formada por ceros, así que 
B(AX) es también una matriz columna de ceros. Pero B(AX) = (BA)X = IX = X, 
por lo que todo componente de x es 0. Por consiguiente, T es invertible, y la 
ecuación 7T _1 = I implica que m(T)m(T~') = / o Am(T~') = /. Multiplicando 
a la izquierda por B, encontramos m(T ') = B. Recíprocamente, si T es invertible 
entonces T 'T es la transformación idéntica así que m(T~')m(T) es la matriz 
identidad. Por consiguiente A es no singular y m(T~')A = /. 

Todas las propiedades de las transformaciones lineales invertibles tienen su 
contrapartida para las matrices no singulares. En particular, las inversas por la 
izquierda (si existen) son únicas, y toda inversa por la izquierda es también in- 
versa por la derecha. Dicho de otro modo, si A es no singular y BA = /, enton- 
ces AB = /. Llamamos a B la inversa dé A y la designamos por /4“'. La inver- 
sa A~ 1 también es no singular y su inversa es A. 

Seguidamente demostramos que el problema de la determinación efectiva de 
los clementos de la inversa de una matriz no singular es equivalente a la resolu- 
ción de n sistemas lineales no homogéneos. 

Sea A — ( a „) no singular y soa .1 = (/>„■) su inversa. Los elementos de A 

y A~ l están ligados por las n 2 ecuaciones. 

(16.31) Ìfl, Aí = 4f, 


siendo ôti =1 si i = /', y <5„- = 0 si i ¥= j. Para cada valor fijo de /', podemos 
considerar (16.31) como un sistema no homogéneo de n ecuaciones lineales con 
n incógnitas ò,/, ò 2 ,,..., b„j. Puesto que A es no singular, cada uno de esos 
sistemas tiene solución única, la columna /' de B. Todos esos sistemas tienen la 
misma matriz de coeficientes A y difìeren tan sólo en sus segundos miembros. 
Por ejemplo, si A es una matriz 3X3, existen 9 ecuaciones en (16.31) que pueden 
representarse como 3 sistemas lineales que tienen las siguientes matrices ampliadas: 


flll a 12 flli 1 

fl‘21 a 22 fl 2 3 0 

_ a 31 «32 «33 0. 


«12 

«22 


«32 
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Si aplicamos el proceso de Gauss-ïordan, llegamos a las respectivas matrices am- 
pliadas 


o 

o 

bu 


o 

o 

b 12 


"10 0 

b 13 ' 

0 1 0 

b 2 1 


0 1 0 

b 22 


0 1 0 

b 23 

0 0 1 

b 31 _ 


0 0 1 

b 32 


0 0 1 

V 


En la práctica aprovechamos el hecho de que los tres sistemâs- tienen la misma 
matriz de coeficientes y resolvemos los tres sistemas de una vez trabajando con 
la matriz ampliada' 


~a n a 12 

«13 

1 

0 0" 

a 21 a 22 

«23 

0 

1 0 

a 31 a 32 

«33 

0 

0 1. 


E1 proceso de eliminación nos lleva a 

'1 0 0 b n b l2 V 

0 1 0 b 2l b 22 b 23 

0 0 1 b 31 b 32 b 33 


La matriz de la parte derecha de la barra vertical es la inversa deseada. La de la 
izquierda es la matriz identidad 3X3. 

No es preciso conocer de antemano si A es no singular. Si A es singular, pode- 
mos aún aplicar el método de Gauss-Jordan, pero ocurre que en el proceso uno 
de los elementos de la diagonal se convierte en cero, y no será posible transformar 
A en la matriz identidad. 

16.20 Ejercicios 


Aplicando el proceso de Gauss-Jordan a 
la solución general, si exi.ste. 


1. x + y + 3z = 5 
2x - y + 4z = 11 

-y+ z= 3. 

2. 3x + 2y + z = 1 
5x +3y + 3z =2 

x + y - z = ì. 


uno de los sistemas siguientes, determinar 


3. 3x +2y + z = 1 
5x + 3y +3z =2 
7x + 4y + 5z = 3. 

4. 3x +2y + z = 1 
5x +3y + 3z =2 
7x + 4y + 5z = 3 

x + y - z = 0. 
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5. 3x — 2y + 5z + u = 1 

+ ^-3z+2m=2 

6x + y — 4z + 3« = 7. 

6. Jf + 7 — 3z + «=5 
2* - + + z — 2u — 2 
Ix + y — Iz + 3u = 3. 


7. jc + + 2z + 3 u + 4v 

2x +2y + 7z + Uu + Ì4v 
3x + 3y + 6z + 10w + 15« 

8. x -2y + z + 2u = -2 

2* + 3j — z — 5« = 9 

4x — y + z — // = 5 

5jc - 3y + 2z + « = 3. 


9. Demostrar que el sistema x + y + 2z = 2, 2x — y + 3z = 2, 5x — y + az = 6, tiene so- 
lución única si a + 8. Hallar todas las soluciones cuando a = 8. 

10. a) Determinar todas las soluciones del sistema 

5x + 2y — 6z + 2u = -1 
x - y + z — u = -2. 


b) Determinar todas las soluciones del sistema 

5x + 2y — 6z + 2« = -1 
x - y + z — u = -2 
x + y + z = 6 


11. Este ejercicio nos indica cómo se determinan todas las matrices no singulares 2x2. 
Demostrar que 


Deducir que 


c 


= (ad — bc)I. 


no singular si y sólo si ad — bc yt 0, en cuyo 


inversa es 


_l_ r 

ad — bc L_ c 


Determinar la inversa de cada una de las matrices de los ejercicios del 12 al 16. 


12 . 


13. 


14. 
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■1 2 3 4' 

0 12 3 
15. 

0 0 12 
0 0 0 í. 

“0 1 0 0 0 0“ 

2 0 2 0 0 0 

0 3 0 1 0 0 

16 ‘ 0 0 10 2 0 ' 

0 0 0 3 0 1 

_0 0 0 0 2 0 _ 


16.21 Ejercicios varios sobre matrices 

1. Si una matriz cuadrada tiene una columna de ceros o una fila de ceros, demostrar que 
es singular. 

2. Para cada una de las proposiciones siguientes relativas a matrices n X n, dar una de- 
mostración o un contraejemplo. 

a) Si AB + BA = O, entonces A*B 3 = B 3 A 2 . 

b) Si A y B son no singulares, entonces A + B es no singular. 

c) Si A y B son no singulares, entonces AB es no singular. 

d) Si A, B, y A + B son no singulares, entonces A — B es no singular. 

e) Si A 3 = O, entonces A — / es no singular. 

f) Si el producto de k matrices A t ... At es no singular, cada una de las matrices A ( es 
no singular. 

fl 2] 

3. Si A = 5 ^ , hallar una matriz no singular P tal que P~ 3 AP = 

4. La matriz A = J , donde i 2 = —1, a = |(1 + V5), y b = j 

propiedad de que Á 2 = A. Describir en forma completa todas las matrices A, 2X2, 
con elementos complejos tales que A 2 = A. 

5. Si A 2 = A, demostrar que (A + f) k = I + (2* — 1)A. 

6. La teoría de la relatividad utiliza un conjunto de ecuaciones de la forma x' = a(x — vt), 

y' = y, z' = z, t' = a(t — vx/c 2 ). Aquí v representa la velocidad de un objeto que se 

mueve, c la velocidad de la luz, y a = c/\/c* — u 2 , donde jfj < c. La transformación 
que aplica el vector bi dimensional (x, t) en (x', t') se llama transformación de Lorentz. 
Su matriz relativa a las bases usuales se designa con L(v) y viene dada por 



,(1 - V5), tiene la 
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Obsérvese que L(v) es no singular y que L( 0) = 1. Demostrar que L(v)L(u) = L(w), 
siendo iv = (u + r)c 2 /(w' + c 2 ). Es decir, el producto de dos transformaciones de 
Lorentz es otra transformación de Lorentz. 

7. Si cambiamos las filas por las columnas en una matriz rectangular A, la nueva matriz 
así obtenida se llama la transpuesta de A y sedesignapor A'. Por ejemplo, si tenemos 


A 


entonces A 1 = 


2 5 

3 6 


Demostrar que las transpuestas tienen las propiedades siguientes: 

(a) (A')‘ = A. (b) (A +B)< = A‘ + B'. (c) (cA)< = cA'. 

(d) (AB)< = B‘AK (e) (A 1 )- 1 = (/T 1 )' si A esno singular. 

8. Una matriz cuadrada A se Uama matriz ortogonal si AA' = 1. Comprobar aue la matriz 


Tcose — sen 01 

2 x 2 | sen @ cos a I es orto 8 ona l P ara cada número real 0. Si A es cualquier 
matriz ortogonal n X n, demostrar que sus filas, consideradas cbmo vectores de V„, for- 
man un conjunto ortogonal. 

9. Para cada una de las proposiciones siguientes acerca de las matrices n X n, dar una 
demostración o en su lugar un contra ejemplo. 

a) Si A y B son ortogonales, A + B es ortogonal. 

b) Si A y B son ortogonales, AB es ortogonal. 

c) Si A y AB son ortogonales, B es ortogonal. 

10. Matrìces de Hadamard, llamadas así por Jacques Hadamard (1865-1963), son aquellas 
matrices n X n con las propiedades siguientes: 

I. Cada elemento es 1 ó —1. 

II. Cada fila, considerada como un vector de V„, tiene longitud igual a \'n . 

III. E1 producto escalar de dos ftlas distintas cualesquiera es 0. 

Las matrices de Hadamard se presentan en ciertos problemas de geometría y en la 
teoría de números, y han sido aplicadas recientemente en la codificación óptima para la 
comunicación espacíal. A pesar de su aparente simplicidad, presentan muchos problemas 
sin resolver. E1 principal problema no resuelto en este momento es el de determinar todos 
los valores de n para los que existe una matriz de Hadamard n X n. Este ejercicio da 
idea de una solución parcial. 

a) Determinar todas las matrices de Hadamard 2x2 (hay exactamente 8). 

b) Esta parte del ejercicio esboza una demostración sencilla del siguiente teorema: 
Si A es una matriz de Hadamard n X n, siendo n > 2, entonces n es un múltiplo de 4. 
La demostración se basa en dos lemas muy sencillos relativos a los vectores en el espa 
cio de dimensión n. Demostrar cada uno de esos lemas y aplicarlos a las ftlas de la 
matriz de Hadamard para demostrar el teorema. 


lemà 1. Si X, Y, Z soti vectores ortogonales de V n , se tiene 
(X + Y) ■ (X + Z) = ||Z|| 2 . 

lema 2. Póngase X = (x, ,, x„), Y = (y,,..., y„), Z = (z lt .z„). 
Si cada componente Xi, y„ z, es I o — 1, el producto (xi + y,-)(*,- + zj) esOó 4. 





SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 


Introducción 

*l 1.4 Ejercicios (pág. 9) 

1. (a) § b 3 (b) b 3 (c) ~hb 3 (d) f b 3 + b (e) \ab 3 + bc 

2. (c) ìab* + bc 

b k+i ab k+1 L 

3 - (b) ’” < f+ï < s " (c) rri +b ‘ 

12.5 Ejercicios (pág. 19) 

1. A = {1, -1}, B = {1}, C_= {1}. D = {2}, E = {1, -17}, 

F = {1, -17, -8 + \/47, -8 - a/47}- 

2. + £ A, B ç +, S £ B, 5 ç C, B £ £, fl ç F, C ç /1, C S B, C ç C, C ç £, C 
ç F,DÇ D, E ç £, £ c F,f ç F. (No tener en cuenta las inclusiones «propias».) 

3. (a) cierta (b) cierta (c) falsa (d) cierta (e) falsa (0 falsa 

4. (a) cierta (b) cierta (c) cierta (d) cierta (e) falsa (f) falsa 

5. 0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2,4},{3,4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, 
{2, 3, 4}, S 

6. (a) falsa (b) falsa (c) falsa (d) ‘cierta (e) falsa (f) falsa 

(g) cierta (h) falsa (i) cierta 

17. (c) + <= C (d) si (e) Nc 

14.4 Ejercicios (pág. 44) 

2. 1-4+9 - 16 + ••• + ( — l)" +1 n 2 = (-l) n+1 (l +2+3 +■•■+«) 
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Soluciones a los ejercicios 


6. (b) A(ì) falsa (c) 1+2 + ••+»< 

7. «j = 3 

14.7 Ejercicios (pág. 49) 

1. (a) 10 (b) 15 (c) 170 (d) 288 (e) 36 (f) f 

8. (b) n + 1 

9. constante = 2 

11. (a) cierta (b) falsa (c) falsa (d) falsa (e) falsa (f) falsa 



14.9 Ejercicios (pág. 53) 

2. (ûj , b 2 ), (a 2 , b s ), (a a , b 7 ), (o 4 , b 10 ), (a s , b 3 ), (a e , b 8 ), (a 7 , b 9 ), (a a , b 4 ), (a 9 , b tì ), (a 10 , b{) 

3. (a) falsa (b) cierta (c) cierta (d) falsa (e) falsa 

*I 4.10 Ejercicios varios sobre la inducción (pág. 54) 

1. (a) 10 (b) 1 (c) 7 (d) 21 (e) 680 (f) 1 

2. (b) 17 (c) 9 (d) No 

5> TJ a * = 1; TT = a »+1 • TT °k 

8. 2" 

9. cierta si cada a k ^ 0 

11 . 


Capítulo 1 


1.5 Ejercicios (pág. 69) 

.1. /(2) = 3,/(-2) = -1, -/(2) = -3,/(i) =f, l//(2) =\,f(a + b) = a + b + 1, 
f(á) + f(b) =a + b+ 2 ,f(a)f(b) = ab + a + b + 1 

2. /(2) +*(2) = 2,/(2) -g(2) = 4,f(2)g(2) = -3,f(2)jg(2) = -3, f[g(2)\ = 0, 
^[/(2)] = —2, f(a) + g( —á) =2+ 2a,f(t)g(-t) = (1 + tf 

3. <p(0) = 4, 9>(1) = 2, <p(2) = 2, ç>(3) = 2,<p(-l) =6,«p(-2) =8, / = 1. 

4. a) Todo X b) Todo x y todo y c) Todo x y todo h d) Todo y 

é) Todo t i) Todo a 

5. (a) |*| <í 2 (b) |/| ^ 1 (c) |/| > ‘ (d) 0 < a < 4 (e) \s\ < 4 

(f) |*| < 2, * ^ 0 

6. (b) {* | 0 < * < 1} (c) {* | 2 < * < 4} d) E1 dominio es vacío 

7. Se cortan cuando * = 0, 1, —1 

8. Se cortan cuando * = — 1, —3 

10. (a) p(x) = 1 (b) p(x) = {*(* - 1) + 1 (c) /;(*) = ax(x - 1) + 1, a arbitraric 

(d) p(x) = ax(x — 1 ) + b, a y b arbitrarios 
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11. (a) p(x) = ax(\ — x) + b, a y b arbitrarios (b) p(x) = c,c arbitrario 

(c) p(x) = ax, a arbitrario (d) p(x) = c, c arbitrario 

. 2 . (,) 2( 2 ;),* ( b) g** w 2** 

1.11 Ejercicios (pág. 78) 

5 . b«]- 2[ x+ 3 

I. 15 Ejercicios (pág. 86) 

1. (a) 2 (b) 4 (c) 6 (d) 4 (e) 6 (f) -6 

2. Un ejemplo : s(x) = | si 0 ^ x < 2, s(x) = — 1 si 2 ^ ^ 5 

5 • (b) 2 ^Li k (VkTÌ - Vfc) = 2(21 - 3V2 -Vì-Vs-Ve-Vï) 

6. (c) x = l,x = i 

7. (a) 13 

10. (a) /(3) = l,/(4) = —1,/[/(3)] =0 (b) /7 = 14,/7 = 15 

II. (a), (d), (e) 

12. (a), (b), (c) 

1.26 Ejercicios (pág. 102) 

1. 9 6. 2 11. iu- 

2. 18 7. 0 12. 18 

3. 16 8. 0 13. i 

4. 0 9. 6 14. 

5. 1 10. 11 15. 2 

21. (a) 0,f (b) 0 

22. (a) f (b) cj2 

23. p(x) = 6x — 6x 2 

24. p(x) = 4x + 8x 2 + 3x 3 

21 ■ (XIA) Sîiïîfix) dxsiA * 0; (b - a)f(B) si A = 0 


Capítulo 2 

2.4 Ejercicios (pág. 116« 


3. I 

4. I 


4V2 3V2 1 

3 2~ + 12 

4V2 3^/2 1 

— + 6 


16. ff 

17. -78 

18. 

19. ' 5 6 /21 

20 . —2 n /l 1 


8. -|(10 - 4V2) 
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Solucìones a los ejercicios 


9. -i(5\/5 - 3) 

10. i 

11. î 

12. i 

13. 

27 

17. (a) 9 tt/2 


(b) 


W'2 


(c) — 6 tt 


14. 5 


15. c=\ 

16. a = -2 


2.8 Ejercicios (pág. 129) 

Observación: En los ejercicios del 1 al 13, n es un entero cualquiera, 


1. (b) ÌTT+mr 

2. (a) \ir -I- 2 nir (b) 2 rm (c) Itt + 2nn (d) (2 n + l)n 


6. 

7. 


tan 

tan (x +y) = 

A = I, B = |\/3 


x + tan j 
tan x tan j ’ 


cot (x + j) = 


cot x cot v — 1 
cot x + cot ^ 


8. + = C cos a, = Csen a 

9. C = 04 2 + B 2 ) 112 . si A 2 + B 2 jt 0, elíjase a de modo que a = A/C, sen a 
si A = B = 0, elíjase cualquier 1 a. 


10. C = 2\/2, a = 5rrj4 

11. C = \/2, a = 7 t/4 

12. + «7T 

13. + 2nw; w + 2«w 

17. (a) 1 - iV3 (b) 1 - iVâ 

(h) i(V3 - V2) 

18. + 2 

19. 1 + w 3 /24 

20. 0 

24. V3 + ix + sen x + tt/6 si 0 < x 

25. (x 6 - x 3 )/3 + cos x - cos (x 2 ) 

26. 1 
27. 1 


(c) i (d) 1 (e) 2 (f) 0 

21. 2V2 - 2 

22. irr 

23. V3 + tt/6 

< 2w/3; 2V3 - ix - sen x + 5^/6 si 2^/3 


= 5/C. 


(g) 0 


<,7 


2.11 Ejercicios 

5. 4t7 3 /3 

6. 77 

7. 2t7 

8. 477 


(pág. 136) 


9. 877 

10. 77/8 

11 . 77/2 


12. 2 


13. 2 

14. 3t7/2 

15. 977/2 


2.13 Ejercicios (pág. 140) 

1. 77C 2 6 3 /3 3. 277/3 5. ,7 2 /2 

2. rrj2 4. 3377/5 6. 77 2 /4 


7. 

8 . 


77/2 
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9. 377/IO 11. 2nVÏ 13. (■¥■ - W3ỳrr 3 15. 16\/3/3 

10. 77/2 12. | 14. a = f 16. 4a 5 /5 

17. g (Bj + 4M + 5 2 ) 

18. (a) 877/5 (b) 2,7 (c) IO77/3 (d) I677/15 

2.15 Ejercicios (pág. 144) 

1. 60 lb-pié 

2. 125joules; 0,8 metros 

3. (a) 441 joules (b) 425-joules 

4. a = 3, b = -2 

2.17 Ejercicios (pág. 147) 


1. (a 2 + ab + b 2 )/3 6. 2/77 

2. * 7. 2/,7 

3. I 8. 1/77 

4. ft 9. * 

5. 2/77 10. ï 


11. c = ajV 3; c = aj(n + l) 1/n 

12. (a) w(x) = x (b) w(x) = x 2 (c) w(x) = x 3 
14. Lastres 

16. (a) 1/2 (b) I 3 /3 (c) LjV 3 

17. (a) 7L/12 (b) 5L 3 /8 (c) VÎ5L/6 

18. (a) 2L/3 (b) L 4 /4 (c) V2L/2 

19. (a) llL/18 (b) 31L 4 /192 (c)\\/62L/12 

20. (a) 3L/4 (b) L 5 /5 (c) VÏ5L/5 

21. (a) 21L/32 (b) 19L 5 /240 (c) VÏ90L/20 

22. /,(*) = x 2 para 0 <x_<L da x = 3L/4 

23. (a) 6/77 (b) 3\/2/2 

24. r = 2 t 7 seg; 80^3 

2.19 Ejercicios (pág. 153) 

1. * + * 2 /2 + x s j3 

2. 2+ + 2y 2 + 8//3 

3. + 2* + 2* 2 + 8x 3 /3 

4. -2x + 2x 2 - x s 

5. (3jc 5 + 5x 3 + 136)/15 

6. jc 10 /5 + 2jc 6 /3 - x 5 /5 - 2x 3 /3 + x 2 - x 

7. x + fx 3/2 — f 

8. 2 (jc 3 - x 3 / 2 ) + f(* 5 / 2 - jc 5 / 4 ) 

9. senx 

10. fx 2 +sen(jc 2 ) 


5. 3750 lb-pié 

6. 5000 Ib-pié 

7. 20 000 lb-pié 

8. 21 800 lb-pié 
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Soluciones a los ejercicios 


11. ^jc 2 — \x + cos (jc 2 ) — COS X 

12. ±(x 3 - cos 3 j: + 1) 

13. i(x 6 — x 3 + cos 3x - cos (3x 2 )) 

14. i/ +ij — \ sen 2y 

15. 2sení -|cos2x+| 

16. |(jc + n) + sen x + Jsen 2jc 

17. 0, ±V2 

18. (c) P(x) = \ix - W) 2 -Ì(jc - [jc]) (d) 

20. (b) g(2)=2A,g(5)=5A (c) A=0 


Capííulo 3 

3.6 Ejercicios (pág. 169) 

1. \ 5. 2/ 9. 0 13. 1 

2. -1 6. -1 10. 0 14. -1 

3. 4 7. 1 11. 1 

4. 1 8. 0 12. -1 

22. a = (sen c — b)/c si c f* 0; si c = 0 no hay solución a menos que b = 0, en cuyo 
caso servirá cualquier a. 

23. a = (2 cos c — b)/c 2 si c / 0; si c = 0 no hay solución a menos que b = 2, en cuyo 
caso servirá cualquier a. 

24. La tangente es continua para todo valor de jc excepto en x = l tt + nir, siendo n un 
entero cualquiera; ia cotangente es continua para todo x excepto en x = nw, siendo n 
un entero cualquiera. 

25. f(x) -* 1 cuandojc ->-0.Se defme/(0) = 1 para la continuidad en 0. 

28. No 

29. No 

30. f(x) -*■ 0 cuando jc -*■ 0. Se define/(0) = 0 para la continuidad en 0. 

32. f(x) -*■ 0 cuando.jc -^O.Se define/(0) = 0 para la continuidad en 0. 


3.8 Ejercicios (pág. 174) 

1. x 2 — todo x 

2. (x — l) 2 , todo x 

3. |jc|, todo jc 

4. 0, definida sólo en jr = 0 

5. x,x>0 

11. -3 13. 1 

12. \/3 14. 1 

21. x 2 si * > 0; 0 si jc < 0 


6. -JC, JC £ 0 

7. sen Vx, x >. 0 

8. Vsen x, 2kn <, x <, (2k + \)n, k enter 

9. Jx + Vx, x > 0 

Jx + Vx + Jx + Vx, x > 0 

17. 0 19. 1 

18. 2 20. i 


15. 1 

16. 2 


10 . 
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22. 1 si 1 < |a:| < a/ 3; 0 enlos demas valores de x. 

23. jc 2 si jc > 0; 0 si .v < 0 

3.15 Ejercicios (pág. 183) 

1. g(ý) = y - i; todo y 

2. g(y) = l(y - 5); todo y 
3- g(y) = 1 - y, todo v 

4. g(ý) = y 1,a ; todo y _ 

5. g(y) = y si y < 1; Vy si 1 < y < 16; (y/B) 2 si y > 16 

3.20 Ejercicios (pág. 190) 

3. 0,099 669 con error menor que una millonésima. 


Capitulo 4 


4.6 Ejercicios (pág. 204) 

1. /'(0) = !,/'(*) =0,/'(D = —1,/'( — 10) = -19 

2. (a) 1, -2 (b) 0, -1 (c) 3, -4 

3. 2x + 3 

4. 4jc 3 + cos x 

5. 4x 3 senx + x 4 cos x 

6. -1/U + l) 2 

7. -2*/(x 2 + l) 2 + 5x 4 cos x - x 5 sen x 

8. -l/(x-l) 2 

9. sen x/(2 + cos x) 2 

2x 5 + 9jc 4 + 8x 3 + 3x 2 + 2x - 3 


1 — 2(senx + cos x) 

(2 — cos x) 2 

senx+xcosx 2x 2 senx 

2 ' V + 7 2 (1 + * 2 ) 2 

13. (b) t> 0 /32 seg (c) — d 0 pié/seg (d) 16 pié/seg ; 160 pié/seg 167' pié/seg 

(f) f(t) = v 0 t — 10 1 2 es un ejemplo 

14. 3x 2 , donde x es la longitud de una arista 
16. ix- 1/2 


2 Vx(l + Vx) 2 

18. fx l/2 

19. -4x~ 5 / 2 

20. ix-'V+ix-^+lx-V* 

21. -ix~ 3/2 - fx- ,/3 - \x--‘ /4 


2 Vx(l + x) 2 

23 . j +yf 

2(1 + Vxf 

26. sec x{\ + 2 tan 2 x) 
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27. 

* sec 2 * + tan x 

3 , ^cosx-senx 

28. 

~(x~ 2 + 4jc 3 + 9x 

-.) x’ 

29. 

2(1 + x 2 ) 

(1 - * 2 ) 2 

32. ,' +CmX , 

(x + sen x)- 

30. 

2(1 - 2jf) 

ad — bc 

33- ;-7,2 


(1 - * + x 2 f 

(cx + d) 2 



(2x 2 + 3)sen x + 4x cos x 



(2x 2 + 3) 2 

35 

(2ax + b)(senx + cc 

)s x) + (ax 2 + bx + c)(sen x — cos x) 

' 


1 + sen 2x 

36. 

a = d = 1; b = c = 

= 0 

37. 

« = c = e = 0; 6 = 

= /= 2; d = -1 

38. 

, ^ nx n+1 — (n + l)* n + 1 


W (a: - D 2 


(\ 

s n 2 x n ' 3 - (2« 2 + 2n - I )jc "+ 2 + (n + 1)V +1 - x 2 - x 

V 


(x - l) 3 

4.9 

Ejercicios (pág. 211) 


1. 

2. 

1,3 

(a) -l,i (b) 

-è,0 (c) -2,i 

3. 

(2n + 1)t 7, donde n e 

s un entero cualquiera 

4. 

« = —2, 6=4 


5. 

a = 1,6=0, c = - 

■1 

6. 

(a) xj + x 2 + « 

(b) ì(x, + X,) 

7. 

Tangente en(3, —3); i 

corta la curva en (0, 0) 

8. 

m = -2, è = -2, « 

'=hc= I 

9. 

a =2c,b = -c 2 


10. 

3 . 1 

2c ’ 2c 3 


11. 

a = cos c, b = sen c 

— c cos c 

12. 

1 

1 + 3\ /lc 3 1+ 4’\fx + 5x 


V*(i + Vjc) 2 ’ 

2(x +Vx) 3 4 Vx(x + Vx)* 

13. 

« = -4, 6=5, c 

• = -1, d = -2 

14. 

(a) ~ (b) 2 

(c) I 

15. 

(a) cierta (b) cierta (c) Falsa si /'(«) ^ 0. E1 límite es 2f'(a) 

(d) Falsa si /'(«) 0. E1 límite es \f’(a) 
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16. (a) D*(f + g ) - (1 +glf)D*f + (1 +flg)D*g cuando f{x) y g{x) no es 0; 
D*{f g) = g 2 D*f +/ 2 D*g\ 

D *m = (g* D *f D *g)lg 4 cuando *(*) * 0 

(b) D*f{x) = 2f{x) Df{x) 

(c) f{x) = c para todo * 


2 Ejercicios (pág. 219) 

—2 cos Jf(l + 2senx) 

xj \/1 + x 2 

(2x 3 — 4*) sen x 2 — 2x cos x 2 + 2 sen x 3 + 6x 3 C( 
-sen 2x cos (cos2x) 

«sen n_1 x cos {n + 1 )jc 

cos x cos (sen x) cos [sen (sen x)] 

2 sen x{cos x sen x 2 — x sen x cos x 2 ) 



1 +2Vx +4Vxg{x) . , , x /-p 

-7=- , - , donde f’(x) = x + \/ x 

8Vxg(x)\/x+g{x) 5 V 

6 + 3jc + 8* 2 + 4x 3 + 2x 4 + 3x 5 
(2 + jc 2 )i/2(3 + JC 3 ) 2 /» 
f'{x) ={x + l)- 2 ; ^'(*) = (2x + l)- 2 


- 

h(x) 

h'(x) 

k(x) 

k'(x) 

0 

0 

-10 

0 

5 

1 

1 

5 

1 

12 

2 

2 

4 

2 

-10 

3 

3 

12 

3 

4 
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18. x 

f(x) 

VM 

0 

0 

0 


3 

10 

2 

30 

36 


19. (a) 2 xf'{x>) (c) f'[f(x)]f(x) 

(b) [/'(sen 2 x) —/'(cos 2 Jf)] sen 2x (d) f'(x)f'[f(x)]f'{f[f(x)]] 

20. (a) 75 cm 3 /seg (b) 300cm 3 /seg (c) 3x 2 cm 3 /seg 

21. 400 Km/h 

22. (a) 20\/5 piés/seg (b) 50\/2 piès/seg 

23. 7,2 mi/h 

24. (a) y (b) 5/(4w) piés/min 

25. c = 1 + 36 tt 

26. dV/dh = 75tt piés 3 /piés ; dr/dt = l/(157r)piés/seg 
66 „ 

27. — cm 2 /seg 

28. « = 33 

29. (a) x =|, j = i (b) èV3 


4.15 Ejercicios (pág. 227) 

3. (b) c=i, c=V 2 
6. (a) e=i e-+i 


(b) 


* + \h 


0 -* | si x > 0 


7. (b) / tiene a lo sumo + r ceros en [a, />] 


4.19 Ejercicios (pág. 233) 

1. a) | b) decrece si x <§ ; crece si x > § c) /' crece para todo x. 

2. a) ±W 3 b) / crece si |x| > |\/3; decrece si |x| < |V3 
c) /' crece si x > 0; decrece si x < 0. 

3- “) ±1 b) / crece si |x| > 1; decrece si |x| < 1 c) /' crece si x > 0; 
decrece si x < 0 

4. a) 1,3 b) / crece si x < 1 o si x > 3; decrece si 1 < x < 3 c) /' crece 
si x > 2; decrece si x < 2 

5. (a) 1 (b) / crece si x > 1; decrece si x < 1 (c) /' crece para todo x 

6. a) ninguno b) / crece si x < 0; decrece si x > 0 
c) /' crece si x < 0, o si x > 0 
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7. a) 2 1/3 b) / crece si Jr < 0, o si jc > 2 1 /*; decrece si 0 < jc < 2 1 ' 3 
c) /' crece si x < 0, o si x > 0 

8. a) 2 b) / crece si x < 1, o si 1 < x < 2; decrece si 2 < x < 3, o si 

* > 3 

c) /' crece si x < 1, o si jc > 3; decrece si 1 < x < 3 

9. a) ±1 b) / crece si |*| <1; decrece si |jc| >1 c) /' crece si -V 3 < JC < 0, 

o si x > V3; decrece si jc < —V3, o si 0 < x < V3 

10. a) 0 b) / crece si jc < -3 o si -3 < jc < 0; decrece si 0 < jc < 3, 

o si jc > 3 c) /' crece si |jc| >3; decrece si \x\ < 3 

Observación: En los ejercicios 11, 12 y 13, n representa un entero cualquiera. 

11. (a) %nn (b) / crece si mr < x < (n + \)n; decrece si (n -\)-n <x < rnr 

(c) /' crece si (n - < jc < (n + \)n; decrece si (n + $)n < x < (n + fV 

12. (a) 2«ir (b) / crece para todo x 

(c) f crece si 2 nrr < x <(2n + l)w; decrece si (2n - ì)n < x < 2m 

13. (a) (2 n + ?)n (b) / crece para todo x 

(c) /' crece si (2 n + \)n < x < (2n + fV; decrece si (2 n — J)w < x < (2 n + i)n 

14. (a) 0 (b) / crece si jc > 0; decrece si x < 0 (c) f' crece para todo x 

421 Ejercicios (pág. 237) 

2. \L m anchc , \L m|largo 

3. ancho \V2A, largo V2A 

7, VÎL 

10. r =h = R/V 2 

12. r = \R, h=\H 

13. r = 2R/3, h = í//3 

14. h=±R, r=W2R 

15. Un rectángulo cuya base es doble de la altura 

16. Trapecio isósceles, base inferior el diámetro, base superior igual al radio 

17. (a) 6f,6f,f_ 

(b) 8 + 2\/7, 2 + 2\/7, 5 - \/7 

18. Vì 

19. (a) 35 Km/h; 519 ptas. 

(b) 20 VT Km/h; 669 ptas. 

(c) 20 VT Km/h; 792 ptas. 

(d) 55 Km/h ; 902 ptas. 

20. tt/4 

21. pliegue =11*43 . VTcm; ángulo = arctan \V 2 

22. (a) max = 3\/3 r; min = 4 r 
(b) \L 
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23. E1 rectángulo tiene por base 4P/(3ir + 8), y por altura P (4 + ir)/(b'7T + 16) 

24. V = 48tt para 0 < h < 2; V = 4t<4 + h) 3 j(9h) para A > 2 

26. A = 2 

27. m(t) =0 si t*>b m(t) = t 2 - f si t* < J 


*4.23 Ejercicios (pág. 245) 

1. f = 4*3 - 8*/; | = 4/- 8/y; = 12/ - 8/; = 12/ - 

S 2 f d 2 f 


dx dy dy dx 


= -16 xy 


2. f x = sen (x + / + jc cos (x + y); f y =x cos (x + /; f yy = -xsen (x + y); 
fxx = 2 cos (x + y) - x sen (x + y); f xy =f yx = cos (x + y) -xsen(x + y) 

3. DJ = y+ y- 1 ; D 2 f = x - xy 2 ;£>!,!/ = 0; D 2 , 2 f = 2xy~ s ; D li2 f = D 21 f=l-y~ 2 

4. /. = x(x 2 +/)-i/*; /, =/x 2 +/)-!/*; f xx = f(x 2 +/)-*/2; 

/w = * 2 (* 2 +/r 3/2 ; fxv=fvx = -xy(x 2 +/)-3/2 

5. / Vï = 6 jí 2 7 cos (x 2 /) - 9jc 4 / sen(^ 2 /); 

f xy = f yx = 6xy 2 cos (jc 2 /) - 6x 3 /sen(jt 2 /) 

6- /w =fvx= & cos (2x - 3/ cos [cos (2 jc - 3/] + 6sen 2 (2 jc - 3/ sen [cos (2x - 3/] 

S 2 / d 2 f d 2 f ■ d 2 f 

7 - dáy = dïk = ~ 2(x + yXx ~ y) ; d - 4 -** - >°“ 3; 4 = 4At( "" J) ~ 3 

8. fxx = -3*/(x 2 +/)-3/*; / w = -x(x 2 - 2y 2 )(x 2 + f)~W; 
fxv =fvx = y(2x 2 - y 2 )(x 2 + //3/2 


5.5 

1 . 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
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Ejercicios (pág. 254) 

£(Ò 4 - £7 4 ) 

ì(b* - «3) + 6 (a 2 - b 2 ) 

\(b 5 - a 5 ) + i(b* - a*) - (b 2 - a 2 ) - 2(b - á) 


-Ab 2 




2 K " ~“ J -\b~â) + 2(b 2 _ 7 2 ) 

(b - a) + | (b 3 ' 2 - «3/2) + 102 _ a 2) 

V2(6 3/2 - «3/2) 

f(ò 5/2 - « 5/2 ) - 2 (b 312 - a 312 ) + l(b 112 - a 112 ) 

f (b*l 3 - « 4/2 - 62/3 + fl 2/3) 

s(b e — a e ) — 3(cos b — cos «) 
f(6 7/3 - a 7/3 ) - 5(sen6 — sen «) 

f(b) = /; /'(]-) = 2 — w 
/(/) = — sen t ; c = jt/3 
f(t) = sen t — 1; c = 0 
/(*) = 2x 15 ; c = -ì 
/i(x) = 3 + ix + \x 2 
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19. /"(1) =2;/'"(l) =5 

20. (a) (1 + x 2 )- 3 (b) 2x(l + x 4 )- 3 (c) 2x(l + jc 4 )~ 3 - 3x*(l + x s )~ 3 

2x 43 3x 20 


22. (a) 16 (b) 1 + 3 V 2 (c) (36) 4 ' 3 (d) ’ 

23. f(a) =a(3 - cos a) 1 ' 2 

24. (a) -tt (b) 1 -77 (c) 0 (d) -tt* (e) 3 tt/2 

25. (a) * - i (b) | (c) i + (tt - \)(t - 1) (d) \(t - 1) + (n - l)(, - 1)2/2 

26. (a) ninguna (b) un ejemplo es f(x) = x + x 3 (c) ninguna 

(d) Un ejemplo es f(x) = 1 + x + x 2 para'jr > 0, f(x) = 1/(1 — x) para x < 0 

28. (a) implica a y <5; (b) implica a; (c) implica a y t y; (d) implica a y '5: 

(e) implica a, (5, y e. 


5.8 Ejercicios (pág. 264) 


1. i(2x + 1)3/2 + C 

2. (-A)(l + 3 jc)5/2 - (/,-)(1 + 3*)3/2 + C 

3. f(jC + l)’/2 - |(.C + 1)5/2 + 3( X + 1)3/2 

4. 

5 __ \ _ +c 

4(jc 2 + 2x + 2) 2 

6. i cos 3 x — cos x + C 

7. f(z - 1)7/3 + |(z - 1)4/3 + C 

8. -i csc 2 x + C 

9. | - V3 


+ C 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


17. 

18. 

19. 

20 . 


2(cos 2 - cos 3) 

-iVl - x« + C 

|(l + /)*/ 4 - |(1 + /) 5/4 + C 

x(x 2 + l)-i/2 + C 

4*ó(8* 3 + 27)5/3 + C 

f(sen* - cos xV 3 + C 

2V 1 + Vl + * 2 + C 

~Ì(X - 1)2/5 + C 


5.10 Ejercicios (pág. 269) 

1. senx - xcosx + C 

2. 2x sen x + 2 cos x - x 2 cos x + C 

3. x 3 sen x + 3x 2 cos x r- 6x sen x — 6 cos x + C 

4. — jc 3 cos x + 3x 2 sen x + 6x cos x — 6 sen x + C 

5. i sen 2 x + C 

6. i sen 2;c — ix cos 2 x + C 
15. (b) (57r/32)a«_ 

17. f(3V3Ï + V3 - 11.35) 

18. tanx — jc; i tan 3 jc — tan x + x 

19. -cotjc-jc; —i cot 3 jc + cot jc + x 

20. (a) n = 4 (b) 2 
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*5.11 Ejercicios de repaso (pág. 272) 

1. *<«(0) = 0 si 0<k<n-l; g M ( 0) = «! 

2. 6x 6 - I5x* + IOjc 3 + 1 

6. 3 


7. V 

9. + = 1 6jc 2 /9 

10. (b) /'(0) = 0 

11. — | cos 5x + Ýs sen — f.x cos 5x 

12. 1(1 + * 2 ) 3/2 

13. -3io/20 

14. 37/8281 

15. ^(1 + * s )« 

16. 1/265650 

17. cos f — cos 1 

18. [I2(x - l)!/ 2 - 24] sen(x - l)i+ - 4[(x - 1) 3 '« - 6(jc - 1)1/4] cos ( x _ i)i/4 

19. Jsen 2 * 2 

. -|(1 +3 cos 2 x) 3,i 

. a = 9, b = ^ 

23 . a, if, *». ttf 

24. -í a -x 13 + \x n + -hx' 1 
26. 3 




34. (a) />(x) = —jc 2 + jc — 1 

35. (a) PJx) =x-i; P^x) = x* - x + J; /> 3 (at) = a: 3 - fx: 2 + 

i»4(*) = * 4 - 2 at 3 + jc 2 - 3I-; /> s (jc) = j: 5 — fx 4 + fjt 3 - \x 


Capítulo 6 


6.9 Ejercicios (pág. 289) 

1. (a) 1 (b) (a + b)/( 1 + ab) 

2. (a) 0 (b) (c) 4 


(d) 


(* 2 - l) 2 
4e 2 


3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8 . 

9. 


(2x)/(l + x 2 ) 
jc/( 1 +x 2 ) 

^/(Jc 2 - 4) 
l/(x log X) 

(2/x) + l/(jclog jc) 

x/U 4 -1) 


decrece si x > e; convexa si x > e 3li , cóncava si 0 < 



11. 1/[2(1 + Vx + 1)] 

12. log (x + Vx 2 + 1) 

13. 1 /(a - bx 2 ) 

14. 2 sen (log x) 


< e 3 ' 3 
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15. — l/(jt log 2 *) 

16. ! log |2 + 3*| + C 

17. * log 2 ]*| - 2* log |*| + 2* + C 

18. i*Mog |*| - i* 2 + C 

19. i* 2 log 2 1*| - ì* 2 log |*| + i* 2 + C 

20. 3 

21. log | sen * | + C 

;ttt logW- ôrnr 2 + c si K7S ~ 1; i^H + c si « = -1 

23. y (log 2 |*| — f log |*| + §) + C 

24. log |log *| + C 

25. -2 

26. |(—2 + log |*|)V 1 + log |*| + C 

27.. j log 2 |*| -^x 4 log 2 |*| + log |*| - jfe** + C 

34. 4 log * 

35. 3+3 log*. 

36. aloga 

6.17 EJercicios (pág. 304) 


1. 3e 3 * -1 

2. 8xe 4x2 

3. — 2*e~ a 
e Vx 

4 ' 


13. e*(* - 1) + C 

14. -e-*(* + 1) + C 

15. e*(* 2 - 2* + 2) + C 

16. +* + >)+ C 

17. 2(V* - l)e Vx + C 

24. a a * a “- 1 + a*“- 1 a x “ log a + a x a° I (log a ) 2 

25. l/[* log * log (log *)] 

26. e x (l + e 2x )~ l12 

27. + log* + (log *) 2 j 

28. (log*)^loglog* + 


6. 2* log 2 

7. 2 1+l2 * iog 2 

8. (cos*)e”°* 

9. —(sen 2*)e cos2 * 

10. 1 

11. e*e«* 

12. e x e eX e e ‘ X 

18. - \(x 2 +l)e-* 2 + C 

19. b = e a ,a arbitrario 

21. x x (l + log *) 

22. 1 + (1 + 2* + 2*V 2 

23. 4(e x + e~ x )~ 2 
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29. 2x~ 1+log x log x 

30 - °X x [x ~ 2(l0 S x)2 + x lo g x lo 8 (, °g •«)] 

31. (sen x y í+eosx [cot 2 x — log (senj:)] — (cos [tan 2 x — log (cos *)] 

32. x- i+1 ' x (l - log x) 

54x - 36x 2 + 4x 3 + 2x* 

33 ' 3(1 - x)H3 - x)2/3(3 + xfl 3 



6.19 Ejercicios (pág. 308) 

16. f 

17. ! 

18. senh x = cosh x = f§ 

19. « 

20. f* 

6.22 Ejercicios (pág. 314) 

si W<2 


V 4 - 


V 1 +2x - x 
1 

M Vx 2 - 1 

cos X 
|cos x\ 

Vx 

2(1 + x) 

1 +* 4 
1 + a: 6 


si |*-1| < Vl 

■ W > 1 


si x (k + | )n, k entero 
> 0 


2(1 + x 2 ) 
cosx + sen. 

Vsên2x 


MVi -x 2 
23. 1/(1 + * 2 ) 


si kn <x <(k + |-)tt 


si 0 < \x\ < 1 


V 1 — x 4 (arccos x 2 ) 3 

ÏVvT^ 1 arccos (1/vM 
3x (1 + 2* 2 ) arcsen x 
0 - * 2 ) 2 ’ 


(1 - 




30. arcsen-— + C 

V2 
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31. - arctan - + C 


V ab 


2\a\V-ab S 1 a/|«| 
2x - 1 


+ C si ab > 0; 
V\^\+xV\b\ 1 . „ 


xV\b\ | 


| [(1 + x 2 ) arctan x — x] + C 

y arccos -y— V' 1 — x 2 + C 

|(1 + j: 2 )(arctan x) 2 - x arctan x + ì log (1 + x 2 ) + C 
(1 + *) arctan Vx — Vx + C 
(arctan Vx) 2 + C 
Jfarcsen x + x\' 1 — x 1 ) + C 
(x - l)e !lrl ’ti" 1 


42. ^arctan x - ^ + C 

43. arctan e x + C 


2V1 + V 
(x + l)e lir<,lit " J 

2Vl +x 2 


+ C 

+ C 


| |6 — a| (b — a) arcsen 

5 Ejercicios (pág. 326) 


- +èVc 



•1 log 

~3(x 


r — 2| + log |jc + 5) + C 

. fr+^- Lc 

(x + \)(x + 3) 3 | T 

+ » 1 o ?IttÌI + 


5. log |jf + 11 — - 


3 


3 


+ C 


(2x + l) 2 

2log |jc - 1| + log(x 2 +x + 1) + C 
x + 3 arctan x — 2 arctan (x/2) + C 
21og|*| -log|x + l| + C 
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9. log|jr| -ìlog(jc 2 + 1) + 
9x 2 + 50x + 68 


2(x 2 + 1) 

(* + l)(x + 2) 16 


10 ' 4(x + 2)(x + 3) 2 + 6 log | ( X + 3) 17 I + C 

+ iogk + i| + c 

12. |log \x 2 11 log |jc| + C 

13. * +flog|* -2| - f log |jc + 3| + C 

14. log |jf - 2| -j ^~2 + c 

1 

15. 2^x ~ arctan (* ~2) + C 

16. 4 log |jc + 11 - | log |at| - f log \x + 2| + C 


17. £log 


' + 1 


2(x 2 - 1) 


+ C 


Jf + 1 

19 ‘ log 1*1 + + c 

„„ 1 1 ì U - 2 1 

20 - s + 57* + § 106 1 ~r~ I + c 

|jc| 

21. loe ' /- — jc + arctan x + C 

6 VI. + j : 2 

22. J log |(jc - 1)/(jt + 1)| - \ arctan x + C 


23. 


2 + jtV2 + 1 


4\/2 ° jt 2 — x\/2 + 

24. (x 2 + 2x + 2) _1 + arctan (jt + 1) + C 

25. —Jt/(jt 5 + jt + 1) + C 


1 xV2 

—7= arctan-1- C 

2\/2 1 - jt 2 


V 5 


Vs 


27. —-== arctan ( /——-tan-ì +C 
Vl - a 2 \V 1 + a 2/ 

ï + cosjt + t/n senx I 


7*°g 


1 + fl COS Jt 

t - 2V2 arctan (V2 tan jt) + C 
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a(a sen x + b cos x) 

32. (tt/ 4) - è log 2 

33. |x\/3 - Jt 2 + | arcsen ( 

34. —V 3 - x 2 + C 


+ C 
+ C 


. - r (V3 — x 2 + VA 

35 . V3 - x 2 - a/ 3 log ^--- J + C 

36. Vx 2 + x + \ log (2V x 2 + x + 2x + 1 ) + C 

37. fxVs 2 + 5 + f log (x + Vx 2 + 5) + C 


38. Vx 2 + x + 1 - f log(2x + 1 + lVx 2 + x + 1) + C 

39. log (2x + 1 + iVx 2 + 1) + C 

Vl-x-x 2 Vl (V2 - x - x 2 V2\ / 2 jc + i \ 

40 . --- + _ log ^ --- -J - arcsen J + C 

6.26 Ejercicios de rcpaso (pág. 328) 

1 . f(x) +/(l/jf) = i(logx ) 2 

2 . /-(x) = log \/3/(2 + cos x) 

4. 1 

, f 4 rr(4x- + 2) 

5. (a) -TT (b) K =J iX(x+ 1 ) ( ++ lj rfjf ^ 

6 . (a) a: > 1 (c) F(ax)-F(a); F(x) - j + e; *« 1,B - e - f(j) 

7. (a) No existe tal función (b) —2 X log 2 (c) f x ± 1 

9. (a) g(3x) = 3e 2 a £0t) (b) £(«*) = ne [ ”~ 1)x g(x) (c) 2 (d) C = 2 

10 . f(x) = b xla g(x), siendo g una función periódica con período a. 

12. (a) —+e _a (b) \A (c) A + 1 - \e (d) e log 2 - + 

13. (b) r 0 + nc x + n(n - 1 )c 2 + n(n - l)(/i - 2)c 3 

(c) Si p(x) =^c k x k , entonces /<">(0) =2 fc! (/t) Ct 
16. (a) \x 2 (x + |x|) 


(b) x-\x 3 

(c) 1 - e- 


N ^ i; x -ì x \ x \ +2— 


M > i 
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17. /O) = \/(2x + l)/ir 

18. (a) 1(1 - e- 2 ') (b) H1 - í- 4t ) (c) |rr[l - e- 2t (2/ + 1)] 

19. (a) log3-21og2 (b) No existe ningún x real 

20. (a) cierta (b) falsa (c) cierta (d) falsa si * < 0 

25. (d) JV‘/"d/=//!<r*(e*y) 

27. (a) /(/) = 2V7 - 1 si t > 0 

(b) /(f)=/-if 2 +i si 0</<l 

(c) /(/) = / - è/ 3 + i si |/| < 1 

(d) /(/) = / si / £ 0; /(/) = ê - 1 si / > 0 

28. (b) C„- (C) 6 = lo 8 2 (d) ** Li (« 2X “ 2 ) 

*=i ® 

29. g{y) = -e v ; todo_y 

30. (b) constante = f 


7.8 Ejercicios (pág. 348) 

55V2 


V2 


donde I^U^<210~ 4 


9. 0.9461 + R, donde |tf| < 2 • 10~ 4 


1 Ejercicios (pág. 356) 

1 + x log 2 + £Jf 2 log 2 2 
cos 1 + (cos 1 — sen 1)0 — 1 ) 
at 3 x l 59x & x 6 

- T 20 + ¥ 


- f(2sen 1 +cosl)0 ~ l) 2 + 6(senl 


3. x-, 2 --H 

4. a = 0, b = 


1 , c=~h 

10. 1 


15. £ 

6. ajb 11. 1 16. -1 

7. f 12. log a/log b 17. -1 

8. -i 13. £ 18. £ 

9. £ 14. £ 19. 1 

30. a =2; límite = f 

33. /(0) = 0; /'(0) = 0; /'(0) = 4; límite = 
7.13 Ejercicios (pág. 362) 

1. ¥ 3. £ 

2. -2 4. -£ 


21. £loga 


23. 1 \e 

24. e 3 


O/6) 2 

£ 


(d) 7T 


- 3 cos 1)0 - l) 3 


25. -e/2 

26. e-'l* 

27. e 1 ' 6 

28. I 

29. £ 



Soluciones a los ejercicios 


\jVla 

-2 


10. -i 
W2 


13. 6 cuando x -<• 0; 4/ir cuando x - 

14. a = —3; 6 = f 

15. a=4; 6 = 1 

16. (a) T(x) = tan - l sen x (b) SOr) = £x - J 

17. tE/L 

At cos Ar/ 

18 ‘-2ft- 


11. «(« + I)/2 

12. >(o 2 - b 2 )j(aW) 


7.17 Ejercicios (pág. 371) 


1. 0 
2. 1 

3. * 

4. 1 iVb 

5. Tî 

6. 1 

7. 0 

29. * 


12 . 0 

13. ì 


; límite = iV3 


25. -! 

26. log 2 


c = i; límite = 5 


8.5 Ejercicios (pág. 381) 

1 . y = e 3 * - e 2 * 

2. j = §x 2 + 

3. y = 4 cos at — 2 cos 2 x 

4. j = * 2 - 2 + 2C- 12 ' 2 

5. x = le 2 ‘ + §e- ( 

6. y = (x + C)lsenx 

14. _>> = (\/2e 21 + e 2 * - c x ) 2 

15. ^ = 1 l(x 2 - x + 2 -e~ x ) 

16. j = (a : 3 - xf 

17. y = 1/(jc 2 + x - x 2 logx) 

je x + c 2x \ 1/2 

18 - (a) = ) (b) y 

Ce 3x +2 6+2 e 3x + 2C 

20. (a) y = ^. íx _ ^ siendo C = - — ~ (b) j = g3j — — siendo C = 


7 . ,-í(l+ì) ( C-«^) 

8. y = sen x + C/senx 

10. y = xT(x) + Cx 

11. /(x) = 1 + logx 

12. Sólo la función dada 




(c) / = - 
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8.7 Ejercicios (pág. 390) 

1. 100(1 — = 4,2 por ciento 

2. Cuatro veces la cantidad inicial 

3. (a) T = (iog n)/k (b) w(t) = (b - t)/(b - a) 

4. 256(1 -e~"*) si 0 < t < 10; 16 + 166í> 20 - 2 ' si t > 10 

6. v -» y/mgïit 

7. (c) 54,5 min (d) T = jL [i + (600 - t)k + (1400/t - 1 )é>-*'] 

8. 55° 

9. 8,85 Kg 

10. 24,81 Kg 

13. Para la ecuación (8.20), x = ■x , 0 t> t( ' - '" ) ; para la ecuación (8.22), * = Mk 

15. x = m[\ + exp| - M f ( ' k(u) 

16. (a) 200 Millones (b) 217 Millones 

17. (a) 0,026 por ano (b) 0,011 por ano; 260 Millones 450 Millones 

18. clx/clt = kx(\ — at)\ x = x 0 e k{l ~ ,llll ' 1) ; curva (d) 

8.14 Ejercicios (pág. 401) 

1. y = c 1 e 2j! + c 2 e~ ìx 

2. y = q cos 2x + c. 2 sen 2x 

3. v = Cj. + c ìe ix 

4. y = Cj + c 2 e~ ix 

5. v = e- r (r 1 cos \ 2x + c., sen \ 2x) 

11. y = } - %e-W ì 

12. y = -cos(5.v - 15) 

a b 

13. y =- e Mj ~ v +-e" lj '~ v , donde a 

14. v = 2c 2j (cos x +sen.v) 

15. u(x) = Jí’ 2 -'-” sen 5v; i(x) = S en 3v 

16. u(x) = 6(e 4x — e~ x )!5; i-(x) = e x — e~ ix 

17. k = nV; f k (x) = Csenrmx (n = 1, 2, 3, . . .) 

19. (b) No (c) si k ¥> 0 la condición es a x — „„//( 

20. (a) y" - y = 0 

(b) y" — 4y' + 4y = 0 

(c) y" + y' + ly = o 

(d) y" + 4y = 0 

(e) y" - y = 0 

8.17 Ejercicios (pág. 408) 

L y = Cl e x + c 2 e- x - x 


6. y = Cl e x + c.,e~ 3x 

7. v = e x ( Cl cos x + c., sen.v) 

8. y = e x ( Cl cos 2.v + c 2 sen 2.v) 

9. v = e~ x (c j + c.,x) 

10. v = e x ( Cl + c.,x) 




Soluciones a los ejercicios 
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3. y = cye~ x + c 2 + 2 x 3 

4. y = +(c l cos \/2x + r 2 sen \/2x) - ^- + fx + fx' 2 + fv ;l 

5. y = Cjc* + c 2 é> 4j: + inr + i x + 4 * 2 

6. y = c\e lj[ + c.,e~ ij ' — -jV + fv — x 2 — fx 3 

7. y = (c, + fx)c 2x + c 2 c 21 

8. + = (>! cos 2x + c 2 sen 2x + \e ìx 

9. y = c\e lJ +(c 2 +ix)c" 

10. v = c,c 2j; + c 2 c x + fe 2 * 

11. y = c,c 2j; + (c 2 + \x)e* + \e ïx 

12. + = (Cj + c 2 x + fx 3 )e x + x + 2 

13. y = (cj + c 2 x - log | x| )c x 

14. y = f!sen x + (cj + log |csc x + cot x|) cos x — 2 

15. y = CjC* + r 2 c _a: + (c J - c - *) log (1 + e x ) — xe x - 1 

16. y = (fi + fx)^ + \e~ x + c 2 e~ 2x - f - ^(c* + e -2 *) log (1 + e x ) 

l(c, + c 2 x)c -3x si x < 1 o x > 2, 

17. v = „ 

\(a + 6x)e -3x + J si 1 < x < 2 

18. y = fjc 32 + c 2 c -3x + gxe 3 ® 

19. + = (fi — \x) cos 3x + (c 2 — -/g) sen 3x 

20. y = (c’i — £x) cos x + c 2 sen x 

21. y = Ci cos x + (c 2 + |x)sen x 

22. y = q cos 2x + c 2 $en 2x + x cos x + ?, senx 

23. y = c'i cos 2x + c 2 sen2x + xsenx — § cos x 

24. + = Cj + c 2 c 3x - Jc 2x (3 sen x + cos x) 

25. y = Cj senx + c 2 cos x + ^fc 2x (3 sen 3x — cos 3x) 

8.19 Ejercicios (pág. 414) 

1. 2\/2 

2. ±140^ 

3. A=C, m = k, í}=<x-l„ 

4. + = 3 cos 4wx 

5. C = (y 2 + c 2 ) 1 ' 2 

6. y = 3V6, _y" = —12+ = —4V6 


7. y = —+sen— , 

(senf + 1 

8. /(0 = j sení s . 

9. (a) 1/(2*V3) 
10. r(f) = igt 2 — ct 


siendo A positivo 
- cos / si 0 < f < 2 tt, 
t> 2n 
(b) R< 2 



11. K0=c/ + 
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los ejercicios 

12. 

r( ' )= T ,og TT 




8.22 

Ejercicios (pág. 421) 




1. 

/ +5=0 


6. 

(x 2 - / - 1)/ - 2xy = 0 

2. 

/ + 2j = 0 


7. 

(x - 1)/ - xy = 0 

3. 

7/ ~ * = 0 


8. 

(jc 2 - 4)/ - y = 0 

4. 

x / + y = 0 


9. 

/ + j tan X =0 

5. 

2x_y' - y = 0 


10. 

Vl — JC 2 / + / + 1 =0 

11. 

(x 2 - / - 1)/ - 2xy = 

0 



12. 

(x 2 + 2x/ - / - 2)/ - 

/ — 2 xy + x 2 

+ 2 = 

0 

14. 

j: + _y = — 1 es a la vez i 

jna curva integral y un 

la isoclina 

15. 

y — Cx + C 2 ; envolvente 

: y=-ïx 2 



8.24 

Ejercicios (pág. 424) 




1. 

/ = î* 4 + c 


6. 

y = C(x - \)e x 

2. 

cos x = Ce llmsy 


7. 

arctan y + arcsen x = C 

3. 

y(C + log \x + 1|) = 1 


8. 

(1 +/)(1 + x 2 ) = Cx 2 

4. 

y — 2 = C(y — 1)<+ 


9. 

f(x + 2) = C(x - 2) 

5. 

/ + 2-\/l - jc 2 = C 


10. 

1 + / = CxV ! 

11. 

(j + = <+(cos x - 

sen x) + C 



12. 

x 2 - l = C(y 2 + 1) 




13. 

/M = 2e* _1 




14. 

| + 
> 
II 




15. 

f(x) = — log (1 +x 2 ) 




16. 

f(x) = ± 1; f(x) = sen (x + C) ; también, aquellas funciones continuas cuyas gráficas 


pueden obtenerse uniendc 

i porciones de 

las curvas y = sen (x + C) con porciones de 


las rectas y = ±1. Uno de tales ejemplos 

es f(x) 

= -1 para x < 0, f(x) = sen (x - \v) 


para 0 < x < "Stt, f(x) = 1 

para x > Sir 



17. 

f(x) = C 




18. 

f(x) = Ae*l° 




19. 

f(x) = 0 




20. 

f(x) = 0 




8.26 

i Ejercicios (pág. 429) 




2. 

jc 2 + / = C 



y X / 

3. 

y — x log \Cx\ 


9. 

x'y +ì ° è 7 =C 

4. 

x 2 + / = Cx 4 




5. 

/ = C(x 2 + /) 3 


10. 

tan — = Ce x 

6. 

x 2 + 2Cy = C 2 , C > 0 



2x 

7. 

y(Cx 2 -l)=x 


11. 

(x + yf = CxY 

8. 

arctan - + log |_y| = C 






K jo 
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8.28 Ejercicios de repaso (pág. 434) 

1. 3x-2 y = C 

2. x *-f = C 

3. x 2 +y 2 -Cx + 1=0 

4. 2x 2 + y 2 = C 

5. 2 f - x 2 = C 

6. f = x + C 

12. >> = -£*log* 

13. f(x) = Cx n , o /(*) = C* 1 '” 

14. /(*) = Cx n/2 , o /(x) = Oc 1 / (2n) 


7. = C 

8. j 2 - log (sen 2 x) = C 

9. (*-C) 2 +/ = C 2 -l 

10. x 2 +/- C(x +y) +2=0 

11. y = —2x log x 

16. y =|(1 -e*" 1 ); b =^ -3 

17. = - 6x 2 + Sx + 1 

18. 59,6 seg 


19. —qj — seg, siendo R el radio de la base y h la altura del cono 

20. y = e 1 

21. f = — + Cxr'l 2 para jt > 0, o / = para todo x 

. rn = -1; / log |_y| = ie- 2 * + Cf 

. (a) a=0,b=ì (b) f(x) = 2x« 2 

24. (b) y = e* x - e~ x, l 3 

25. (a) 1 l(t + 1) gramos en t anos (b) 1 gramos* 1 anos-i 

26. [1 - \(2 - V2 )/] 2 gramos en t anos 2 + V2anos 

27. (a) 365e~ 2 - 6it ciudadanos en t anos (b) 365(1 - e _2 > 65 ') defunciones en t anos 

28. 6,96 mi/seg = 25 056 mi/h 

29. (a) Mínimo relativo en 0 (b) a = \,b = - 9 tt (d) f 

30. (b) Mínimo (c) i 


Capítulo 9 


9.6 Ejercicios (pág. 445) 

1. (a) 2/ (b) -t (c) l -\i (d) 18+i (e) -f+f i (0 1 +' - 

( g ) 0 _ (h) 1 +1 

2. (a) V2 (b) 5 (c) 1 (d) 1 (e) V2 (f) V65 

3. (a) r = 2, 0j= \n (b) r = 3, 0 = (c) r = l,«=*|(d) r = 1,0=0 

(e) r = 23/3,0=577/6 (f) r = 1, 8 = Jir (g) r= 2^2,0=^ 

(h) r = 2V2, 8 = -V (i) r = iV2, 0 = -V (j) r = f, 0 = -£77 

4. (a) y = 0,x arbitrario (b) * > 0,_g = 0 (c) Todo x y todo y (d) x = 0, 

j arbitrario; o y = 0, x arbitrarío (e) x = 1, y = 0 (f) x = l,y = 0 
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9.10 Ejercicios (pág. 453) 

1. (a) i (b) —2f (c) -3 (d) 1 (e) 1 + « (f) 0 + 0/V2 

(g) V2í (h) -i 

2. (a) = 0, x arbitrario (b) jc = = 0 (c) x = 0, y = (2n + 1K siendo n un 

entero cualquîera (d) x — l,y — \ 7T + 2mr, siendo n un entero cualquiera 

3. (b) z = 2mri, siendo n un entero cualquiera 


6. 

c_ k 

= K a -k + îb-k) P ara k = 1 

,2 





10. 

(c) 

\V 3 + \i. 

-\Vì 

+ \i. 

-i 






(d) 

a + bi, -a 

i — bi, - 

-b + a 

i, b — ai, siendo a = 

\J2+V2yb = 

\J 2 


(e) 

a - bi, - 

a + bi. 

b + a 

—b — ai, siendo a 

y b los de (d) 


11. 

(a) 

1, e~"l î , e~" 

(c) 

-n < arg(zj) + arg (z 2 ) ^ 

V 



13. 

B = 

■ Al(b - cu 2 

+ atoi ) 












Capîtulo 10 




10.4 

Ejercicios (pág. 467) 







1. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

12. 

(a) 

Converge 

(b) 

h 

2. 

(a) 

Converge 

(b) 

-1 

13. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

3. 

(a) 

Divergente 



14. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

4. 

(a) 

Converge 

(b) 

* 

15. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

5. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

16. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

6. 

(a) 

Divergente 



17. 

(a) 

Converge 

(b) 

e 2 

7. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

18. 

(a) 

Divergente 



8. 

(a) 

Divergente 



19. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

9. 

(a) 

Converge 

(b) 

1 

20. 

(a) 

Divergente 



10. 

(a) 

Divergente 



21. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

11. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

22. 

(a) 

Divergente 




23. N > 1/c 

24. N > 1/c 

25. A^ > 1/e 

26. AA > 1/e 

27. Ai > ý'2/e 

28 - * > log (9/10) 

34. c) Sea s„ =——— ^ f { a + k —~— j y definamos í„ del mismo modo como una 
suma de 1 a n. Las dos sucesiones {s„} y {/„} convergen hacia la integral j£f(x)dx. 

10.9 Ejercicios (pég. 477) 

22. (a) 1 (b) 2e - 3 (c) e + 1 
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23. (b) 5 

24. (a) Idéntica (b) No idéntica (c) No idéntica 

★10.10 Ejercicios sobre desarrollos decimales (pág. 479) 


(d) Idéntica 


10.14 Ejercicios (pág. 486) 

1. Divergente 

2. Convergente 

3. Convergente 

4. Convergente 

5. Convergente 

6. Convergente 
.7. Convergente 

15. Convergente para s > 1; 

16. Convergente 

17. Convergente 

18. Convergente 


8. Convergente 

9. Divergente 

10. Convergente 

11. Divergente 

12. Convergente 

13. Divergente 

14. Convergente 
divergente para 5 <, 1 


10.16 Ejercicios (pág. 490) 

1. Convergente 

2. Convergente 

3. Convergente 

4. Divergente 

5. Divergente 

6. Divergente 

13. Convergente 

14. Convergente si 0 < r < 1, 


7. Divergente 

8. Convergente 

9. Convergente 

10. Divergente 

11. Convergente 

12. Divergente 

cuando x = kn, k entero cualquiera 


10.20 Ejercicios (pág. 499) 

1. Condicionalmente convergente 

2. Condicionalmente convergente 

3. Divergente para í' < 0; condicionalmente convergente para 0 < i <, 1; absolutamente 
convergente para í > 1 


4. Absolutamente convergente 

5. Absolutamente convergente 

6. Absolutamente convercente 

7. Divergente 

8. Divergente 

9. Divergente 


10. Condicionalmente convergente 

11. Absolutamente convergente 

12. Divergente 

13. Absolutamente convergente 

14. Absolutamente convergente 

15. Divergente 
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16. 

Absolutamente convergente 

21. 

Divergente 

17. 

Absolutamente convergente 

22. 

Condicionalmente convergente 

18. 

Absolutamente convergente 

23. 

Divergente 

19. 

Condicionalmente convergente 

24. 

Condicionalmente convergente 

20. 

Condicionalmente convergente 



25. 

Divergente para r < 0; condicionalmente convergente para 0 <s < 1; absolutamente 


convergente para s > 1 



26. 

Absolutamente convergente 

38. 

Todo z 1 que satisfaga \z\ < 1 

27. 

Absolutamente convergenle 

39. 

|z| < e- 1 ' 85 

28. 

Divergente 

40. 

Todoz 

29. 

Absolutamente convergente 

41. 

Todo z 0 que satisfagaO < z - 1 < 1 

30. 

Absolutamente convergente 

42. 

Todo z yt — 1 que satisfaga 2z + 3 \ <, 1 

31. 

Absolutamente convergente 

43. 

Todo z = x + iy con jc > 0 

32. 

Absolutamente convergente 

44. 

Todo z que satisfaga |2 + l/z| > 1 

33. 

z = 0 

45. 

Todo z que satisfaga [2 + l/z| > 1 

34. 

Todo z 

46. 

Todo z 0 

35. 

Todo z que satisfaga Izl < 3 

47. 

|* — Ar| <, tt/4, k entero cualquiera 

36. 

Todo z 

48. 

k -*| < w/6, k entero cualquiera 

37. 

Todo z excepto enteros negativos 



10.22 Ejercicios de repaso (pág. 506) 



1. 

(a) 0 




(b) Converge si c < 1; el límite es 0 s 

:i c < 

1; el límite es 1 si c = 1; diverge si c > 1 

2. 

(a) 1 (b) el mayor de los dos números a y b 

3. 

+ %a 2 



4. 

ld + VÌ) 



5. 

0 



7. 

Divergente 



8. 

Convergente si s < \ \ divergente si 



9. 

Convergente 



10. 

Divergente 



11. 

Divergente 



14. 

c <3' 



15. 

a >3 



17. 

a + 1 

Cuando a > —1, el límite es - • 

cuando a < -1. el límite es 0 


<7+2 



10.24 Ejercicios (pág. 513) 



1. 

Divergente 

6. 

Gonvergente 

2. 

Convergente 

7. 

Convergente 

3. 

Convergente 

8. 

Convergente 

4. 

Convergente 

9. 

Divergente 

5. 

Convergente 

10. 

Convergente si s > 1; divergente si s <, 1 
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12. 

13. 

14. 

15. 


C = l ; la integral tiene el valor { log f 
C = I; la integral tiene el valor j log f 


C = \\/2\ la integral tiene el valor log \/2 

a = b = 2e -2 



16. (b) Divergen ambas 

17. (c) Diverge 


Capítulo 11 


11.7 Ejercicios (pág. 526) 

1. r=2; convergente para |z| <2 

2. r = 2; convergente para |z| < 2, z ^ 2 

3. r =2; convergente para |z + 3| <2, z ^ —1 

4. r = à; convergente para \z\ < I 

5. r = l; convergente para \z\ < ì 

6. r = e; convergente para |z| < e 

7. r = 1; convergente para |z + 11 <1 

8. r = + °o 

9. r =4; convergente para |z| <4 

10. r = 1; convergente para |z| < 1 

11. r = 1 

12. r = ì/e 

13. r = + co s i a = k-n, k entero; r = 1 si a ^ kn 

14. r = e~« 

15. r = max (a, b) 

16. r = min (l/a, 1/6) 


11.13 Ejercicios (pág. 536) 

1. |*| <1; 1/(1 +* 2 ) 

2. |*| <3; 1/(3-*) 

3. |*| < 1; */(l - xf 

4. |*j <1; -*/(1+jc) 2 

5 w<1 . —L_ + log(1 +2 i ) 

1 1 2 ’ 1 +2x 2x- 


6. ~i<x<\; -log(l -2x) 

2 x 

7. -2 < x < 2; - arctan - 

8 . Todo x; e-* 3 
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9. Todo jc; x 3 (e x - l - x - \x 2 ) si jr ?£ 0, 0 si * = 0 


10. Todo j 


(x - lV 


y/l 2 97 
22 ' _ 98! 

23. c/q = W2, ûj =0, a 2 = sVÎ, 


3=0, « 4 = ¥V2 


11.16 Ejercicios (pág. 542) 

L = ïT ïiin + ?! para " * o; /C*> = 1 - 3 * 2 

, (« + 4)(n - 3) 10 

2 ' “"*■ " CT+2X- + I) P "’ " 2 0; /w - 2 " - 7 " 

3. Todo x 

4. Todo * 

5. Todo 

7. Todo 

8. Todo 

9. Todo 
12. = 1 

13. y=x+i; 

14. J- =£x 2 +ïV* 5 +ô£ô* 8 + 


« = 1 , 6=0 
f(x) = e- 2 

/W = 

f(x) = cos 2x 
/(x) = x + senh 3 jc 


15. j 


16. _y = 


=2? 

' 4 


(2 • 3X5 €) ■ ■■ [(3/z - 1) • (3n)j 
+ í> i| 


2ô 


/-"•(! + 2 2 *4 "'w ) +f ‘2r i ï 
°i = a 2 =0, a 3 = g; f(x) - (x + l)e~ 2 


(3 • 4)(6 • 7) • • • [(3«) • (3« + 1)] y 

■ Dn+l^n-l 


senx cos x — 1 

î/W = — +-3- si * * 0; /(0) = 1; f(n) = -2/n 2 


20. (c) V2 = 1,4142135623 

21. (b) V3 = 1,732050807568877 
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Capítulo 12 


12.4 Ejercicios (pág. 551) 

1. (a) (5,0,9) !(b) (-3,6,3) (c) (3, -1,4) (d) (-7,24,21) (e) (0,0,0) 

5. * = K3 Cl - c 2 ), y = 1(2c 2 - Cl ) 

6. (a) (x + z, x + y + z, x + y) (c) x = 2, y = 1, z = -1 

7. (a) (* + 2z, x + y + z, x + y + z) (b) Un ejemplo: x = -2, y = z = 1 

8. (a) (x + +/ + z,x + j,/) (c) x = -1, / = 4, z=2 

12. Las diagonales de un paralelógramo se cortan en su punto medio. 


12.8 Ejercicios (pág. 558) 

1. (a) -6 (b) 2 (c) 6 (d) 0 (e) 4 

2. (a) (A B)C = ( 21,28,-35) (b) A • (B + C) = 64 (c) (/( + 5) • C = 72 

(d) +(fl • C) = (30, 60, -105) (e) A\(B ■ C) = ^ ^) 

5. Un ejemplo : (1, —5, —3) 

6. Un ejemplo : x = —2, y = 1 

7. C = f(-l, -2,2), Z> = J(22,-1,10) 

/5 7 1-5 —7\ 

8. C- 1 W1.2.3.4 1 5).J)-( Tï .5. 55 . lï .- 5r ) 

9. (a) a/ 74 (b) VÏ4 (c) a/ 53 (d) 5 

10. (a) (1, -1) o (-1, 1) (b) (1, 1) o (-1, -1) (c) (3,2) o (-3, -2) 

(d) (b, —a) o (— b, a) 

11. (a) —4= (4, —1,5) (b) (—2, —3, 1) (c) -^(1,0,1) 

V 42 VI4 V2 

(d) —4=. (—5, —4, —1) (e) —4= ( — 1, —5,4) 

V 42 V42 

12. + y B,C y D,C y E, D y E 

13. (a) (2,-1) y (-2,1) (b) (2,1) y (-2,-1) (c) (1,2) y (-1,-2) 

(d) (1,2) y (-1,-2) 

14. Un ejemplo : C = (8, 1, 1) 

15. Un ejemplo : C = (1, —5, —3) 

16. P = 4), Q = 2 2 s(-4, 3) 

17. P =|(1,1, 1,1), Q = è(—3, -1,1,3) 

18. ±-4= (0,1,1) 

V2 

20. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelógramo cualquiera es igual a la 
suma de los cuadrados de las diagonales. 

22. 4; 12V2 
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1 / 7 2-5 —14\ 

23. C-*(l. 2,3,4,3), —■—) 

24. C = lA, D = B — tA, siendo t = (A ■ B)/(A ■ A) 


12.11 Ejercicios (pág. 563) 


1. ¥5 

2. §5 


3. 


(a) 


6 3-2 

7 ’ 7 ’ ~7~ 


5. 

6. 
8 . 
9. 


0, V-fìS Vír 

7rr/8 

n/6 

0 


6Ìt) 


2 4 ) 


10. b) La ecuación es válida para x e y cualesquiera si cos 0= 1; si cos 6 
solución es x = y = 0 
14. Todas excepto b). 

17. c) Todas excepto el teorema 12.4 a). 

18. a) Todas 


1 la única 


12.15 Ejercicios (pág. 571) 

1. (a) x = y =\ (b) x = -\, y = \ (c) x = 4, y = -1 

(d) x = 1, j = 6 

2. x=i, y=\ 

3. x =3, y = -4 

7. Todas t # 0 

9. (c) 7/ — 4(/ + j) 

10. (b) j = B - A, k = \(C - B) (c) £(15/1 - 145 + 5C) 

11. {+}, {B}, {C}, {/>}, {/1, B}, {+, C}, {+, D}, {B, C}, {C, D } 

12. (a) Independiente (b) Un ejemplo|: D = A (c) Un ejemplo: £ = (0,0,0,1) 
(d) Eligiendo E = (0, 0, 0, 1) , ienemos X = 2A + B — C + 3E 

13. (c) / = 0, V2, -VI 

14. (a) {(1, 0, 1,0), (0, 1, 0, 1), (2, 0, — 1,0)} (b) E1 conjunto dado (c) E1 conjunto dadc 

17. {(0,1,1), (1,1,1), (0,1,0)}, {(0,1,1), (1,1,1), (0,0,1)} 

18. {(1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1),(0,0, 1, 1), (0,0,0, 1)}, 

{(1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1),(0, 1,0,0), (0, 0, 1,0)} 

19. L(U) £ L(T) Ç L(S) 

20. Un ejemplo|: A = {E x ,. . ., £„}, B = {£ x + £ 2 , £ 2 +£„,... , £„_ x + £„, £„ + £j 


12.17 Ejercicios (pág. 575) 

1. (a) -1-i (b) -1+/ (c) 1-/ (d) -1+í (e) -1 -/ 

(f) 2-i (g) -/ (h) -1+2/ (i) -3-2/ (j) 2/ 
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2. Un ejemplo : (1 + /', —5 — 3/, 1 — 3/) 

8. tt/3 

9. 3A - B + 2C 


Capítulo 13 


13.5 Ejercicios (pág. 584) 

1. (b),(d), y (e) 

2 (a) y (e) 

3. (c), (d), y (e) 

4. (b),(e), y (f) 

5. (a) No (b) No (c) No 

6. +, B, C, D, F están alineados 

7. Se cortan en (5, 9, 13) 

8. (b) No 

9. (a) 9f 2 3 4 + 8t + 9 (b) 

13.8 Ejercicios (pág. 590) 

1. (c) y (e) 

2. (a), (b), y (c) 

3. (a) x = 1 + t, y = 2 + s + /, z = 1 + 4/ 

(b) x = s + /, y = 1 + f, z = í + 4/ 

4. (a) (1,2,0) y (2,-3, -3) (b) M = {(1, 2,0) + j(l, 1,2) + í(—2,4,1)} 

6. (a), (b), y (c) x-2y+z= -3 

7. (a) (0,-2,-1) y (-1,-2,2) 

(b) M = {(0, -2, -1) + s(-l, 0, 3) + /(3, 3, 6)} 

8. Dos ejemplos: (-5,2,6) y (-14,3,17) 

9. (a) Si (b) Dos ejemplos: (1,0, —1) y (-1,0,1) 

10. (-2,f, - |) 

11. (a), (b) y (c) No 

13. x-y -1 

13.11 Ejercicios (pág. 597) 

1. (a) (-2,3,-1) (b) (4,-5,3) (c) (4,-4,2) (d) (8,10,4) 

(e) (8,3, -7) (f) (10,11,5) (g) (-2,-8,-12) (h) (2,-2,0) 

(i) (-2,0,4) 

2. (a) ±-L(-4,3, 1) (b) ±—=^=(—41, —18,7) (c) ±4= (1,2,1) 

V 26 v 2054 y/ 6 

3. (a) 1/ (b) iV35 (c) |V3 

4. 8/ +j-2k 

6. (b) cos 0 es negativo (c) V5 

9. (a) una solución es B = —i - 3* (b) ì — j — k es la única solución 
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11. (a) Tres posibilidades; D = B + C — A = (0,0, 2), D = A + C — B = (4, —2, 2), 

D = A + B - C = _(-2, 2,0) (b) \y/l 

12 . -4; SVÌ; -\VÌ 

13.14 Ejercicios (pág. 602) 

1. (a) 96 (b) 27 (c) -84 

2 . 0, V2, —V 2 

3. 2 

6 . (a) (26 - l)i + bj + ck, siendo 6 y c arbitrarios (b) —\i + \j 

11. -3/ + 2j + 5k 

14. (b) 2 _ 

15. (b) V 2005/41 

17. x = 1, y = -1, z = 2 

18. x = 1 , y = - 1 , z = 2 

19. x = 1, 7 = 4 , z = 1 

13.17 Ejercicios (pág. 607) 

1. (a) (-7, 2, -2) (b) — 7x + 2y - 2z = 0 (c) -7x + 2j - 2z = -9 

2. (a) (ii-|) (b) -7, (c) f (d) (-f, -V.¥) 

3. 3x — 7 + 2 z = —5; 9/VÏ4 

4. (b) aVé 

5. (a) (1,2, -2) (b) x + 27 — 2z = 5 (c) f 

6. lOx - 37 - 7z + 17 = 0 

7. Dos ángulos: n/3 y 2n/3 

8 . x + 27 + 9z + 55 = 0 

9. X(t) = (2,1, —3) + i(4, -3,1) 

10. (b) N = (1, 3, -2) (c) / = 1 (d) 2x + 37 + 2z + 15 = 0 

(e) x + 37 - 2z + 19 =0 

11 . x +V 27 +z =2 + Vl 

12. 6 

13. -4= (7, -8, -3) 

\/122 

14. x - 7 + z = 2 

15. (f,0, i) 

17. *(/) = (1, 2, 3) +/(1,-2,1) 

19. (b) P = -^(5, -14,2) 

13.21 Ejercicios (pág. 615) 

3. r = ed/( 1 — e sen 6 ); r = —ed/( 1 +esen0) 

4. e = 1, d = 2 

5. e =i, d= 6 

6. e = 3, d = 6 

7. e = 2, d = 1 

8. e = 2, d = 2 
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9 . e = 1 , d = 4 

10. í/ = 5, r = 25/(10 + 3 cos 0 + 4 sen 0) 

11. rf = 5, »- = 25/(5 + 4cos 0 + 3sen 0) _ 

12. c/ = \V2, r = 1 /(cos 0 + sen 0 + f\/.2), r = l/(cos 0 + sen 0 — |\/2) 

13. ( a ) r = 1,5 x 10 8 /(1 +cos0); 7,5 x 10 7 Km (b) r = 5 x 10 7 /(1 -cosô); 
2.5 x 10 7 Km 


13.24 Ejercicios (pág. 621)) 

1. Centro en (0,0); focos en(±8, 0); vértices en (±10,0); e = f 

2. Centro en (0, 0); focos en(0, ±8); vértices en (0, ±10); e = f 

3 . Centro en (2, —3); focos en(2 ± Vï, —3); vértices en (6, —3), (—2, —3); e = VÏ/4 

4. Centro en (0,0); focos en(±|, 0); vértices en (±f, 0); e = f 

5. Centro en (0, 0); focos en( ±V3/6, 0); vértices en (±V3/3, 0); e = f 

6. Centro en (— 1, -2);focos en(-l, 1), (-1, -5); vértices en (-1, 3), (-1, -7);e=f 

7. 7x 2 + 16/ = 7 


(* + 3) 2 (y- 4) 2 

Ï6 9 

(x + 3) a (+ - 4) 2 

9 + 16 


(x - 8) a (+ + 2) 2 

25 + 9 


12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 


(x -2) 2 (y - l) 2 ' 

16 + 4 _ 

Centro en (0, 0); focos en(±2\/4Ï, 0); vértices en (±10, 0); e = /41/5 

Centro en (0,0); focos en(0, ±2\/4Ï); vértices en (0, ±10); e = \/41 /5 

Centro en (-3, 3); foccs en(-3 ± Vì, 3); vértices en (-1, 3), (-5, 3); e = VÌ/2 

Centro en(0,0); focos en(±5,0); vértices en (±4,0); e = 5/4 

Centro en (0, 0); focos en(0, ±3); vértices en (0, ±2); e = f 

Centro en(l, —2);focos en(l ± \/Ï3, —2);vértices en|(3, —2),( —1, —2); e = \V 13 



20. / - x 2 = 1 



22. (y - 4) 2 - - 


8/ + 3) 2 5(x - 2) 2 

27 27 


23. 
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24. ±VV 

25. 4jc 2 — j^ 2 = 11 

26. Vértice en (0, 0); directriz x = 2; eje j = 0 

27. Vértice en (0,0); directriz x = —ejej = 0 

28. Vértice en (f, 1); directriz jc = -f; eje j = 1 

29. Vértice en (0,0); directriz y = — eje x = 0 

30. Vértice en (0, 0); directriz y = 2; eje x = 0 

31. Vértice en (-2, -f); directriz'j = —eje x = -2 

32. = -y 

33. f = 8jc 

34. U + 4) 2 = -8(j - 3) 

35. (j + l) 2 = 5(;t -f) 

36. (jr - f-) 2 = 2 (y + f) 

37. (y - 3 ) 2 = -»(* - 1) 

38. AT 2 - 4x_y + 4f + 40x + 20/ - 100 = 0 

13.25 Ejercicios varios sobre cónicas (pág. 623) 

3. B > 0, A =1(1 + VÌ)B 

\. \bh 

5. 1Ó7T 

6. (a) f- (b) 2v (c) 4877-/5 

7. jc 2, 12 +//16 = 1 

8. x 2 — 2xy + / 2 — 2x — 2y = 1 

9. / - 4x 2 - 4y + 4x = 0 

10. (a) e = VV(p + 2); focos en (V2,0) y (-//2,0) (b) 6jc 2 - 3/ 2 = 4 

15. (b) y =Cx 2 , C *0 

16. (4,8) 

17. (a) Jt = ŷa (b) 21 pq 2 = 4 a 3 

18. (* -f) 2 +(y -f) 2 =f 


Capítulo 14 

14.4 Ejercicios (pág. 632) 

1. F'(t) = (1, 2 1, 3r 2 + 4/ 3 ); F"(/) = (0, 2, 6/, 12/ 2 ) 

2. F'(r) = ( -sen /, sen2/, 2 cos 2/, sec 2 /); F"(/) = (— cos /,2cos 2/,-4 sen2/, 2sec 2 /tan/) 

3. f'(/) = (d - / 2 r ,/2 , -d - / 2 r i/2 ) ; f"(/) = (/(i + /*)-*«, -/(i + / 2 r 3/2 ) 

4. F'(/) = (2r, 3e‘); F"(/) = (2e‘, 3e‘) 

5. F'(/) = (serih /, 2 cosh 2/, -3e- 3t ); F"(/) = (cosh /, 4 senh 2/, 9e~ 3t ) 

6. F'(/) = (2//(l + / 2 ), 1/(1 + / 2 ), —2//(l + / 2 )); 

F"(/) = ((2 - 2/ 2 )/(l + / 2 ) 2 , —2//(l + / 2 ) 2 , (6/ 2 - 2)/(l + / 2 ) 3 ) 

8. (i, §, e -_1) 

9. (1 -iV'2,*V2,Iog*\/2) 
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/ 1 + e 1 + e\ 

10. (log—,1 -log—J 

11. (l,e -2, 1 -2/e) 

12. 0 

15. G'(t) = F(í) x F"(t) 

20. F(/) = j/A + + /C + D 

22. r'(l) = A, F( 3) = (6 + 3 log 3M 

23. = e*(jc + 1 )A - eA 

14.7 Ejercicios (pág. 641) 

1. v(t) = (3 - 3 t 2 )i + 6tj + (3 + 3/ 2 )*; a(0 = -6/» + 6/ + 6íA; v(t) = 3^/2 (1 + 0) 

2. »(0 = —sen ti + cos t j + e'A; «(0 = — cos ti -sen tj + e l k\ v(t) = (1 + e 2í ) 1/2 

3. p(0 = 3(cos t — t sen /)» + 3(sen/ + t cos t)j + 4 k; a(t) = -3(2 sen / + t cos t)i + 

3(2 cos t - t sen t)j; v(t) = (9/ 2 + 25) 1 ' 2 

4. u(0 = (1 - cos t)i + sen tj + 2 cos - k ; a(t) = sen ti + cos tj — sen -k ; v(t) = 2 

5. v(t) = 6rf + ô/ 2 / + 3 k; a(t) = 6/ + 12 tj; v(t) = 6t 2 + 3 

6. »(0 = * + cos tj + sen/A; a(0 = — sen/y + cos /Ar; y(0 = V2 
9. + = aicu 3 , S = a 2 co 3 

11. (b) 8e 4í /cos 2 0 

15. (a) x(t) = 4 cos 2/, +(0 = 3 sen 2t (b) jc 2 /16 +//9 = 1 

16. 3774 


14.9 

1 . 

2 . 


Ejercicios (pág. 646) 


(a) 

(a) 


T = -ïVv/ 2 ( -31 + 4j + 5k); N = -f» - f j 
T = -(1 + <? 2 ”)- 1/2 / + e ïï (l + e 2 ")" 1/2 *; IV = 


(b) a = 12-v/2r + 6Af 
(1 + e iïï )i + e 2 7 + e*k 
(1 +e 2 ") 1/2 ( 1 + 2e 2ïï ) 1/2 


(b) « = (1 + e 2 ')- 1/2 [e 2 "r + (1 + 2e 2lr ) 1/2 A f ] 

3. (a) 7 = f* + fAr; N = j (b) a = 6A1 

4. (a) T = i; N= -\y/l (j + A); (b) a=VlN 

5. (a) T = f(2*_+ 2/ + Ar); /V = f(/ + 2y - 2A) (b) a = 127 + 6N 

6. (a) 7 = \Vl ì + + \k; N = -\Vïj + \VÏ k (b) a = N 

9. Contraejemplo para b) y d): movimiento sobre una hélice 

11. Un ejemplo: r(t) = 2je 2í cos t dti + 2je 2t sen tdtj + e 2t k; v(t) forma un ángulo 

constante con k, pero a(t) nunca es cero ni paralelo a v(t) 

12. (a) Contraria a las agujas del reloj (b) 3 (c) In/VÎ 

13. x 2 P + + 2 /4 = 1 

14. y 2 = 4x; y 2 = 8 — 4x 

15. (b) \\A\\ ||S|| sen0 

14.13 Ejercicios (pág. 655) 

1. 8a 

2. Vî (e 2 - 1) 
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3. 2n 2 a 

4. 4(a 3 - b 3 )!(ab) 

í T , _ \ (Vl cosh (772) + Vcôshr) 

5. 2 a^cosh ^ V cosh T — 1 j — V 2 a log ^-j 

6. 2V2n 

7. 50 

8 . V 21 og(l +V 2 ) 

9. HVa* +bHh~to) 

10 . JjVl +(g'(y)fdy 
26VÏ3-16 

11 . 

13. (a) J Vl +e 2x dx (b) J J2 +y t dt 

2 

14. (c) csenh - 

c 

16. f(x) = k cosh {j + cj , o f(x) = k 
19. v(t) = 1+2/; 3 unidades de tiempo 
14.15 Ejercicios (pág. 659) 

1 . ( 1 ) -f g (2) (1 + 2 e 2 *) 1/2 (l + e 2 ")- 3 /' 2 (3) - 2 « 5 - (4) \VÏ (5) - 2 2 7 - ( 6 ) \ 

3 ' 

4. (a) x = z 

7. k = M/IMl 2 

9. a = \, b = 2; se cortan en (0, 0) 

10. Vértice en — i cos 0 + + cos 2 0 B 

11. (a)_ a(/) =ỳn - 5 / 2 (b) »(/) = 5 sen 5/ 2 » + 5 cos 5/ 2 7 

12 . V 21 + V2j 

14.19 Ejercicios (pág. 665) 

1. v(t) = u r + tu e ; a(t) = — tu r +2u 9 ; k(i) = (2 + / 2 )(1 + / 2 )“ 3/2 

2. (a) v(t) = u r + tu e + k; a(t) = -tu r + 2 u e ; k(í) = (/ 4 + 5/ 2 + 8) 1/2 (2 + / 2 )-» /2 

(b) arccosV 2/(2 + / 2 ) 

3. (b) V - / 

5. 32 

Vl + c 2 e 4,7<: - 1 

6 . (b) L(c) = -(e 2 « - 1) si c * 0; L(0) = 2*. a(c) = - si c * 0; 

a (0) = TT ^ 4C 
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7. (a) 3 tt/ 16 (b) 2 + i-V3 log (2 + Vl) 

8. 2 7r (' n ' 2 + 1) 1/2 + 5 '°g Gr + + 1) 

9. V2 (e” - 1) 

10. 4 

11. 8 

13. (a) (0 2 + l)3/2/(6 2 + 2) (b) V2 (c) IV2 + V2 (d) |V2 

15. r = r (j e 6 <:ot *; blanco en el origen, punto de partida del cohete r = r 0 , 9 = 0; 
a es el ángulo, 0 < « < ‘ït, determinado por » y —r; para 0 < « < ir/2 el camino es 
una espiral para la que r —> 0 cuando 9 crece indefinidamente; para « = w/2 es una 
circunferencia en torno al origen; para ir/l < « < ir es una espiral para la que r 
crece indefinidamente cuando 9 crece indefinidamente. 

16. Tómese como eje x positivo la recta que va desde la posìción observada a cuatro millas 
de distancia a la base de lanzamiento. Continúese a lo largo de esta recta tres millas 
(para evitar la posibilidad de que el proyectil vuelva a la base) y después se sigue la 
espiral r = ^e/Va 

17. log Vx 2 + y 2 + arctan ( yjx ) = C 


14.21 Ejercicios de repaso (pág. 671) 


1. tan a = tan 0/(2 + tan 2 0) 

3. (c/m 2 ,2c//n) 

4. (a) j - y 0 = m(jc - x 0 ) + cjm\ tangente en (at 0 + c/m 2 , y 0 + lcjm) 

(b) y - y 0 = m(x - x 0 ) - cm 2 ; tangente en (ac 0 + 2cm, y 0 •+ cm 2 ) 

6- (yi ~ yo)(y - yo) = 2c (x +x t - 2x 0 ); x^y = 2y t x - x^; 

Ui - Ac 0 )(y - y 0 ) = 2(jpj - jp 0 )(jc - jt 0 ) - (x^ - XoXy^ - _y 0 ) 

7. (a) (0,|) 


> l*M| - 


0 


13. (2,1), (-2, -1) 

14. Wl 


15. 3x 2 — y 2 = 3n 2 ; 

21. (a) /(0) = k sen (0 J- C), o /(0) = k 

(b) /(0) = Ce°l' / k*~ i f donde A: 2 > 1 

(c) /(0) = (2/*) sec (0 + C), o /(0) = 2 jk 


^O. 


15.5 Ejercicios (pág. 680) 


Capítulo 15 
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31. (a) No (b) No (c) No (d) No 

15.9 Ejercicios (pág. 686) 


s par, \(n + 1) si nes impar 
, l(n + 1) si n es impar 


20. No 

21. (a) dim = 3 (b) dim = 3 (c) dim = 2 (d) dim = 2 

23. (a) sia /0 y b 0,el conjunto es independiente,dim = 3;si a 6 b escerc 
junto es dependiente ; dim = 2 (b) independiente , dim = 2 (c) si a ^ 0, j 

diente ,dim = 3; si a = 0,dependiente, dim = 2 (d) independiente; < 

(e) dependiente; dim = 2 (f) independiente dim = 2 (g) independiente c 

(h) dependiente; dim = 2 (i) independiente; dim = 2 (j) independiente; c 

15.12 Ejercicios (pág. 694) 

1. (a) No (b) No (c) No (d) No (e) si 


(a) we 1 + 1 (b) g(x) = 61 X - - 


11. (c) 43 (d) g(t) = a(l - §/), a arbitrario 

12. (a) No (b) No (c) No (d) No 

13. (c) 1 (d) e 2 — 1 

14. (c) /î!/2 n+1 

15.16 Ejercicios (pág. 706) 

1. (a) y (b) ìV3(l,l, l),_i\/6(l,-2,1) 

2. (a) ‘\/2(l, 1,0,0), èVó ( —1, 1, 2, 0), è\ 7 3 (1, —1, 1, 3) 
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8. 40? -<?-») +-x; 1 — le~ 2 

e 

9. 7r — 2sen x 

10. i-ix 

Capítulo 16 


16.4 Ejercicios (pág. 714) 


1. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

2. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

3. 

Lineal 


dimensión del núcleo 1, rango 1 

4. 

Lineal 


dimensión del núcleo 1, rango 1 

5. 

No lineal 


6. 

No lineal 


7. 

No lineal 


8. 

No lineal 


9. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

10. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

11. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

12. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

13. 

No lineal 


14. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 2 

15. 

No lineal 


16. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 3 

17. 

Lineal 


dimensión del núcleo 1, rango 2 

18. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango 3 

19. 

No lineal 


20. 

No lineal 


21. 

No lineal 


22. 

No lineal 


23. 

Lineal 


dimensión del núcleo 1, rango 2 

24. 

Lineal 


dimensión del núcleo 0, rango n + 1 

25. 

Lineal 


dimensión del núcleo 1, rango infinito 

26. 

Lineal 


dimensión del núcleo infinita, rango 2 

27. 

Lineal 


dimensión del núcleo 2, rango infinito 


28. N(T) es el conjunto de ías sucesiones constantes; T(V) es el conjunto de las sucesio- 
nes con límite 0 

29. d) {1, cos x, sen x} es una base para T(V); dim T(V) = 3 e) N(T) = S f) Si 
T(/) = c/ siendo cj± 0, entonces ceT(V) con lo que tenemos /(jc)= Cl -|-c 2 cosjc + c sen x; 
si c, =0, entonces c = tt y f(x) = c, cos x + c 2 sen x, donde C] , c 2 son arbitrârias ý 
no simultáneamente nulas; si ^ 0, entonces c = 2ir y /(jt) = c donde ci no es nula 
pero arbitraria. 
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16.8 Ejercicios (pág. 723) 


3. si ; x =v, y = u 

4. si ; x =u, y = -v 

5. No 

6. No 

7. No 

8. si ; * = log u, y = log v 

9. No 

10. si ; x — u 1, y = v - 1 

11. si ; x=\(v+u), y=\(v-u) 

12. si ; x = + u), y = l(2v - u) 

13. si ; * = w, y=v, z = u 

14. No 

15. si ; x = u, y = \v, z = \w 

16. si ; x = u, y = v, z = w - u -v 

17. si ; x = u- I, y = v- 1, z = w + ì 

18. si ; x=u-i, y=v- 2, z = w- 3 

19. si ; x=u, y = v — u, z = w-v 

20. si ; x = l(u - v + w), y = l(v - w + u); z = \(w - u + v) 

25. (S + T) 2 = S 2 + ST + TS + T 2 ; 

(S + Tf = S 3 + TS 2 + STS + S 2 T + ST 2 + TST + T 2 S + 7 3 

26. (a) (ST)(x,y, z) = (x + y + z, x + y, x); (TS)(x,y, z) = (z. z + y, z + y + .v); 

(ST - TS)(x, y, z) = (x + y,x - z, -y - z); S 2 (x,y,z) = (x,y, z); 

T 2 (x,y, z) = (x, 2x + y, 3x + 2 y + z); 

(ST) 2 (x,y, z) = (3x +2.y + z, 2x +2y + z,x + y + z); 

(TS) 2 (x,y, z) = (x + y + z, x + 2y + 2z, x + 2y + 3z); 

(ST - TS) 2 = (2x + y - z,x + 2y + z, -x + y + 2z); 

(b) S -, («, v, w) = (»v, v, u); T~ l (u, v, w) = (u,o - u,w - o); 

(ST)~\u, v, >v) = (w, v - w, u - v); (TS)'(u, o, w) = (w - o, v - u, u) 

(c) (T - I)(x,y,z) =(0,x,x + y); (T - I) 2 (x, v, z) = (0,0, x); 

(T — I)”(x,y, z) =(0,0,0) si n>3 

28. (a) Dp(x) = 3 -2x + I2x 2 ; Tp(x) = 3x - 2x 2 + llv 3 ; (DT)p(x) = 3 - Ax + 36x- 
(TD)p(x) = —2x + 24jv 2 ; (DT - TD)p(x) = 3 - 2x + I2x 2 ; 

(T 2 D 2 - D 2 T 2 )p(x) = 8 - \92x (b) p(x) = ax, a un escalar cualquiera 

(c) p(x) = ax 2 + b, a y b escalares cualesquiera (d)Todo p de V 

31. (a) Rp(x) = 2; Sp(x) = 3 - x + x 2 ; Tp(x) = 2x + 3x 2 - x s + ,v 4 ; 

(ST)p(x) =2 +3x -x 2 +x 3 ; (TS)p(x) = 3x - x 2 + x 3 ; (TS) 2 p(x) = 3x - x 2 + x 3 ; 

(T 2 S 2 )p(x) = -x 2 + x 3 ; (S 2 T 2 )p(x) = 2 + 3x - x 2 + x 3 ; (TRS)p(x) = 3*: 

(RST)p(x) = 2 

(b) N(R) ={p | p( 0) = 0}; R(V) — {p\ p es constante}; N(S) ={p\p es constante '; 
S(V) = V; N(T) = {O}; T(V) = {p \ p( 0) = 0} (c) T~' = S 

(d) (TS) n = I — R; S n T” = I 

32. T no es uno a uno en V porque aplica toda sucesión constante en la misma sucesión. 
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16.12 Ejercicios (pág. 732) 

1. a) La matriz identidad l = (S,t), siendo S lt = 1 si j = k, y S,i 

b) La matriz cero O =(a jk ), en la que cada elemento a' jk =0. 

c) La matriz (cò jk ), siendo (ô jk ) la matriz identidad de la parte i 

TO 1 0 0 0' 

p o oi ro i oi 

2. (a) (b) (c) 0 0 1 0 0 

Lo 1 oj Lo 0 lJ 

0 0 0 1 0 

3. (a) -5» + Ij, 9/ - 12 j 

• C .3- C 3 »II H- C;] 

• [■; 3 C 3 

5. (a) 3/ + 4 j + 4 k; dimensión del núcleo 0, rango 3 (b) f 


7. (a) T(4i -j+k)= (0, -2); dimensión del núcleo 1 


(a) (5, 0, —1); dimensión del núcleo 0, rango 2 (b) 0 

P 

(c) ?! = /, e 2 = i +j, u>! =(1,0,1), h- 2 = (0, 0, 2), m >3 


9- (a) ( — 1, —3, —1); dimensión dei núcleo 0, rango 2 (b) 


10. (a) ?! — ? 2 i dimensión del núcleo 0, rango 2 (b) 
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0 

0 

0’ 

'0 

1 

0 

0' 

r° 

0 

0 

o" 

1 

0 

0 

0 

0 

4 

0 

0 

0 

2 

0 


(b) 




(c) 




0 

2 

0 

0 

0 

0 

9 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


-1 

0 

o' 

r° 

0 

0 

0' 

'0 

0 -8 

o' 

0 

-2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 0 

-48 




(e) 




(f) 


0 

0 

-3 

0 

0 

4 

0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

9 

0 

0 0 

0 


20. Elíjase (x 3 , x 2 , x, 1) como base para V, y (x 1 , x) como base para W. Entonces la matriz 
de TD es 


'6 0 0 0" 
0 2 0 0 
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16.16 Ejercicios (pág. 740) 

r* 

1. B + C = 0 


6 -5 


r i5 -i4' 

-15 14 ’ 


-4 16 -í 

7 -28 U 


AC 

2. (a) 

3. (a) 


|"° 01 

_ L° °J’ 

[: :}• 


CA = 


a y 6 arbitrarios (b) 
6=6, c = 1, d = 5 


—26 6j 

(b) fl = l, 


y 6 arbitrarios 
6=6, c = 0, </ = -2 



‘-9 -2 -10' 


'-3 5 -4' 

4. (a) 

6 14 8 

-7 5 -5. 

(b) 

0 3 24 

_ 12 -27 0_ 


::] 

cos nO — sennfil 
sen«0 cos nO J 
n{n + 1) 

1 " 2 

0 1 n 

0 0 1 


, siendo 6 y c arbitrarios y a es una solución 
cualquiera de la ecuación « 2 = —bc 


• U.:] 

- [: i 

f a 01 

11. (b) , siendo a arbitrario 

“[::}[■: 4-C-: 

cualquiera de la ecuación a 2 = 1 — . 

.--[::} -[ïg 


siendo 6 y c arbitrarios y a e 
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14. (b) (A + Bf = A 2 + AB + BA + B 2 ; (A + B)(A — B) = A 2 + BA — AB — B 2 
(c) Para aquellos que conmutan 

16.20 Ejercicios (pág. 752) 

1. (x, y, z) = (f, —5 ,t) 

2. Ninguna solución 

3. (x,y,z) =(1, -1,0) +f(-3,4, 1) 

4. (x,y,z) =(1, -1,0) +/(-3,4, 1) 

5. (x,y,z,u) = (1, 1,0,0) + /(1, 14,5,0) 

6. (x, y, z, u) = ( 1, 8,0, -4) + /(2, 7, 3, 0) 

7. (x,y,z,u,v) = íj(-1, 1,0, 0,0) + / s ( —1,0, 3, -3, 1) 

8. (x,y,z,u) = (1, 1, 1, -1) + /j( —1,3, 7,0) + /.,(4, 9, 0, 7) 

9. (x,y,z) =(£,1,0) +/(5, 1, -3) 

10. (a) (x,y,z,u) = (1,6, 3,0) + ^(4, 11,7,0) + / 2 (0,0,0, 1) 

(b) (x, y, z, u) = (íV, 4, #, 0) + /(4, -11, 7, 22) 


'-1 2 1] [14 8 3' 

12. 5 -8 -6 14. 8 5 2 

3 5 4J L 3 2 1. 



r o i o-i o n 


1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 -1 

-3 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 I 

90-3010 


16^1 Ejercicios varios sobre matrices (pág. 754) 



ro oi ri oi \ a b -1 

4 . [ 0 0 J ’ | 0 J J > y [ e I _ a j’ donde 6 y c son arbitrarios y a es una solución 

cualquiera de la ecuación cuadrática a 2 — a + bc = 0. 
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«[.: a-c 

j.[-: m la-c 

-;]• 


r 1 -n r-i 

n 



L-i -iJ’ L-l 

-iJ 






ÍNDICE ÀLFABÉTICO 


A 

Abel, criterio de convergencia de, 498 
fórmula de sumación parcial de, 497 
Abel, Niels Henrik, 497 
abscisa, 60 
aceleración, 196, 638 
angular, 666 (Ejercicio 19) 
en coordenadas polares, 660 
normal, 645 
radial, 645 
tangencial, 645 

acotación de funciones continuas, 184 
afinamiento de una partición, 76 
ángulos en un espacio euclídeo, 691 
en un n-espacio, 561 
antiderivada primitiva, 250 
Appolonius, 610 

aproximaciones en un espacio euclídeo, 704 
por polinomios, 333-372, 705 
por polinomios trigonométricos, 705 
Arbogast, Louis, 210 
área comprendida entre dos curvas, 109 
de un conjunto de ordenadas, 92 
de un conjunto radial, 134 
en coordenadas polares, 134 
definición axiomática, 70-73 


área del segmento parabólico, 4 

y transformaciones por semejanza, 114 
argumento de un número complejo, 443 
Arquímedes, 3-12, 32 
asintomálicamente iguai, 484 
axioma de clausura, 675 
de completitud (continuidad), 30 
de cuerpo, 22 
de orden, 24 
del extremo superior, 30 
para el área, 72 

el producto escalar, 688 

el sistema de los númeru reales, 22-30 

el volumen, 138 


B 

Barrovv, Isaac, 192 
base, 400, 570 

de logaritmos, 284 
ortogonal, 570, 696 

Bernoulli, desigualdad de, 57 (Ejercicio 14) 
ecuación diferencial de, 382 
polinomios de, 274 (Ejercicio 35) 
Bernoulli, Johan, 288, 358, 374, 405 
Bernstein, Sergei, 535 


805 



806 


Indice alfabético 


Bolyai, Johann, 580 
Bolzano, Bernard, 175 
Boole, George, 13 
Brouncrer, William, 461, 476 


C 

cálculo de e, 345 
de logaritmos, 294-296 
de 7r, 349 (Ejercicio 10) 
de raíces cuadradas, 544 (Ejercic'ios 20, 21) 
campo direccional, 417 
Cantor, Georg, 13, 21 
Cardano, Hieronimo, 3 
Cauchy, Augustin-Louis, 4, 52, 156, 211, 
227, 348, 450, 462, 484, 487, 501, 533 
Cavalieri, Bonaventura, 3, 137 
Cayley, Arthur, 546 
centrífuga, 639 
centrípeta, 639 
centro de gravedad, 146 
cero, 22 

cicloide, 656 (Ejercicio 22) 
circuitos eléctricos, 388, 411 
círculo de convergencia, 524 
circunferencia, 61, 638 
clase de conjuntos, 18 
cociente incremental o de diferencias, 193, 
195, 633 

coeficiente binomial, 54, 468, 541 
de Fourier, 705 
indeterminado, 406, 407, 540 
de variación, 196 
ligado, 217 

cohete con masa variable, 412 
combinación lineal, 562, 682 
complemento de un conjunto, 17 
ortogonal, 701 

composición de transformaciones, 717 
condición inicial, 376 

necesaria y suficiente, 481 
congruencia de conjuntos, 71 
conjunto acotado de números reales, 29 
convexo, 138 
inductivo, 27 
medible, 71, 137 
de ordenadas, 72, 74, 75, 92 
ortonormal. 570, 693 
radial, 134 
vacío, 16 


conjuntos, clase de, 18 
disjuntos, 17 

continuidad a la derecha, 156 
a la izquierda, 156 
de las funciones derivables, 200 
constante de Euler, 495 
convergencia absoluta de series, 496 
círculo de, 524 
condicional, 496 
criterio de Abel, 498 
de integrales impropias, 508, 510 
puntual, 517 
de series, 469-520 
de sucesiones, 464 
uniforme, 521 

coordenadas cilíndricas, 664 
polares, 133, 660 
rectangulares, 60, 240 
correspondencia uno a uno, 440, 503 
crecimiento de una población, 392 
criterio del cociente, 489 
de comparación para la convergencia de 
integrales impropias, 510 
series, 482-484 
de convergencia, 480-499 
de Abel, 498 
de Dirichlet, 497 
de Gauss, 491 (Ejercicio 17) 
de Raabe, 419 (Ejercicio 16) 
uniforme M de Weierstrass, 523 
integral, 484 
de la raíz, 488 
curva, definición de, 633 
integral, 417 
longitud de una, 648-655 
de nivel, 240 

no rectificable, 649, 656 (Ejercicio 22) 
rectificable, 649 
curvatura, 657 


D 

Dandelin, Germinal P„ 611 
Dedekind, Richard, 21 
definición formal de función, 65 
de función continua, 160, 450, 629 
por inducción, 48 
de matriz, 726, 733 
por recurrencia, 48 
demostración por inducción, 40-45 



Indice alfabético 


807 


densidad de masa, 146 
dependencia lineal, 567, 683 
derivación de funciones complejas, 450 
de una variable, 196 
de varias variables, 239-244 
vectoriales, 628 
implícita, 219 

e integración de series de potencias, 529, 
530 

logarítmica, 288 
derivada n-ésima, 196 
derivadas parciales, 242-244 
álgebra de las, 201 
de orden superior, 196, 244 
Descartes, René, 59, 546 
desigualdad de Bernoulli, 57 
de Cauchy-Schwarz, 52, 553, 690 
para el seno y el coseno, 118 
triangular, 52, 444, 556, 691 
en un espacio euclídeo, 691 
para números complejos, 444 
para números reales, 52 
para vectores, 556 
desintegración radiactiva, 383 
determinante, 595 
diagrama de Venn, 16 
diferencia de conjuntos, 17 
de números reales, 22 
de vectores, 548 

dimensión de un espacio lineal, 685 
del núcleo, 712 

directriz de las secciones cónicas, 612 
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, 497 
discontinuidad evitable, 162 
infinita, 162 
de salto, 161 

distancia de un punto a un plano, 606 
de un punto a una recta, 584 
entre dos planos, 607 
entre dos puntos, 444, 565 
media al Sol, 688 

dominio de una función, 62, 65, 239, 627, 709 


E 

e, cálculo de, 345 
ecuación característica, 400 
cartesiana, 61, 583, 606 
cuadrática, 442 

diferencial de Ricatti, 382 (Ejercicio 19) 


ecuación homogénea de primer orden, 425 
lineal de primer orden, 377 
de segundo orden, 394 
separable, 422 

soluciones de las series de potencias de 
la, 538-542 

funcional para la función exponencial, 297 
para el logaritmo, 278 
de Laplace, 373 
paramétrica, 582, 633 

de una circunferencia, 638 
de una elípse, 639 
de una hélice, 641 
de una hipérbola, 642 (Ejercicio 12) 
de una recta, 582 
eje mayor de una elipse, 618 
menor de una elipse, 618 
transverso de una hipérbole, 618 
elemento cero en un espacio lineal, 676 
de un conjunto, 14 
de un determinante, 595 
de una matriz, 726, 733 
máximo, 29 
mínimo, 29 

neutro para la adición, 22 
para la multiplicación, 22 
elipse, 609, 612, 619 
entero impar, 35 (Ejercicio 10) 
par, 35 (Ejercicio 10) 
entorno, 157 
envolvente, 418 
lineal, 565, 682 

error en la fórmula de Taylor, 341, 343 
escalar, 547, 574 
espacio euclídeo, 578, 688 
complejo, 688 
real, 688 
funcional, 677 

generado por un conjunto de vectores, 682 
lineal complejo, 677 
real, 677 

(vectorial), 675-678 
unitario, 688 
vectorial complejo, 573 
Euclides, 10, 577 
Euler, constante de, 495 
Euler, Léonard, 284, 461, 495, 513 
excentricidad de una sección cónica, 612 
expresión decimal de los números reales, 37, 
479 

extremo inferior (o ínfimo), 31 



Indice alfabético 


extremo superior (o supremo), 30 
extremos de una función, 222 
de un intervalo, 74 


F 

familia de curvas, 417, 430 
Fermat, Pierre de, 3, 191 
Ferrari, Lodovico, 3 
Fibonacci (Leonardo de Pisa), 463 
focos de una cónica, 610 
forma polar de los números complejos, 448 
formas indeterminadas, 354-372 
fórmula de Abel, de sumación parcial, 497 
de Cauchy, del valor medio, 227 
de Heron, 604 

de Leibniz, para la derivada n-ésima de un 
producto, 272 (Ejercicio 4) 
de Parseval, 694 
recurrente, 270 (Ejercicio 12) 
fórmulas de adición para senos y cosenos, 119 
Fourier, Joseph, 156, 705 
frecuencia del movimiento armónico simple, 
415 

función acotada, 90 
característica, 79 (Ejercicio 8) 
compleja, 449 
compuesta, 172, 717 
continuidad de la, 173 
derivación de la, 213, 630 
cóncava, 151, 230 
de conjunto, 71 
convexa, 151, 230 
coseno, continuidad de la, 165, 171 
derivación de la, 199 
ecuación diferencial para la, 395 
integración de la. 123, 253 
propiedades de la, 118 
serie de potencias de Ia, 534 
cotangente, 128 
creciente, 94 
decreciente, 94 

definida mediante una integral, 148 
elemental, 345 
exponencial compleja, 448 
definición de, 296 
derivada de la, 298 
integral de la, 301 
serie de potencias para la, 534 
factorial, 64 


función gamma, 512, 514 (Ejercicio 19) 
hiperbólica, 307 
identidad, 63 
impar, 103 (Ejercicio 25) 
implícita, 219 
integrable, 91 
inversa, 179, 309 
lineal, 66 
a trozos, 152 
monótona, 94 
a trozos, 94 
no acotada, 89 
par, 103 (Ejercicio 25) 
parte entera, 78 
periódica, 117 
posición, 637, 661 
racional, 203, 316-326 
impropia, 317 
propia, 318 

seno en el plano complejo, 454 (Ejer. 9) 
continuidad de la, 165, 171 
ecuación diferencial para la, 395 
derivación de la, 198 
integración de la, 123, 253 
serie de potencias de la, 534 
propiedades de la, 118 
tangente, 128 
vectorial, 627 
zeta de Riemann. 484 
funciones de Bessel, 543 (Ejercicio 10) 
continuas, acotación de, 184 
derivables, continuidad de, 200 
monótonas a trozos, 94 
polinómicas, 67 
continuidad de las, 163 
derivación de las, 203 
integración de las, 98, 101 
de dos variables, 323 
potenciales, 67, 98 
reales, 62 

trigonométricas, 117-133 
complejas, 454 (Ejercicio 9) 
continuidad, 165, 170 
derivación de, 198 
propiedades fundamentales, 118 
descripción geométrica, 126 
gráfìcas de las, 132 
integración de, 123 
inversas, 309-313 
series de potencias para las, 534 
de varias variables, 239 




Indice alfabético 


809 


G 

Galileo, 610 

Gauss, Karl Friedrich, 437, 442, 462, 580 
geometría cartesiana, 59 
euclidiana, 10, 577 
geometrías no arquimedianas, 32 
no euclídeas, 580 
Gibbs, Josiah Willard, 545 
GrAm, Jorgen Pederson, 697 
Grassmann, Hermann, 546 
Gregory, James, 476, 492 


H 

Hadamard, Jacques, 755 
Hamilton, William Rowan, 437, 545 
Heaviside, Oliver, 545 
hélice, 640 
circular, 640 
Hilbert, David, 577 
hipérbola, 609, 612, 619 
Hooke, Robert, 62 


identidad de Lagrange, 592 
pitagórica, 118, 558, 575, 703 
igualdad de conjuntos, 14 
de funciones, 66 
de números complejos, 438 
de vectores, 547, 573 
independencia lineal, 567, 683 
integrabilidad de funciones continuas, 187 
de una función continua, 187 
de una función monótona, 95 
integración de la función logarítmica, 288 
de funciones monótonas, 97 
racionales, 316-323 
trigonométricas, 123, 253, 323 
por fracciones simples, 316-323 
por partes, 266-269 
de polinomios, 98 
por sustitución, 259-264 
integral, curva, 417 
definida, definición de la, 90 
propiedades de la, 99, 100 
elíptica, 656 (Ejercicio 17) 
de una función acotada, 90 


integral de una función acotada compleja, 450 
escalonada, 79 
vectorial, 628 

impropia divergente, 508, 511 
de primera especie, 508 
de segunda especie, 508 
indefinida, 148, 164 
inferior, 91 
superior, 91 
integrando, 91 

interpretación gèométrica de la derivada, 207 
de la integral, 81, 92, 109 
intersección de conjuntos, 17 
intervalo abierto, 74 
cerrado, 74 
de convergencia, 528 
intervalos, 74, 379 
inversa por la derecha, 719, 751 
por la izquierda, 718, 750 
isoclinas, 422, 428 
isomorfismo, 440, 736 
isotermas, 241, 429 


Júpiter, 667 

K 

Kepler, Johannes, 610, 667 


L 

Lagrange, Joseph Louis, 210, 405, 545 
Legendre, Adrien-Marie, 700 
Leibniz, Gottfried, Wilhelm, 4, 12, 192, 
211, 257, 272, 374, 493 
Leonardo de Pisa (Fibonacci), 463 
ley asociativa en un espacio lineal, 676 
para la adición de números, 22, 438 
de vectores, 548 

composición de funciones, 173, 717 
multiplicación de números, 22, 438 
reunión e intersección de conjuntos, 18 
conmutativa en un espacio lineal, 676 
para la adición de números, 22, 438 
de vectores, 548 
productos escalares, 688 
vectoriales, 553 



810 


lndice alfabético 


ley, multiplicación de números, 22, 438 

reunión e intersección de conjuntos, 18 
distributiva en un espacio lineal, 667 
para productos escalares, 553, 688 
vectoriales, 592 
números, 22, 438 

operaciones con conjuntos, 20 (Ejer- 
cicio 10) 

de Hooke, 62, 144 
de Newton de enfriamiento, 386 
de la gravitación universal, 668 
dei movimiento, 385, 668 
del paralelogramo,, 443, 550 
leyes de crecimiento, 392, 393 
de Kepler, 667, 668 

L’Hôpital, Guillaume François Antoine, 
358’ 

límite por la derecha, 159 
de una función, 156 
infinito, 366 
de integración, 464 
por la izquierda, 159 
teoremas sobre, 12, 91 
límites infinitos, 366-368 
a un lado, 159-160 
linealidad de las derivadas, 201 
de las integrales, 82, 99 
de las series convergentes, 471 
de los operadores de Taylor, 337 
líneas equipotenciales, 429 
Lobatchevsxi, Nikolai Ivanovich, 580 
logaritmos, cálculo de, 294-296 
de base b, 284 

e (neperianos o naturales), 281-284 
longitud de un vector, 554 

otras definiciones de, 564 (Ejercicios 17, 18) 
longitud de arco como integral, 633 
definición, 649, 650 

en coordenadas polares, 665 (Ejercicio 4) 


M 

Machin, John, 349 

matrices de Hadamard, 755 (Ejercicio 10) 
matriz cero, 734 
de coeficientes, 742 
columna (vector columna), 726, 734 
diagonal, 730 

fila (vector fila), 734, 746 
identidad, 736 


matriz inversa, 750 
no singular, 750 
ortogonal, 755 (Ejercicio 8) 
singular, 752 
unidad, 736 
máximo absoluto, 184 
de una función, 184 
relativo de una función, 222 
media aritmética, 57, 145 
ponderada, 146 
armónica, 57 

cuadrática, 57 (Ejercicio 16) 
geométrica, 58 (Ejercicio 20) 
de potencias p-ésimas, 57, 183 
Mercator, Nicholas, 461, 476 
Mercurio, 667 

método de eliminación de Gauss-Jordan, 745 
de exhaución, 4-9 
de Gram-Schmidt, 697 
de los mínimos cuadrados, 239 (Ejerci- 
cio 25) 

mínimo absoluto, 184 
de una función, 184 
relativo de una función, 222 
modelo analítico de la geometría euclidiana, 
578 

matemático, 383 

módulo de un número complejo, 444 
momento, 146 
de inercia, 146 

movimiento a lo largo de una curva, 637 
armónico, 408 
circular, 638 
de un cohete, 412 
periódico, 409, 415, 668 
multiplicación de funciones, 68, 77, 163 
de matrices, 736 
de números, 22, 55, 438 
de transformaciones, 716 
de vectores por escalares, 548, 676 


N 

n-espacio, 547 
Neper, Juan, 284 

Nevvton, Isaac, 4, 192, 210, 374, 462, 610, 
639 

norma de un vector, 554 
de un elemento en un espacio lineal, 69C 
normal a una curva alabeada, 643 



índice alfabético 


811 


normal a una curva plana, 647 
a un plano, 604 
a una recta, 583 
notación o, 350 

de Leibniz para derivadas, 211 
para primitivas, 257 
núcleo, 711 

número complejo, argumento de un, 443 
cero, 439 
conjugado, 445 

e (base de los logaritmos naturales), cálculo 
del, 344 

definición del, 284 
irracionalidad del, 345 
tr, cálculo del, 349 (Ejercicio 10) 
definición del, 113 
racional, 21, 27, 480 
real, 21 

números complejos, 437-455 
de Finobacci, 57 (Ejercicio 16), 463 
irracionales, 21, 28, 35, 38, 345 
primos, 45 (Ejercicio 11), 62, 64 


O 

operaciones algebraicas con matrices, 734, 
736 

operador, derivación, 210, 403, 711 
diferencia, 211 
integración, 711 
lineal, 709 
de Taylor, 336 

órbitas de los planetas, 667-671 

ortogonalidad de curvas, 429 
en un espacio euclídeo, 691 
de planos, 607 
de rectas, 208 

del seno y del coseno, 131 (Ejercicio 31) 
de vectores, 557 


P 

parábola, 4, 67, 609, 612, 620 
paraboloide hiperbólico, 241 
paradoja de Zenón, 457-462 
paralelepípedo, 138 
paralelismo de planos, 583 
de rectas, 580 


paralelismo de vectores, 551 
parámetro, 633 
pares ordenados, 60, 65, 438 
Parseval, Mark-Antoine, 694 
partición, 75 

afinamiento de una, 76 
Pascal, Blaise, 3 
Peano, Giuseppe, 21 
pendiente de una curva, 207 
permutación, 503 
perpendicularidad de planos, 607 
de rectas, 208 
de vectores, 557 

7r (pi), cálculo de, 349 (Ejercicio 10) 
plano osculador, 644 
planos, 585-590 
polinomio cuadrático, 67 
polinomios de Legendre, 700 
de Taylor, 335-340 

postulados de Peano para los números en- 
teros, 21 

potencia del bino'mio, 55 (Ejercicio 4), 462, 
541 

primitiva (antiderivada), 250, 257-269 
principio de buena ordenación, 42 
de Cavalieri, 137, 138 
de intercalación para límites, 164 
problema de valores iniciales, 376 
problemas de persecución, 430 
producto escalar (interior), 553, 574, 687 
mixto (escalar triple), 598 
vectorial, 591 
promedio, 57, 183 
propiedad aditiva del área, 72 
de las derivadas, 201 
del extremo superior y del extremo in- 
ferior, 33 

de la integral, 82, 83, 99, 630 
de la longitud del arco, 651 
de los promedios, 147 (Ejercicio 13) 
de las series convergentes, 471 
de las sumas finitas, 49 
del trabajo, 142 
del volumen, 138 

arquimediana de los números reales, 32 
de exhaución del área, 72 
homogénea de las integrales, 82 
de las series, 471 
de la? sumas finitas, 49 
de monotonía del área, 73 



812 


índice alfabético 


propiedad del promedio, 147 (Ejercicio 13) 
del trabajo, 142 
del volumen, 138 
telescópica de los productos, 55 
de las series, 472 
de las sumas juntas, 49 
proyecciones, 559-561, 702 
punto crítico, 230 
fìjo, 179 (Ejercicio 5) 
de inflexión, 233 
de una red, 74 (Ejercicio 4) 


R 

Raabe, Josef Ludwig, 491 
radio de convergencia, 524 
de curvatura, 657 
de giro, 147 
raíces cuadradas, 35 

cálculo de, 544 (Ejercicios 20, 21) 
de los números complejos, 454 (Ejerci- 
cio 8) 

raíz n-ésima, 37, 178 
rango, 712 
recíproco, 23, 439 
recorrido de una función, 65, 709 
recta(s), definición'de la, 578 
ecuación cartesiana de la, 583 
en un n-espacio, 578 
vectorial de una, 581 
paralelismo de, 580 
pendiente de una, 207, 583 
tangente, 207, 634 
vector normal a una, 583 
reflector elíptico, 635 
parabólico, 635 
región escalonada, 71 
regla de la cadena, 213, 630 
de Cramer, 602 
de l’Hôpital, 357-366 
de Leibniz para las series alternadas, 493 
reordenación de series, 501-506 
representación binaria, 480 
duodecimal, 480 
de matrices, 726 

resto de Cauchy en la fórmula de Taylor, 
348 

de Lagrange en la fórmula de Taylor, 348 
en la fórmula de Taylor, 341-348 
reunión de conjuntos, 17 


Riemann, Georg Friedrich Bernard, 4, 484, 
505 

Roberval, Giles Persone de, 3 
Robinson, Abraham, 211 
Rolle, Michel, 224 


S 

Schmidt, Carl, 696 
secciones cónicas, 609-612 
Seidel, Phillipp Ludvig von, 518 ' 
serie armónica, 470 
binómica, 462, 541 
divergente, 469 
de Gregory, 492 

de potencias para la función logarítmica, 
476, 531 

de Taylor de una función, 532 
series absolutamente convergentes, 496 
altemadas, 492 
armónica, 470 

condicionalmente convergentes, 496 

convergencia puntual de, 521 

convergente y divergente, 469 

exponenciales, ^34 

geométricas, 474-477 

logarítmicas, 531 

de potencias, 524-535 

del seno y del coseno, 534 

de Taylor, 532 

telescópicas, 472 

uniformemente convergentes, 521 
simetría alternada, 592 
sistema coordenado orientado en sentido di- 
recto, 594 

retrógrado, 594 
sistemas deductivos, 10 

de ecuaciones homogéneas, 743 
lineales, 742 
sólido de Cavalieri, 137 
solución de una ecuación diferencial, 374 
Stores, George Gabriel, 519 
subconjuntos, 15 

subespacios de un espacio lineal, 681 
sucesión acotada, 466 
creciente, 465 
decreciente, 466 
divergente, 464 
monótona, 466 
no acotada, 466 



Indice alfabético 


813 


sucesiones, 462-466, 517-522 
suma de una serie convergente, 469 
sumación parcial, fórmula de Abel, 497 
sumas parciales, 459, 469 
superficie, 240 


T 

Tartaglia, 3 
Taylor, Brook, 335 
teorema de Bernstein, 535 
de Bolzano, 175 

de la continuidad uniforme, 186 
de la derivada nula, 250, 451 
fundamental del álgebra, 442 
de Pitágoras, 61 

de reordenación de Riemann, 505 
de Rolle, 224 

del valor intermedio para funciones con- 
tinuas, 177 

para derivadas, 228 (Ejercicio 10) 
del valor medio, extensión del, 227- 
para derivadas, 224 
para integrales, 189, 268 
ponderado, 189 

de los valores extremos para funciones con- 
tinuas, 186 

teoremas de existencia, 377, 395 
sobre funciones continuas, 163, 173-189 
fundamentales del cálculo, 247, 251, 630 
integral, 247, 251, 630 
de unicidad, 377, 397 
teoría de conjuntos, 13-19 
de Copérnico, 667 
Torricelli, Evangelista, 3 
trabajo, 141, 142 
tractriz, 432 

transformación cero, 710 
idéntica, 712 
inversa, 718, 719 
lineal, 709 
de Lorentz, 754 
por semejanza, 113, 428 
uno a uno, 721 

tránspuesta de una matriz, 755 (Ejercicio 7) 


trayectoria ortogonal, 429 
triángulo de Pascal, 54 (Ejercicio 3) 


V 

valor medio de una función, 145-147 
valores absolutos, 50, 444 
variación de constantes, 405 
media, 193 
vector cero, 548 
componentes de un, 547 
dirección de un, 551 
tangente, 634 
unitario tangente, 643 
velocidad angular, 666 'Bjercicio 19) 
vectores, adición y sustracción de, 548 
ángulo de dos, 560, 575 (Ejercicio 7) 
coordenados unitarios, 561 
geométricos, 549 
igualdad de, 547 
multiplicación por escalares, 548 
ortogonalidad, 557 
velocidad, 194, 637 
angular, 639, 666 (Ejercicio 19) 
en coordenadas polares, 660 
media, 193 
Venus, 667 

vértice de una elipse o hipérbola, 618 
de una parábola, 620 
vibraciones, 409 
amortiguadas, 409 
vida media, 383 

volumen, definición axiomática del, 138 
de la esfera, 140 
de sólidos de revolución, 140 
de sólidos de sección conocida, 139 


W 

Wallis, John, 3 

Weierstrass, Karl, 21, 519, 523 
Wronski, J. M. Hoene, 402 
wronskiano, 402 (Ejercicio 21), 404 



